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Aufgabe K1: Zerlegungen der Wellenfunktion 5 Punkte

Die komplexe Wellenfunktion ¢ (z,t) kann zerlegt werden als ¢(x,t) = u(z,t) + iv(x,t) oder
als (x,t) = Az, t) e 3@ Dabei sind u, v, A und S reelle Funktionen von z und .

a) Welche Gleichungen folgen aus der zeitabhéngigen Schrodingergleichung mit dem Hamilton-
operator H = —h%/(2m)d% 4+ V () fiir diese Funktionen?
Geben Sie jeweils eine Gleichung an, in der die Zeitableitung nur einer der Funktionen
u, v, A, S vorkommt.

(2 Punkte)

b) Driicken Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte und die Wahrscheinlichkeitsstromdichte durch
diese Funktionen aus.

(3 Punkte)

Aufgabe K2: Gebundene Zustinde im Delta-Potential 5 Punkte

Wir betrachten ein quantenmechanisches Teilchen der Masse m, das sich in einer Dimension
im Potential

V(@) = —7d(x)
mit einer Konstanten v > 0 bewegt.
a) Zeigen Sie:
2myy
. / . / _
Jim 0'(a) ~ lim o/(a) = =5 0(0).

Hinweis: Integrieren Sie die Schrodingergleichung iiber ein e-Intervall und lassen Sie €
gegen 0 gehen. Nehmen Sie an, dafl die Wellenfunktion stetig ist.

(2 Punkte)

b) Finden Sie samtliche gebundenen Zusténde und die zugehorigen Energieeigenwerte. Normieren
Sie die Wellenfunktionen.

(3 Punkte)
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Aufgabe K3: Harmonischer Oszillator

Wir betrachten den eindimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator

B2 92 5 Punkte

Die Auf- und Absteigeoperatoren sind definiert als

af = /0 4 b a= %x—i—i 1
~\ o V 2mwn P ~\ o V 2mwn P

wobei p der Impulsoperator ist.

a) n > 0 sei fest gewdhlt. Konstruieren Sie eine normierte reelle Linearkombination ¢ aus
den beiden Zusténden 1, und 1,41 derart, dafl (z) maximal wird.
Hierbei ist ¢ ein normierter Eigenzustand zum Anzahloperator N mit Eigenwert k.

(3 Punkte)

b) Berechnen Sie die Zeitentwicklung dieses Zustandes ¢ sowie den Ortserwartungswert
(z)(1).
(2 Punkte)

Aufgabe K4: Drehimpuls 5 Punkte

Ein Teilchen (ohne Spin) befinde sich ein einem Zustand mit der normierten Wellenfunktion

9@ = 0a(@) + (@) = L) sing + L)

cosf,

wobei fiir die Radialfunktion gilt:

oo
/ drr?lg(r)*=1.
0
Hierbei sind r, 6, ¢ Kugelkoordinaten im dreidimensionalen Raum.

a) Welche Werte kann man fiir die Mefigrofie L, in diesem Zustand erhalten?
(1 Punkt)

b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, diese jeweiligen Werte zu finden?
(2 Punkte)

c) Wie grof ist der Erwartungswert von L7
(2 Punkte)

Hinweis: L, kann als Differentialoperator geschrieben werden, L, = —ih%.
Fiir die Normierung von ¢y und ¥; kénnen Sie die folgenden Integrale verwenden:

sin" 'z cosz n-—1
/d:n sin"x = — + /dx sin" 2 x (neN,n>2)

n n
cos"tl g

n+1 (n € N)

/dx sinx cos" x = —
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Loésung zu Aufgabe K1

2)

—hv = —2—1/’ +Vu

P = (A + iAS") e
) = (A +iAS) e

P = (A" +21A'S +1AS" — AS?) e

A h2 I 1"
hA = —2— (24'S' + AS")

|¢]2:u2+v2:A2
. h * 1/ */
J =g (W —wy”)

— EA2sl
m
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Loésung zu Aufgabe K2

a) Integriere iiber das Intervall [—¢, €]:

h2
() — B (2)(x) = By(z)
h2 €
o (0 = ¥(=€) —(0) = B [ y(w)dz
h2 / /
o (§/(04) = /(0-)) = 7(0) =0
b) Bereich z < 0: ¢(z) = Ae"*. Bereich x > 0: ¢(z) = Be™"* mit k = /—2mE/h?. E ist
negativ. Wegen Stetigkeit ist A = B. Sprungbedingung fiir die Ableitungen:
2myy
RN T
Also:
my
R = ﬁ .
Es gibt nur einen gebundenen Zustand. Die Energie ist
7242 mA?
E = — = ——
2m 2h2

Y(x) = Aexp (—my/h?|z)

Normieren:

_ |A’2h2
= 7m’y

/d:n|1,/}|2 =2|AJ? /000 exp (—2m~y/h’z)

my
A=\

Somit mufl

gewahlt werden.
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Losung zu Aufgabe K3

a) ¢ = ay, + BYpi1. Normierung: 8 = v/1 — 2. Wir berechnen den Ortserwartungswert

mit Hilfe von
h i
T = (a +a ) )

2mw

(o) =\ g [0" B+ 0] Vi T 1
:2\/%04\/1—042\/71—%1.

Wir miissen also die Funktion f(«) = av1 — @? maximieren.

rooy — a(-2)a 1-a?-a?
Fle) = V1ot =3 = i

Somit mufl 1 — 2a? = 0 gelten und damit a = 1/v/2 = 3. Der Ortserwartungswert ist

dann
h
(x) = \/m—Vn+1.
2mw

b) Zeitentwicklung: E,, = fiw(n + 3).

Lo -
P(t) = 7 [e Ent/hy, + e E"“t/%nﬂ]
(2)(t) = % {eiEnt/hefiEnHt/h_i_ eiEn+1t/hefiEnt/FL] N /2777;)
= Wcos(wt)

Seite 6 von 7



Loésung zu Aufgabe K4
1) lasst sich schreiben als ¢ = 11 + 1o mit

1 .
= sin § e'®
Y1 i g
1
= cosf
o i g

11 und 1y sind Eigenzustiande zu L,: L,y = hp1, L,1pg = 0.

a) Die moglichen MeBwerte sind A und 0.

b) Zunichst normieren wir die Zusténde t; und y:

(V1)) = ﬁ /dTTQ\g(r)z /d@dqb sinf sin® 0 =
(Va|tha) = % /drr2\g(7’)2 /d@dqﬁ sinf cos? 6 =

i 5|y

Definiere die normierten Zustinde ¢y = 1/3/2¢1, ¢o = v/31by. Damit ist

Y =+2/3¢1+1/3¢0.
[Da ¢1 und ¢o Eigenzustdnde von L, zu verschiedenen Eigenwerten sind, miissen Sie

orthogonal sein. Daher ist (1]1)) = 1, wie auch schon in der Aufgabe angegeben.]

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die moglichen Messwerte kann man direkt ablesen.

MeBwert Wahrscheinlichkeit
h 2/3
0 1/3

c¢) Der L,-Erwartungswert ist:
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