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Hinweise: Sie haben zur Bearbeitung der Aufgaben zwei Stunden Zeit. Als Hilfsmittel
zugelassen sind zwei Seiten eines DIN A4 Blattes mit handschriftliche Notizen sowie
ein Worterbuch. Sie konnen insgesamt 20 Punkte erreichen. Beachten Sie weiterhin:

Fiillen Sie die obigen Felder dieses Deckblattes aus, und legen Sie Ihren Lichtbild-
ausweis auf Ihren Tisch.

Sie diirfen nur das von uns zur Verfiigung gestellte Papier verwenden. Dies gilt
auch fiir Kladden.

Lesen Sie die Aufgabenstellungen genau durch. Fragen Sie nach, wenn Sie eine
Aufgabenstellung nicht verstehen.

Geben Sie eine Herleitung fiir IThre Ergebnisse an. Ergebnisse ohne Herleitung
werden nicht gewertet.

Schreiben Sie leserlich, und geben Sie Ihren Namen auf allen Blittern an, die Sie
abgeben.

Nach dem Austeilen der Aufgabenblitter bis zum Ende der Klausur darf kein
Priifling den Horsaal verlassen, ohne zuvor samtliche Unterlagen (insbesondere
auch das Aufgabenblatt!) abgegeben zu haben. Beim Austreten (nur ein Student
zur Zeit) notieren wir die Uhrzeit auf dem Deckblatt und ziehen alle bis dahin be-
schriebenen Blitter ein. Beim Wiedereintritt stellen wir neues Bearbeitungspapier
und ein neues Aufgabenblatt zur Verfiigung.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg.




Aufgabe K1 - Formalismus (4 Punkte)

(@) Sei H ein hermitescher Operator und \, 1\’ zwei Eigenzustinde von H, 1} zum
Eigenwert E, {’ zum Eigenwert E’. Es gelte E # E’. Zeigen Sie, dass () [{’) = 0.

(2 Punkte)

(b) Der Translationsoperator Tg auf quadratintegrablen Ortswellenfunktionen (d.h.

auf L2(R3,d3 x)) ist definiert durch
(Ta)(X) = (x — d),

wobei @ ein fester Vektor aus R3 ist. Ausgehend von (1), berechnen Sie Tg; und

zeigen Sie: Tg ist unitér.
Losung;:
(a) Gegeben ¥, ¥’ mit
HY =EVY, HY' =E'V/ E'#£E
und H hermitesch. Dann ist
E(Y|V) = (HY|Y') = (Y|HY') = E/(W|Y¥).

Somit
0= (E—E)(¥[¥)

Nach Voraussetzung ist E — E’ # 0 und somit (¥ | V') = 0, was zu zeigen war.
(b) Wir berechnen fiir zwei beliebige Zustinde ¥, V"

(Y[ TgV') = nd3x‘?(£) (Ta¥') (%)
= ”d3x\?(z)\y'(z—a)

X Y(X + AV (%)

d*x (T_g¥) R)Y'(X)

J
= (T_g¥|¥').

Damit haben wir gezeigt, dass TZ = T_g. Nun ist aber

(T‘ilTa‘P) () = (T_gTa¥) () = Y(X — @ + @) = Y(X)

tiir einen beliebigen Zustand V. Somit T;Ta = I und wir haben gezeigt, dass T unitar

1st.

Aufgabe K2 - Wasserstoff-Wellenfunktionen (5 Punkte)

Die normierten Wasserstoff-Eigenfunktionen @1, lassen sich als

(Pnlm(r, 0, d)) = Rnl(T)Y{n(e) d))

schreiben, wobei R,,; die sogenannte Radialfunktionen und Y{" die Kugelflachenfunk-

tionen sind. Wir betrachten die Wellenfunktion
W(r,0,d) = CR32(r)(Y3(0, ) +2Y3(6, b)),

wobei C eine reelle Normierungskonstante ist.



(a) Bestimmen Sie C so, dass ¥ normiert ist. (ein Punkt)

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert der Energie, des Drehimpulsquadrats, und
der Drehimpuls z-Komponente. (ein Punkt)

(c) Eine Messung der Energie wird im Zustand ¥ durchgefiihrt. Welches sind die
moglichen Messwerte, und mit welcher Wahrscheinlichkeit treten Sie auf? Be-
stimmen Sie ebenso die moglichen Messwerte und ihre Wahrscheinlichkeiten fiir
das Drehimpulsquadrat, und die Drehimpuls z-Komponente (3 Punkte)

Losung;:
(a) Wir beobachten zunéchst, dass wir die in der Aufgabenstellung gegebene Wellen-
funktion als

Y =Clp320+2¢0322]

schreiben konnen. @320 und @32, sind normiert und orthogonal zueinander, daher
finden wir
I¥)|? = (w|w) = ClA(1 +4) =5|C|?

Wenn ¥ normiert sein soll, muss also |C|? = 1/5. In der Aufgabenstellung ist C als reel
angegeben. Wir wihlen die positive Losung C = 1/1/5.

(b) Energie ist reprdsentiert durch Hamiltonoperator H, Drehimpulsquadrat durch 2,
Drehimpuls z-Komponente durch L3, wobei [ die Drehimpulsoperatoren bezeichnet. ¥
ist ein Eigenvektor von H und [2, da sowohl @320 als auch @3, Eigenvektoren zum
gleichen Eigenwert von H und [2 sind:

11,
nz 92
[2Y =22+ 1)R? = 612

HY = EsW = —

Sei C wie in (a) gewdhlt. Dann ist also
1 ~
(Hyy = —§oc2mecz, (%) = 6h2.
Weiterhin berechnen wir

L3¥ = C(OR@320 + 2 - ZRe322) =4Ce322.

Somit

8
(L3)y = (W] L3¥W) = 4hC?((@320] ©322) +2(0322] 9322)) = gh-

(c) A priori sind die moglichen Messwerte durch die Eigenwerte des jeweiligen Opera-
tors gegeben. Die Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch den Erwartungswert des Pro-
jektionsoperators auf den jeweiligen Eigenraum. Wir betrachten zunachst H. Mogliche
Messwerte sind die Eigenwerte E,, = —o?m.c?/(2n?). Allerdings ist ¥ selber ein Eigen-
vektor von H (zum Eigenwert E3). Daher sind die Erwartungswerte der Projektoren auf
die Energieeigenrdume alle Null, ausser dem zum Eigenwert E3. Dieser hat nattirlich
den Erwartungswert 1. Es wird bei einer Messung also sicherlich der Wert E3 gemes-
sen.

Wir betrachten nun den Operator [2: Wiederum ist ¥ ein Eigenzustand dieses Opera-
tors (zum Eigenwert 6i?). Daher wir dieser Wert mit Warhscheinlichkeit 1 gemessen.



Zum Schluss betrachten wir den Operator L3. Sei ein m € Z gegeben. Der Projektor auf
den Eigenraum zum Eigenwert mh ist gegeben durch

P= Z ’ (Pnlm>< (Pnlm’

n,l kompatibel
mit m

und somit
Wahrscheinlichkeit(m) = (P)y

= Y o) @l (¥] @uim)

n,l kompatibel
mit m

= C%81,26nm,30m,0 + 4C%61 261 30 m 2.

Mit anderen Worten: Es konnen nur die Messwerte Oh und 2h auftreten, und die ent-
sprechenden Wahrscheinlichkeiten sind 1/5 und 4/5.

Aufgabe K3 - Spin im Magnetfeld (6 Punkte)

Wir betrachten ein Elektron (mit Spin 1/2) in einem konstanten Magnetfeld B. Wir
ignorieren die Ortswellenfunktion des Teilchens und setzen daher den Hilbertraum
als 3 = C? an. Der Hamilton-Operator ist gegeben durch

e - -
H=—S-B 4
- @

wobei S; =hoj/2 mit den Pauli-Matrizen

o1 = <? (])> , 02 = <? _01) , 03 = (3) _01> , 5)

e die Elementarladung und m. die Elektronenmasse ist.

(a) Legen Sie die Koordinaten so, dass B = Bé,, d.h. parallel zur z-Achse, und be-
stimmen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von H. (ein Punkt)

(b) Berechnen Sie die Eigenwerte und -vektoren der x- und y-Komponente des Spins.
Verwenden Sie zur Angabe der Eigenvektoren die Basis, in der S3 diagonal ist.
(2 Punkte)

(c) Das Magnetfeld sei wie in (a) parallel zur z-Achse. Das Teilchen befinde sich zur
Zeit t = 0 im Eigenzustand von S, mit Eigenwert /2. Berechnen Sie die Zeit-
entwicklung dieses Zustandes, sowie die Wahrscheinlichkeit, bei einer entspre-
chenden Messung zur Zeit t = T, den Spin parallel zu €, (dem Einheitsvektor in

x-Richtung) zu finden. (3 Punkte)
Losung:
(a) Fiir die gewédhlten Koordinaten ist B = B€, und somit
B
H= "5,
Me

Aus



sieht man sofort, dass die moglichen Eigenwerte von H durch

gegeben sind. Die zugehorigen Eigenvektoren sind z.B.

(3) 1 /1 (3) 1 /0
v=— v=—
+ V2 \0)’ - V2 \1)°

(b) Was die Eigenwerte von S; und S; angeht, so kann man entweder argumentie-
ren, dass diese Operatoren durch Rotationen aus Sz hervorgehen und diese Rotationen
unitdr implementiert sind, die Eigenwerte also nicht &ndern. Oder man kann wie folgt
direkt rechnen:

det(c] —AD) =A2—120 =— A==+]
det(o; —AT) =A2—1=0 — A=<+l

In jedem Fall erhélt man also die moglichen Eigenwerte +h/2.

Die Eigenvektoren berechnen wir wie folgt: Offensichtlich sind die Pauli-Matrizen schon
in der gewiinschten Basis angegeben, da 03 diagonal ist. Zunéachst fiir o7:

GIO-0) = o

MUNSNE
+ \/Z 1

normierter Eigenvektor von S; zum Eigenwerth/2. Genauso

£IE-() = -

#-5()

normierter Eigenvektor von S; zum Eigenwert —h/2. Fiir o, finden wir
0 —i a a .
€O o

y2 11
+ \/Z 1

normierter Eigenvektor von S, zum Eigenwerth/2. Genauso

O D=0 = o=

also z.B.

also z.B.

also z.B.

also z.B.



normierter Eigenvektor von S; zum Eigenwert —h/2.

(c) Der Zeitentwicklungsoperator ist gegeben durch U(t) = exp(—itH/h). Es empfiehlt
sich also, in einer Eigenbasis von H zu rechnen. Da H o S3 ist die Basis aus (b) geeignet.
Laut Aufgabenstellung ist das Teilchen zur Zeit t = 0 im Zustand

1
vl = il L) 6)

wobei wir mit vf ) die Eigenvektoren von S3 bezeichnet haben. Es ist also

1 ) )
Yit) =Uw)) = — (eﬂtwvf) + e‘t‘*’vm)

7 =
mit
w— eB
~2mR’
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist
2
P=|w(m) v
1 . . 2
=3 )(e*‘vaf] +elTey B[y 4By
1 iwT —iwT 2
=l +e
; |

1
=3 12 cos(wT) |?

= cos?(wT).

Aufgabe K4 - Potentialstufe (5 Punkte)

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m in einer Dimension, in einem Potential

-
V(x) = 4 Yo Hrx>0 @)
0 furx <0

wobei Vj € R.

(a) Finden Sie den Hamiltonoperator fiir das Teilchen, und zeigen Sie, dass die stati-
ondre Schrodingergleichung zur Energie E fiir eine Wellenfunktion \{ dquivalent

zu
dZ
) +9(x) | b(x) =0 8)
ist, wobei 8(x) = 2m(E — V(x)) /A% (2 Punkte)

Im Folgenden suchen eine Losung, die einer von links einfallenden Welle (mit Einheits-
amplitude) entspricht. Dazu setzen wir an:

ik x .
D) = {Ae fiirx >0 ©)

etk<x 4 Be~tk<X  fiirx < 0

wobei k., k~ (mit ko > 0, k~ > 0), A und B noch zu bestimmende Parameter sind.



(b) Nehmen Sie E > Vp und E > 0 an und bestimmen Sie k- und k- so, dass obiges
P (8) in den Bereichen x > 0 und x < 0 lost. (ein Punkt)

(c) Bestimmen Sie nun die Parameter A und B, indem Sie Stetigkeit und Differenzier-
barkeit von 1 fordern. (ein Punkt)

(d) Bestimmen Sie die Reflektionsamplitude der Potentialstufe. Berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeit, mit der ein Teilchen an der Potentialstufe reflektiert wird.
(ein Punkt)

Losung;:
(a) Der Hamiltonoperator ist gegeben durch
1
H=-—P?+V(X)
2m
wobei P =h/i 0y der Impuls- und X = x der Ortsoperator sind. Die stationdre Schrodingergleichung
ist HY = EY. Wir schreiben aus und formen um:

HY = FY
! ihzdz Vix) | ¥(x) = EY
= ﬂ(— )@Jr (x) | W(x) = E¥(x)
d 2 2mE
= <dx2 = h”;wx)> Wix) =~ S5 ¥l)
d*  2m(E - V(x))
<:><dxz— ik hz . )wx):o
dz
— (dxz —8(x)> Y(x) =0

wie in der Aufgabenstellung angegeben.
(b) Fiir x < 0 haben wir

dZ
dx?

Um die stationdre Schrodingergleichung zu erfiillen, brauchen wir also

W = (iko)?e™ X 4 B(—iko)%e X = —k2V.

| 2mE

2mE
k= FY

Wir wihlen die positive Losung (siehe auch Aufgabenstellung), da wir dann eine ein-
laufende Welle mit Einheitsamplitude haben.
Fiir x > 0 ergibt eine vollig analoge Rechnung

k- = +/2m(E — Vo)JR?

wobei wir wiederum das (in der Aufgabenstellung geforderte) positive Vorzeichen
gewdhlt haben, da wir keine von rechts einlaufende Welle haben wollen.

fir x < 0, also



(c) Die Forderung von Stetigkeit bei x = 0 fithrt auf A = 1 4 B. Differenzierbarkeit bei
x = 0 gibt
Aik. = ik_ — Bik-.

Es folgt

— B(k<+k>):k<_k>
ke — ks

B=_—~ =
= Tk

Damit finden wir fiir A:

ke —ke 2k
ke +ks  ketks

A=1+B=1+

(d) Die Reflektionsamplitude (Verhéltniss einlaufender zu reflektierter Amplitude) ist
einfach B. Die Reflektionswahrscheinlichkeit ist also

(ke —k=)? Kok

P=BP= sl gy K
Bl = (ko1 k)2



