Losung zu Aufgabe 1

Ein Operator O ist linear, wenn fiir alle quadratintegrablen Wellenfunktionen 1,9 und
A1, A2 € C gilt ) R R
O(A19h1 + Aoth2) = MOP1 + A0 .
Ein Operator O ist hermitesch, wenn fiir alle quadratintegrablen Wellenfunktionen 1, 1
gilt
[ a vi@00@ = [ d [0n(@)] val@
R3 R3

Alle 3 Operatoren sind linear, da sowohl die Multiplikation mit x; als auch die Ableitung
6%1 linear sind und die Hintereinanderausfiihrung von linearen Operatoren ebenfalls linear
ist.

Es gilt allgemein fiir 2 Operatoren (AB)T = BYAT. Ein Operator ist hermitesch genau
dann, wenn AT = A.

Aus der Hermitezitit von 7 und ﬁfolgt

. I R U L
OI = (—thlﬂl@ ) = (&1p1)" = p1d1 # @1p1 -
1
— Ol ist also nicht hermitesch.

O} = (id1p1)" = (—i)pri1 # i1
— Og ist also nicht hermitesch.

Das symmetrische Produkt 03 = Z1p1+p121 ist hermitesch, weil £1 und p; hermitesch sind.

Man kann die Hermitezitat auch nachpriifen, indem man jeweils die Definition tiberpriift und
beziiglich z; partiell integriert, wobei Randterme wegfallen, da die Funktionen quadratinte-
grable vorausgesetzt sind.

Zwei Observablen Ay, As werden kompatibel genannt, wenn gilt
[A1, Ag) = A1 Ay — A3 A1 = 0.

Starten mit:  [[,L;]=0 — [%£,L]=0
Das impliziert

und wir konnen ausrechnen:

1
(7, L) = €iji [, 7jpx) = €iirjlr, pr] = Zh;fijkrjrk =0

(7%, xpy — ypa] = [0 + P, + P2, TPy — Ype
= [p2, 2lpy — [Py YIDa
= pz[Pa> TPy + [Pr, TIP2Py — Py[Py; YIP2 — [Py, YIPyP2
= —2ihpypy — 2(—ih)ppy =0



Losung zu Aufgabe 2

2

P(z,t) = ¢Tmi [A W+ Be~ “21 .
Komplexe Konjugation von ) liefert:
ik? ikx
w*(x,t):e% [A* -4 + B*e 5 } )
Wabhrscheinlichkeitsstromdichte

Jant) = - ( 00 _ 8%)

2mi Ox ox

= 2:;2 {(A* % + B*e k*) <Z§A W —%Be ’“) - (—’:A* e %B* ) (Ae ; —i—Be“?f)}
[(|Ay2 A*Be 1" 4 AB*et" |B\2) - (—|Ay2—A*Be 4 AB Y + B )}

— (|4~ BP)

~2m
_k

Superposition zweier Teilchenstrome in entgegengesetzter Richtung.



Losung zu Aufgabe 3

(@)

| = 2|A2/ L 1 Ly (. (2“m
0 2V 2am wh
(b)
N :
= —iay
oY 2amzx
I
0% 2am 0 2am 2ama?
Sy _ 24 )= - 1_
922 h <w+“"ax> B ( B )1”
— einsetzen in die Schrodingergleichung:
L oY h? 0%
Por = amoaz TV

2 2
S Ve =ih(—ia)p + ;—m <—2‘;m) (1 - 2“2”6 ) "

2
= [ha — ha <1 — 2ama

W )} ¥ = 2a®ma?y

— V = 2a’ma?

@) = [ alofde=0

e 2 1 | wh h
2\ 2 2 _—2amax?/h — 2 —
(@) = 214] /0 ve dw =214] 4(—2‘2’”) 2am  4am
_dz)
(p) =m et 0
ho\> 0%
2\ * [ 1Y — 2 *
(r7) —/¢ <18$> (0 h /w ol dz
~

2 2 2
_ 2am (1_ a');w: >,¢}

h
2
= 2amh {/ | 2da — C;Lm /$2|¢|2d1‘:|

B 2am , 5\ 2am h
= 2amh <1 - T(m >> = 2amh <1 - 4am)

=amh

h h
(Az)? = (z%) — (z)? = Tam — Az =4/ Tam

(Ap)2 = <p2> - <p>2 = amh — Ap = Vamh

(Azx)(Ap) =4/ —— -amh = — — ist also (gerade) erfiil

>1/4

It.



Losung zu Aufgabe 4

(a) Da erst die zweite Ableitung bei x = 0 eine d-distributionsartige Singularitat aufweist, kann
die erste Abletiung hochstens einen endlichen Sprung aufweisen und die Wellenfunktion muB
stetig sein.

Integriert man die zeitunabhangige Schrodingergleichung tiber ein infinitesimales Intervall
(—€,€) mit € > 0, erhadlt man die Randbedingungen fiir die Ableitung:

2mVy

PO = '(07) = T () 1)
Die Stetigkeitsbedingung fiir die Wellenfunktion selbst lautet
P(07) = ¢'(07) =0 (@)
(b) Fiir eine von links her einfallende Welle lautet die Losung
Ae'r 4 Be~ ke r<0] . 2mE
P(z) = { giko >0 mit k= w 0

Dabei wurde von der freien Wahlbarkeit der Normierung dadurch Gebrauch gemacht, daB
fur © > 0 der Koeffizient 1 gesetzt wurde.

Die Koeffizienten A und B sind dann durch die Randbedingungen (1) und (2) eindeutig
bestimmt.

Setzt man die Losung dieser Bedingung ein, ergibt sich das lineare Gleichungssystem

2mVy

ik(1-A+B) = o A+B=1
Auflosen nach A und B liefert
mVy mVy
A=1- = —
in2k’ ih?k
(c) Transmissions- und Reflexionskoeffizienten sind dann wegen k% = 222E
e Lo 1 28R
AR |4+ 2 mv2 © 2ERZ 4+ mVy
Bl? 2

|A]2  2ERZ + mVy

(d) Es gibt keine gebundenen Zustande, denn die Energie kann nicht negativ werden.
Fiir eine Energieeigenfunktion 1 (x) gilt namlich

<m=/wmwu b= [ v (+%&Q¢@

—0o0

Wegen der Hermitezitat von p ist weiter

B[ o (G @l o) + VGl )R > 0

—0o0
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d.h. es kann keine Energiewerte F < 0 und folglich auch keine gebundenen Zustande geben.

Es ist auch schon ausreichend zu argumentieren, daB das Potential Vpd(z) mit Vp > 0 ein
Grenzfall einer Potentialschwelle ist und nicht eines Potentialtopfes, so daB das Potential
keine Mulde bildet in der das Teilchen “gefangen” werden konnte.
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