1. Warm-Up (10 Punkte)

(a) [2 Punkte| Translation

Zeigen Sie, dass der Zustand |¢) = eP%/" |¢p) dem um die Distanz a verschobenen
Zustand |1) entspricht, d.h. ¢(z) = Y (x + a), wobei P der Impulsoperator ist.

Dazu miissen wir wissen, dass die Ortsdartstellung vom P gegeben ist durch (x| P =

BY (x| und damit

o(x) = (z]¢) = (@|e™/"y)
L

(ja 10:)"

— 0y () a” (1 Punkt)

1
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Wir identifizieren die Taylorentwicklung ¢(z + a) = Yo" Lo (x)a™ (1 Punkt)
und damit ¢(x) = Y(z + a).

(b) [3 Punkte] Harmonischer Oszillator

Zeigen Sie, dass
e—iaNa’[eiaN — e—z’aaT’ (1>
wobei af und a die Auf- und Absteiger des harmonischen Oszillators sind mit

[a,a'] =1 und N = a'a.

[Hinweis: Wenden Sie die linke und rechte Seite von (1) auf einen allgemeinen
Zustand |¢) = b, |n) an, wobei N |n) = n|n) und a'|n) =v/n+1|n+1).]

Zunéchst sehen wir, dass
e N gl oN p) = e~ gT ) glom
=e "N |n 4 1) vn + Leon
= |n + 1) e~ /y 1 Teton
=e/n+1|n+1)

= e~ |n) (2 Punkte)
Fiir einen beliebigen Zustand gilt

e~ Nate N |g) = 3 bueal [n) = e %al ), (1Punkt)

womit die Identititéit gezeigt wire. Alternativ kénnten wir auf Operator-Basis schrei-
ben



e—iaN  t — Z (—ia) (aTa)kaT — o Z (_Zj‘) (aa‘r)k

(ataata)at=af(aat--aat)=at (aat)*

_ aTefia(aaT) _ &Tefia(N+l)

Und damit
e—zaNaTezaN — aTe—wz(N—‘rl)ech _ e—wcaT.

[3 Punkte] Bloch-Gleichungen

Wir betrachten ein Teilchen mit magnetischem Moment M = L im Magnetfeld
B,

H=-M-B.

Zeigen Sie mit Hilfe der Kommutatorrelationen fiir den Drehimpuls, dass der Er-
wartungswert (M) die Bewegungsgleichung

d
— (M)=~(M) x B
(M) =5 (M) x
erfillt.
Nach dem Ehrenfest-Theorem gilt fiir einen quantenmechanischen Operator O
d 7 00

In unserem Fall ist O = M, also

d 7
E <Mz> = 7_1 <[H7 M1]>

= =30 1By (1L, L)
= — Z %’yQBjsﬂkh (L) (1 Punkt)
=~[(M) x Bj; (1 Punkt)

[2 Punkte| Stark-Effekt

Ein Zwei-Zustands-System mit Basiszustanden [1) und [1)_) koppelt an ein klas-
sisches elektromagnetischens Feld £. Der Hamilton-Operator ist gegeben durch

(<¢+|H|@/}+> <¢+|H|¢—>>:(E+ ozé')
(V- |Hpy) (-[H[g-) (&) E_)°

Bestimmen Sie dessen Eigenenergien und diskutieren Sie den Limes



[Hinweis: 1+ a2 =14 32 — gat 4+, (r<1)./

Wir gehen aus von den Hamilton-Operator

[ By af
i ()

Die Eigenenergien ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom

e g | a e BN B ek

=N —(E,+E)A+E.E_—|aE]*=0

Damit erhalten wir die Eigenenergien

E, +E_ E, + E_)?
Eis = + i\/(++ >—E+E,+]a5|2

2 4
EL+E_ E,—FE_)
=t —5 + \/( as 1 ) + |a&|%. (1 Punkt)

Im Limes a€ > E_ — E, erhalten wir £}, =~ % + |a&]| (0.5 Punkte) (linearer
Stark-Effekt) und im anderen Grenzfall o€ < E_ — E, ergibt sich

E E_ E,—FE_
El,gzLi\/( + )+|048|2

2

_Bi+E E | 4|a5|2

=~ B —E7

LB+ E | 2|045|2

T2 2 (E+ E_)?

E++E7 |E+—E7| ‘Oég|2

= + + 0.5 Punkt

2 2 B, —p (05Punkie)

(quadratischer Stark — Effekt)

Angenommen, dass F_ > E, so ergibt sich

_ FE_ - E+ |Oég|2 |Of€|2
Eio~ + + =B+
b2 2 2 E_ —E. TTFE —E.




2. Potenzial-Topf (5 Punkte)

Wir betrachten ein Teilchen in einem eindimensionalen Potenzialtopf

0 < —aqa
V(z) =1 vl(zx) —a<z<a ,
! 00 a<z
a0 a

wobei 0(x) die Heaviside- Theta-Funktion ist.

(a) [2 Punkte] Machen Sie einen geeigneten Ansatz fiir die Wellenfunktion in den Teil-
bereichen —a < x < 0 und 0 < = < a, der gleichzeitig die Anschlussbedingung bei
x = *a erfillt.

Ein geeigneter Ansatz, der die Stetigkeitsbedingung bei z = +a erfiillt, ist gegeben
durch

| Asin(k(z+a)) —a<x<0
l(z) = { Bsin(gq(z —a)) 0<z<a ’

weil ¢(+a) = 0. Hierbei sind k = \/2mE/h? und q = \/2m(E — v)/h2.
(b) [3 Punkte] Zeigen Sie mit den Stetigkeitsbedingung bei x = 0, dass die Eigenenergien
bestimmt werden durch die tranzendente Gleichung

gtan(ka) = —ktan(qa),

wobei k = \/2mE/h? und ¢ = \/2m(E —v)/h2.

Wir 16sen zunéchst die Stetigkeitsbedingungen der Wellenfunktion und deren Ab-
leitung bei x = 0,

(04) — (0—) = Asin(ka) + Bsin(ga) = 0, (1 Punkt)
0, 0(04) — 9,0(0—) = Ak cos(ka) — Bqcos(qa) = 0. (1 Punkt)

Daraus erhalten wir

1 1
Z tan(ka) = —— tan(qa). (1 Punkt)
q



3. Harmonischer Oszillator (7 Punkte)

Betrachten Sie einen eindimensionalen harmonischen Oszillator

R : '
H=_—+-mw'X*, mit [X,P]=ih.
2m = 2
Wir deﬁniere'n die Auf- und Absteiger entsprechend, a' = X — %P und a =
VX + \/Q;nmP. Zur Zeit t = 0 sei das System initialisiert itm Zustand

1
0)) = —(|n) + [n +2)),
|6(0)) \/5(|n> n+2))
wobei |n) die Eigenzustinde des Hamilton-Operators sind, d.h. H |[n) = hw(n+1/2)|n).
(a) [2 Punkte] Bestimmen Sie |¢(t)) fir beliebige Zeiten t und berechnen Sie damit den
Erwartungswert (H), wobei (-) = (p(t)] - |o(t)).

Fiir beliebige Zeiten ist der Zustand gegeben durch

’¢(t)> _ e—th/h |¢(O)> _ ie—iwtﬂ (e—mwt ‘n> + e—i(n+2)wt ’n + 2> > ) (1 Punkt)

V2

Damit erhalten wir

(@OIHIO0) = 5 (ot + 1/2) + (ol + 1/2+2))

= hw(n+3/2).  (1Punkt)

(b) [5 Punkte] Bestimmen Sie die Zeitabhingigkeit von AX?, wobei AX? = (X2) — (X)?.
Zuallererst driicken wir X durch a und o' aus,

| h
= T
X T (a" +a). (1 Punkt)

Wir sehen sofort, dass

(0()[X|o(t)) = 0. (1Punkt)

Desweiteren ist

X% =

5 (a'a" + aa + 2aTa + 1) (1 Punkt)
mw

und

V2“2 X2 (1)) = % (\/n—Jrl\/n—H In+2) +vnvn—1|n—2)+ (2n+1) |n) )emwt
+ % (\/n +3vVn+4in+4) +vnvn+2n) + (2n+2]+1) |n+2) )e—“”+2>wt.

Also ist

(G190 = e (2 e+ ViF BV T Te )
B | |
+ _ 0 pilnA2)wt <<2(n + 2) 4+ 1)6—z(n+2)wt +/n+ 2\/n——|—16_mwt)

4dmw

h
n+3/2] + oVt 1vn + 2 cos(2wt) (2 Punkte)
mw

:%[



4. Spin-; (7 Punkte)

Gegeben sei der Hamilton-Operator eines sz’n—% Systems,

ho 1 how 0 e—i7r/4
H = —TE(% +oy) = Y (ei”/“ 0 ) ;

in der Eigen-Basis von o, d.h. {|1), |{)}. Zur Zeit t = 0 praparieren wir den Zustand

|6(0)) = 1) - (3)

(2)

(a) [3 Punkte] Zur Zeit t = 0 wird H gemessen. Welche Werte E werden mit welcher
Wahrscheinlichkeit P(E) gemessen.

Der Hamilton-Operator kann geschrieben werden als

how 1 0 1—1 hw [0 e in/4
H=——— ; = T 5 | pin/4d
2 o \1l+i O 2 \e 0

Dieser hat die Eigenwerte F;» = F% (1 Punkt) und die Eigenvektoren

1 1
U1 = (ez’w/4> ) Vo = (_eiﬂ./4> . (1 Punkt)

Fiir den anfangs initialisierten Zustand gilt also

16(0) = [1) = %um T Jo2))

Wir messen den Wert F; = —hw/2 also mit der Wahrscheinlichkeit P(—hw/2) =
| (vi| 1) | = 1/2 (0.5 Punkte) und den Wert Ey = hiw/2 also mit der Wahrschein-
lichkeit P(hw/2) = | (va| 1) | = 1/2 (0.5 Punkte).

(b) [4 Punkte] Wieder wird der Zustand (3) zum Zeitpunkt t = 0 initialisiert und zu
einem spdteren Zeitpunkt T die Observable A = o, gemessen. Welche Werte a wer-
den mit welcher Wahrscheinlichkeiten P(a) gemessen.

Zu einem spéteren Zeitpunkt 7 ist der anfangs initialisierte Zustand gegeben durch

[6()) = —=(lor) €772 + [vg) e7772)

Sl

(I11) + €™/ [1)]e/2 4 [[1) — &4 [1)]e7/2) (2 Punkte)

N | —

Wir messen die Werte ¢ = £1 also mit den Wahrscheinlichkeiten

1, . ) 2
P(£1) = [ {1, ) |o(1)) |* = Z‘BMT/Q L emiwr/2|? = { 2?5255;? ;5 . (2Punkte)



5. Dreiatomiges Molekiil (6 Punkte)

Wir betrachten ein Elektron in einem Molekiil, das aus drei Atomen A, B, C gebildet
wird. Die um die drei Kerne lokalisierten Wellenfunktionen bezeichnen wir entsprechend
mit |a) , |@s) und |@.). Vernachlissigt man zundchst die Méglichkeit, dass das Elektron
von einem Atom zum anderen hipfen kann, so wird das System durch einen Hamilton-
Operator Hy beschrieben, fir den gilt Hy|p;) = Eo|pi) (i = a,b,c). Nun werden die
Atome durch einen zusdtzlichen Operator V' gekoppelt,

Vi ]pa) =t ]op) +1]0c)
V0gs) = t]ea) +t|ee)
Vi ]pe) = t]pa) +t|op)

(a) [1 Punkt] Schreiben Sie H = Ho+V als 3x3-Matriz in der Basis {|¢a) , |¢b) , |©c) }-

Ey t ¢t 1 00 011
H=|t E t|=B/(010]|+t[1 0 1)|=ELl+tx (1Punkt)
t t Ey 0 01 110
(b) [2 Punkte] Wir definieren den Operator
0 01
T'=1100
010

Berechnen Sie T? und T3 und driicken Sie H durch die Einheitsmatriz 1, T und
T? aus.

010

T°=10 0 1 (0.5 Punkte)
100
100

=101 0 (0.5 Punkte)
00 1

Wir identifizieren 7' mit dem Translation-Operator, denn T |@,) = |pe), T |gp) =
|pa), usw. Fiir das dreiatomige Molekiil muss entsprechend die periodische Rand-
bedingung T° |¢;) = |p;) gelten. Desweiteren sehen wir, dass

A=T+T"

und damit H = Eyl + ¢(T + T?) (1 Punkt).

(c) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Eigenvektoren von T gleichzeitig Eigenvektoren von
H sind.
Es sei T'|t;) = t; |t;), dann ist

H |t;) = [Eg+t(t; + t3)]|t;). (1 Punkt)



(d) [2 Punkte] Zeigen Sie mit Hilfe von (b) und (c), dass die Eigenwerte von H gegeben
sind durch Ey + 2t cos(2mn/3) mit n =0, 1, 2.

Die Eigenwerte von 7' ergeben sich aus dem charakteristischen Polynom

—t, 0 1
1 —t, 0|=—B+41=0=t,=¢3" mitn=0,1,2 (1 Punkt)
0 1 —t

Fiir die Eigenenergien erhalten wir also

E, = EO +t(€i2ﬂn/3 _|_€i47rn/3) _ EO +t<ei27m/3 +€i27m/3)

= Ey + 2t cos(2mn/3). (1 Punkt)



