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1. Warm-Up Fragen (5 Punkte)

(a) (1 Punkt) Die zeitabhéingige Schrédingergleichung fiir ein spinloses Teilchen im Magnet-
feld B mit Vektorpotential A(x) lautet:

ihdy(x,t) = Hi(r, 1) (1)
mit
_9A)2
P A 2)
2m
wobei p = %V.
(b) (1 Punkt) Es gilt
[i/j, fjk] = ihejklﬁl (3)

(c) Der Ortserwartungswert ist gegeben durch

(&) = f : da x| ()2 (0.5 Punkt) (4)

und die Wahrscheinlichkeit das Teilchen im Bereich z € [a, b] zu finden ist

b
Pl = [ dz o ()2 (0.5 Punkt) (5)
(d) (1 Punkt) Wir in der Vorlesung gezeigt, gilt fiir einen nicht-entarteten Zustand
(L)=0 (6)
Begriindung (nicht notwendig): Fiir einen nicht-entarteten Zustand gilt ¢(r) € R (bzw.
wir konnen die globale Phase so wihlen, siehe Vorlesungsscript), womit automatisch
folgt
(L)=0 (7)
da

=2 [ @ @exnum =i [ [ Erneenue o ®)

eR
und (L) wegen der Hermitizitéit von L reell sein muss.
(e) (1 Punkt) Die Unschérferelation ist allgemein
A a2
A N2 A N2 01,0
((AOl) )((AOQ) >Zw (9)



2. Spin im Magnetfeld (5 Punkte)

(a)

Der Hamiltonoperator ist

H=-"%B=upB.s. (10)
me
mit dem Bohr-Magneton pp = 2’:56. Die Eigenenergien sind offensichtlich

Ei Z:E/J,BBZ (11)

m:@) m:@) (12)

Erhalten sind z.B. der Gesamtspin s? sowie .. Dies folgt aus dem Ehrenfest Theorem

1 A
- (A1), =0 (13)

mit den Eigenzustédnden

at <A>t

7

wenn eine Observable mit dem Hamiltonian vertauscht. Dies ist offensichtlich der Fall
fiir

[s%, ] =~ B.[s?,5.] = 0 (14)
mc
(8., H] = —B.[5.,5.] =0 (15)
me
Mit dem Ehrenfest Theorem gilt
. 1, =~ 1 e ..
0u(52), = o (150 )y = - B ([52,5.]),
= —-WwpB <‘§y>t (16)
und
R 1 .. 1 e PO
00 (3,), = = ALy D), = - B ([5,,5.),
=wp (82); (17)
mit der Zyklotronfrequenz
B
wp = == (18)
me

Wir kénnen diese beiden Gleichungen entkoppeln, indem wir betrachten

0i(32), = —wp (5y), (19)
. L~y (1D R
é}‘t2 (5z>t = -wpo <sy>t = _WJQB <sr>t (20)
Insgesamt finden wir somit
Die allgemeinen Lésungen sind offensichtlich
<‘§$/y>t = Qg )y cos(wpt) + by, sin(wpt) (22)
Mit den Anfangsbedingungen (5.),_, = A/2 und (3,),_, = 0, folgt direkt iiber (16) und

(17), dass % (32)10 = —wnB (‘§y>t=0 = 0 sowie % (52)-0 = 0 und % <§y>t=0 =wp(82)0 =
w B%. Damit bekommen wir insgesamt

(82), = gcos(wBt) (23)

(8y), = gsin(wBt) (24)

Offensichtlich oszillieren die (5,), und (3,), Erwartungswerte, sodass der Spin eine Kreis-
bewegung in der xy-Ebene vollfithrt . Der Spin préizisiert somit um die z-Achse.



3. Stérungen des harmonischer Oszillator (5 Punkte)

(a) Wir betrachten die lineare Stérung Vi = a - i:
h_[a+a'] und berechnen die Energiekorrektur in erster Ordnung

e Wir nutzen z = 5
mw

Storungstheorie
(1) ; h oot
E)=(n|Vi|n)=«a (nla+a'|n)=0
2mw

Fiir die zweiter Ordnung Stérungstheorie bendtigen wir das Matrixelement

n [\/E(Sm,n+1 +vm+ l(sm;n—l]

(25)

- h
Vim =(n|Vi|m)=ar/ ——(n|a+a" |m)=oy/ —
2mw 2mw
(26)
und bekommen damit
2
B _ Z Vil _ ha? MO n+1 + (M + 1) n-1
m#n E7(lo) - E»,(T?) 2mw m#n hw(n - m)
ha? 1 2
_ ha n+ . n ___« (27)
2mw| hw(n-(n+1)) hw(n-(n-1)) 2mw?
e Wir bestimmen nun die exakten Eigenenergien. Betrachte dazu den Gesamthamil-
tonoperator
-9 2 -2 2
A= T s 0= L Y (52,0 % 5 (28)
2m 2 2m 2 mw?
-9 2 2 2
w0 L af
2m 2 mw?  m2wt mlw?
(@+505)?
A9 2 2
P mw? , a N2 @
= — + + - 29
2m 2 (sc mw2) 2muw? (29)
Wir fithren nun einen neuen Ortsoperator &' = & + —%5 ein, was einfach eine Ver-
schiebung des Ursprungs des Potentials entspricht. Es gilt immer noch [Z',p] = ih,
sodass die ganze Algebra dieselbe ist. Wir haben dann:
-9 2 2 2
& p mw= . o o ATt AT «
H=—+—3"- =h +1/2) - 30
2m 2 " T om? w(ata'+1/2) 2mw? (30)
und damit die exakten Eigenenergien
o2
E, =hw(n+1/2)- (31)
2mw?
B
e Wir finden im Vergleich, dass die Storungstheorie bis zweiter Ordnung
W, g@_ @
En + En = _2mw2 (32)
uns bereits die exakte Energiekorrektur gibt:
E,-E®_-__¢ 33
n =T (33)

(b) Jetzt betrachten wir die quadratische Stérung Vs = 3 - &2



e Die erste Ordnung Storungstheorie gibt uns die Energiekorrektur
(1) ; h o ah)?
B =(n|Vz|n)=B—(n[(a+a')"|n)=
2mw

h h
=B——(nl|a®+aal +ata+ (a")? | n) = f——(n|aa’ +a'a|n)
2mw 2mw

:%(n+1/2)

e Betrachte nun den Gesamthamiltonoperator

VP 2 2 m(w?+ 28
H:L+ wi2+ﬂ.£2:p7+ ( m,)jQ
2m 2 2m 2
]52 an/QA2
=— T
2m 2

mit w’ =/w?+ % Die exakten Eigenenergien sind offensichtlich gerade

2
E,=hw'(n+1/2) =hy[w? + —ﬁ(n +1/2)
m
Wenn wir nun das exakte FE,, fiir kleine 8 entwickeln

E,=h\/w?+ %(n-i- 1/2) » hw(n+1/2) + ﬂ(n+ 1/2)+0O(B)
m mw

———
———
B
Joi

so finden wir gerade wieder die Energiekorrektur erster Ordnung wieder.

(37)



4. Eindimensionales attraktives J-Potential (5 Punkte)
Betrachtet wird ein eindimensionales System mit dem Potential
V(iC) =- ()(5(£U) VE) > 0. (38)

(a) (1 Punkt) Anschlussbedingungen fiir (z) und 0,9 (z) bei z = 0:
Es muss weiter die Stetigkeit der Wellenfunktion gegeben sein

lir%w(+e) = lir%w(—e). (39)
Die Ableitung hingegen hat bei x = 0 einen Sprung
2 1%
lim /() = lim /(=€) = —>4(0). (40)

(b) (2 Punkte) E<0:
Fiir F <0, sind die Lésungen der Schrodinger-Gleichung die Exponentialfunktionen e***
mit hk = /2m(-F). Die Quadratintegrabilitéit wird nur von den fiir || > 0 exponentiell
abklingenden Losungen erfiillt. Damit ist

P(x) = {Aexp(m:) v<0 mit hik =+/2m(-F).
Bexp(-kx) x>0

Aufgrund der Stetigkeit der Wellenfunktion bei x =0 gilt A = B.

Die Normierung der Wellenfunktion liefert A = \/k (wird aber zur Bestimmung der

Energie des Bindungszustands nicht benétigt).

Die Energie des gebundenen Zustands erhalten wir iiber die Randbedingung fiir 0,

2mug mVy

B
und somit §2,c2 2
E=-- =——0 (42)
2m 2h?
(¢) (2 Punkte) E > 0: N

Eine von links einlaufende ebene Welle Ae
Der Ansatz fiir die Welllenfunktion ist damit

A ikx B —ikx 0
W) =426 TP T it bk = V2mE (43)
Ceikw £>0

wird teils reflektiert, teils transmittiert.

Die Stetigkeit der Wellenfunktion bei x = 0 fordert
A+B=C (44)

die Ableitung der Wellenfunktion hat hingegen eine Sprung und fiihrt zu

ik(A-B) =ikC + 2mV0

C (45)

und es folgt

mVo

mVy
A=(1-i W)C und B_zkh2 C. (46)
Der Transmissionskoeffizient ist damit gegeben durch
2
] rans k C 1
T = |Jtrans | _ ‘ R — (47)
N R ey

der Reflexionskoeffizienten durch

jrefl

(48)

JCZTL

Offensichtlich gilt T'+ R = 1.



