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1. Warm-Up (25 Punkte)

(a) (3 Punkte) Der Kommutator zwischen Orts- und Impulsoperator ist [x̂α, p̂β ] = i~δαβ .

Daraus folgt die Heisenbergsche Unschärferelation 〈∆x̂〉 〈∆p̂〉 ≥ ~
2

für Ort und Impuls.

Beide sind also nicht gleichzeitig scharf messbar.

(b) (4 Punkte) Für hermitesche Operatoren gilt Â† = Â. Es sei weiterhin Â|ψ〉 = a|ψ〉 mit
Eigenwert a zu Zustand |ψ〉. Dann gilt

a− a∗ = 〈ψ|Â|ψ〉 −
(
〈ψ|Â|ψ〉

)∗
= 〈ψ|Â|ψ〉 − 〈ψ|Â†|ψ〉
= 〈ψ|Â|ψ〉 − 〈ψ|Â|ψ〉
= 0

Somit ist a = a∗, welches nur für a ∈ R erfüllt ist.

(c) (3 Punkte) Der deBroglie-Zusammenhang zwischen Energie und Frequenz lautet E = ~ω,
der zwischen Impuls- und Wellenvektor p = ~k. Somit folgt für ein nicht-relativistisches
Teilchen die Dispersion

E =
p2

2m
=

~2k2

2m

(d) (5 Punkte) Mit dem Ehrenfest-Theorem folgt

d〈A〉
dt

=
i

~
〈[Ĥ, Â]〉 = − ε

~
〈Â〉

Diese lineare Differentialgleichung 1. Ordnung lässt sich lösen mit

〈Â〉(t) = A0e
− ε

~ t

wobei die angegebene Anfangsbedinung 〈Â〉(t = 0) = A0 verwendet wurde.

(e) (4 Punkte) Eine physikalische Observable B̂ vertausche mit dem Hamiltonoperator
[Ĥ, B̂] = 0. Daraus folgt unter anderem:

• Es lässt sich eine gemeinsame Eigenbasis von Ĥ und B̂ konstruieren.

• 〈B̂〉(t) = konst. ist eine Erhaltungsgröße.

• Die Energie und die physikalische Größe assoziiert mit B̂ lassen sich gleichzeitig
messen.

• Das System beschrieben durch Ĥ ist invariant unter einer Transformation, die durch
B̂ generiert wird. Als Beispiel ist hier der Impulsoperator p̂ und der Translations-

operator Û(a) = e−
ip·a
~ genannt.

• . . .

(f) (6 Punkte)

i) Ein magnetisches Feld koppelt an den elektronischen Spin und den Bahndrehimpuls
des Elektrons. Das führt zu eine Aufspaltung der Spektrallinien in Abhängigkeit der
Spin- und Bahndrehimpulsquantenzahlen, welches unter dem Namen Zeeman-Effekt
bekannt ist. Der Stör-Hamilton-Operator vertauscht hier nicht mit dem Bahndre-
himpuls und dem Spinoperator, im Gegensatz zu Ĥ0. Nimmt man zum Beispiel
~B = B êz an, so gilt [Ĥ ′, L̂x,y] 6= 0 und [Ĥ ′, Ŝx,y] 6= 0.
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ii) Der Term γr̂−1 sorgt für eine Renormierung der Ladung e2 → e′2 = e2 − γ,
verändert aber nicht die Struktur des Hamiltonoperators. Somit wird die Entartung
der Zustände nicht aufgehoben.

iii) Der Störterm koppelt die Größe λ linear an die x-Komponente des Ortsoperators,
welches identisch zum Anlegen eines externen elektrischen Feldes in x-Richting ist,
wobei λ = qE. Daraus folgt eine Aufspaltung der Spektrallinien für n ≥ 2, wel-
ches als linearer Stark-Effekt bekannt ist. Genauso lässt sich sagen, dass der Stör-
Hamilton-Operator nicht mehr mit dem Drehimpuls vertauscht, [Ĥ ′, L̂y,z] 6= 0 und
dass dadurch die Entartung aufgehoben wird.

1. Halb-unendlicher Potentialtopf (25 Punkte)

(a) (9 Punkte) Im Falle gebundener Zustände fällt die Wellenfunktion außerhalb der Poten-
tialmulde exponentiell ab. Das beschränkt mögliche Bindungsenergien auf das Intervall
−V0 < E < 0. Für die Wellenfunktion wird der Ansatz

ψ(x) =


0 für x < 0

A cos kx+B sin kx für 0 ≤ x ≤ a
Ce−κx für x > a

mit den Parametern A,B,C und k, κ gemacht. Eingesetzt in den stationären Hamilton-
operator in einer Dimension

H = − ~2

2m

∂2

∂x2
+ V (x)

ergeben sich die Wellenzahlen in den Intervallen in denen die Wellenfunktion nicht ver-
schwindet zu {

k = 1
~
√

2m (E + V0) = 1
~
√

2m (V0 − |E|) for 0 ≤ x ≤ a
κ = 1

~
√
−2mE = 1

~
√

2m|E| for x > a

(b) (9 Punkte) Die Parameter A,B,C ergeben sich aus der Forderung nach Stetigkeit der
Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung an der Intervallgrenz x = a, und Stetigkeit
der Wellenfunktion bei x = 0.
Bei x = 0 muss auf Grund des unendlichen Potentialwalls die Wellenfunktion verschwin-
den ψ(x) = 0, woraus A = 0 folgt. Des Weiteren kann auf Grund der Unstetigkeit des
Potentials an diesem Punkt keine Aussage über die Ableitung der Wellenfunktion ge-
macht werden.
Bei x = a erhält man

ψ(a) = B sin ka = Ce−κa

und
ψ′(a) = kB cos ka = −κCe−κa

Daraus folgt die Bedingung an k und κ

tan ka = −k
κ

oder im Falle von dimensionslosen Wellenzahlen ξ ≡ ka und η ≡ κa

tan ξ = − ξ
η

Des Weiteren müssen η und ξ die Bedingung

ξ2 + η2 =
2ma2

~2
V0 ≡ Ṽ0

erfüllen. Damit muss ξ = a
~
√

2m(V0 − |E|) und damit die Bindungsenergien E die Be-
dingung

tan ξ = − ξ√
Ṽ0 − ξ2

(1)

erfüllen. Diese Gleichung kann grafisch gelöst werden. Je nach Potentialstärke gibt es
eine bestimmte Anzahl von Lösungen {ξi}. Die Bindungsenergien sind dementsprechend

Ei = V0 − ~2ξ2i
2ma2 . Eine Lösung für Ṽ0 = π2 ist in Abb. 1 dargestellt.
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(c) (7 Punkte) Offensichtlich hat Gl. 1 keine Lösung, wenn Ṽ0 < (π2 )2, da hier die linke Seite
der Gleichung vor der rechten Seite divergiert. Aus dieser Bedingung folgt

Ṽ0 =
2ma2

~2
V0 <

(π
2

)2
,

dass es also keinen gebunden Zustand für die Potentialstärke

V0 <
π2~2

8ma2

geben kann.
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Abbildung 1: Grafische Lösung für Ṽ0 = π2. Die entsprechende Bindungsenergie ist durch ξ1 =
a
~
√

2m(V0 − |E1|) gegeben.

2. Harmonischer Oszillator mit Delta-Störung (25 Punkte)

(a) (7 Punkte) Die Matrixelemente berechnen sich wie folgt (die Eigenfunktionen des HO
sind reell.)

〈l|Ĥ ′|n〉 = 8 γ

√
~π
mω

∫ ∞
−∞

dx 〈l|δ(x̂)|x〉〈x|n〉 = 8 γ

√
~π
mω

∫ ∞
−∞

dx 〈l|x〉︸︷︷︸
ψ∗
l (x)

δ(x) 〈x|n〉︸ ︷︷ ︸
ψn(x)

= 8 γ

√
~π
mω

ψl(0)ψn(0) = 8 γ
1√

2nn!2ll!
Hl(0)Hn(0) .

Anhand der Gleichung Hn(−x) = (−1)nHn(x) erkennt man, dass Hermite-Polynome
mit ungeradem n auch asymmetrische Funktionen sind, H2k+1(−x) = −H2k+1(x). Ins-
besondere gilt damit Hn(0) = 0 für n ungerade. Für gerades n ist eine kompakte Form

angegeben, und man kann weiter vereinfachen (sei θn,l =

{
1, nund l gerade

0, sonst
)

〈l|Ĥ ′|n〉 =8 γ
1√

2nn!2ll!
(−1)

l
2
l!

( l2 )!
(−1)

n
2
n!

(n2 )!
θn,l

=8 γ
(−1)

n+l
2

√
n! l!

2
n+l
2 (n2 )! ( l2 )!

θn,l . (2)

(b) (6 Punkte) Für die Energiekorrekturen müssen lediglich die Matrixelemente (2) einge-
setzt werden. Man findet

En =E(0)
n + 〈n|Ĥ ′|n〉 = E(0)

n + 8 γ
n!

2n ((n2 )!)2

{
1, n gerade

0, sonst
.

Offenbar werden nur gerade Zustände, d.h. Zustände mit endlicher Aufenthaltswahr-
scheinlich bei x = 0 von dem Delta-Peak beeinflusst.
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Abbildung 2: Verlauf von ψ̃0(ξ)
(
π~
mω

) 1
4 . Erwartet waren die blaue (ungestörte) und die orangene

Kurve.

(c) (6 Punkte)

Für die Zustandskorrekturen findet man (Wie angegeben werden nur Beiträge mit ∆n ≤
2 berücksichtigt.)

|0̃〉 =|0〉+
∑
l 6=0

〈l|Ĥ ′|0〉
E

(0)
0 − E(0)

l

|l〉

=|0〉+
〈2|Ĥ ′|0〉

E
(0)
0 − E(0)

2

|2〉 = |0〉+
−8 γ

√
2
2

−2~ω
|2〉

=|0〉+ 2
√

2
γ

~ω
|2〉

|1̃〉 =|1〉+
∑
l 6=1

0︷ ︸︸ ︷
〈l|Ĥ ′|1〉

E
(0)
1 − E(0)

l

|l〉 = |1〉 .

(d) (6 Punkte) In der Ortsdarstellung lautet die gestörte Grundzustands-Wellenfunktion
damit

ψ̃0(x) =〈x|0̃〉 = ψ0(x) + 2
√

2
γ

~ω
ψ2(x)

=
(mω
π~

) 1
4

e−
mω
2~ x

2

[
H0(x

√
mω

~
) +

2
√

2 γ
~ω

2
√

2
H2(x

√
mω

~
)

]

=
(mω
π~

) 1
4

e−
mω
2~ x

2
[
1 +

γ

~ω
(4
mω

~
x2 − 2)

]
ψ̃0(ξ) =

(mω
π~

) 1
4

e−
1
2 ξ

2
[
1 +

γ

~ω
(4 ξ2 − 2)

]
. (3)

In der letzten Gleichung wurde ξ = x
√

mω
~ gesetzt. Die Skizze zu (3) ist in Abbildung

(2) zu finden. Wichtig sind zwei Aspekte: Bei x = 0 nimmt die Aufenthaltwahrscheinlich-
keit ab. Dadurch wird die Wellenfunktion an sich breiter um die Normierung weiterhin
einzuhalten. Desweiteren ergeben sich durch die Forderung der positiven Krümmung bei
x = 0 zwangsläufig zwei neue Maxima.

3. Spin im Magnetfeld (25 Punkte)

(a) (10 Punkte) Der Hamiltonmatrix im | ↑ 〉, | ↓ 〉-Zustandsraum lautet

H =
µB√

2

(
0 1− i

1 + i 0

)
Die Eigenenergien ergeben sich aus der charakteristischen Gleichung

det [H − E1] = E2 − µ2B2 = 0
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mit der 2× 2 Einheitsmatrix 1. Somit sind die Eigenenergien geben durch

E+ = µB

E− = −µB

Für die Eigenzustände muss gelten

(H − E±1)v± = Bµ

(
∓1 1−i√

2
1+i√

2
∓1

)
v± = 0

wobei v± die Eigenzustände zu den Eigenenergien E± sind. Man findet

v+ =
1√
2

(
1

1+i√
2

)
, v− =

1√
2

(
1
− 1+i√

2

)
wobei auf eine korrekt Normierung der Zustände geachtet wurden

v∗+ · v+ = v∗− · v− = 1

Ausgedrückt in der BraKet-Schreibweise sind die Eigenzustände zu den Eigenenergien
E± gegeben durch

| + 〉 =
1√
2

(
| ↑ 〉+

1 + i√
2
| ↓ 〉

)
| − 〉 =

1√
2

(
| ↑ 〉 − 1 + i√

2
| ↓ 〉

)
(b) (8 Punkte) Die Zeitentwicklung der Zustände lässt sich am einfachsten im diagonalen

Zustandsraum ausdrücken. Hier ist

|ψ+(t)〉 = Û(t)|+〉 = e−
iµB
~ t|+〉

|ψ−(t)〉 = Û(t)|−〉 = e+
iµB
~ t|−〉

mit dem Zeitentwicklungsoperator Û(t) = e−
iĤ
~ t. Damit ist die Zeitentwicklung des

Zustandes | ψ(t = 0) 〉 =| ↑ 〉 gegeben durch

|ψ(t)〉 = Û(t) | ↑ 〉

= Û
1√
2

(|+〉+ |−〉)

=
1√
2

(
e−

iµB
~ t|+〉+ e+

iµB
~ t|−〉

)
= cos

(
µB

~
t

)
| ↑〉 − i− 1√

2
sin

(
µB

~
t

)
| ↓〉 .

Alternativ kann man auch den Zeitentwicklungsoperator auf den Anfangszustand an-
wenden. Dabei lautet der Zeitentwicklungsoperator

Û(t) = exp

(
− i
~
Ĥ t

)
= exp

(
− i µ

~
~B︸︷︷︸
~ω

·~σ t
)

= 1 cos(|~ω| t)− i ~σ · ~ω
|~ω|

sin(|~ω| t)

=

(
cos(|~ω| t) − i+1√

2
sin(|~ω| t)

− i−1√
2

sin(|~ω| t) cos(|~ω| t)

)
,

mit |~ω| = µB
~ . Damit lässt sich ebenfalls der zeitentwickelte Zustand bestimmen

|ψ(t)〉 = Û(t) |ψ(0)〉

=

(
cos(|~ω| t)

− i−1√
2

sin(|~ω| t)

)
= cos(|~ω| t) | ↑〉 − i− 1√

2
sin(|~ω| t) | ↓〉 .
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(c) (7 Punkte) Die Wahrscheinlichkeit P+(t) den Eigenwert +1 zum Zeitpunkt t zu messen
ergibt sich aus dem Überlapp des Zustands mit diesem Eigenwert | ↑ 〉 und dem Zustand
| ψ(t) 〉. Die Wahrscheinlichkeit ergibt sich zu

P+(t) = |〈↑|ψ(t)〉|2

=

∣∣∣∣〈 ↑ | 1√
2

(
e−

iµB
~ t|+〉+ e+

iµB
~ t|−〉

)∣∣∣∣2
=

1

2

∣∣∣∣∣〈 ↑ |
(
e−

iµB
~ t

√
2

(
| ↑ 〉+

1 + i√
2
| ↓ 〉

)
+
e+

iµB
~ t

√
2

(
| ↑ 〉 − 1 + i√

2
| ↓ 〉

))∣∣∣∣∣
2

=
1

4

∣∣∣(e− iµB~ t + e+
iµB
~ t
)
〈↑|↑〉

∣∣∣2
= cos

(
µB

~
t

)2
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