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1. Warm-Up (25 Punkte)

(a) (3 Punkte) Der Kommutator zwischen Orts- und Impulsoperator ist [Zq,Pg] = ihdags-

R
Daraus folgt die Heisenbergsche Unschérferelation (AZ) (Ap) > 3 fiir Ort und Impuls.

Beide sind also nicht gleichzeitig scharf messbar.

(b) (4 Punkte) Fiir hermitesche Operatoren gilt AT = A. Es sei weiterhin AJ¢)) = a|) mit
Eigenwert a zu Zustand |¢). Dann gilt

a—a’ = @A) - (wlAl)’
= (| Alp) — (| AT|w)
= (Y| Alp) — (Y| AJp)
=0

Somit ist a = a*, welches nur fiir @ € R erfiillt ist.

(c) (3 Punkte) Der deBroglie-Zusammenhang zwischen Energie und Frequenz lautet E = Fuw,
der zwischen Impuls- und Wellenvektor p = hk. Somit folgt fiir ein nicht-relativistisches
Teilchen die Dispersion

p2 B h2k2

:% 2m

(d) (5 Punkte) Mit dem Ehrenfest-Theorem folgt

d(A)
dt ~ h

Diese lineare Differentialgleichung 1. Ordnung lésst sich 16sen mit

(A)(t) = Age™ 7"

wobei die angegebene Anfangsbedinung (A)(t = 0) = Ay verwendet wurde.

(e) (4 Punkte) Eine physikalische Observable B vertausche mit dem Hamiltonoperator
[H, B] = 0. Daraus folgt unter anderem:

Es ldsst sich eine gemeinsame Eigenbasis von H und B konstruieren.
(B)(t) = konst. ist eine Erhaltungsgrofe.

Die Energie und die physikalische Grofie assoziiert mit B lassen sich gleichzeitig
messen.

Das System beschrieben durch H ist invariant unter einer Transformation, die durch
B generiert wird. Als Beispiel ist hier der Impulsoperator p und der Translations-

ip-a

operator U(a) = e~ %" genannt.

(f) (6 Punkte)

i

Ein magnetisches Feld koppelt an den elektronischen Spin und den Bahndrehimpuls
des Elektrons. Das fithrt zu eine Aufspaltung der Spektrallinien in Abhéngigkeit der
Spin- und Bahndrehimpulsquantenzahlen, welches unter dem Namen Zeeman-Effekt
bekannt ist. Der Stor-Hamilton-Operator vertauscht hier nicht mit dem Bahndre-
himpuls und dem Spinoperator, im Gegensatz zu Hy. Nimmt man zum Beispiel
B = Beé, an, so gilt [H',L,.,]#0und [H,S,,] #0.



1 2 2

ii) Der Term ~7~! sorgt fiir eine Renormierung der Ladung e? — €2 = 2 — 7,
verdndert aber nicht die Struktur des Hamiltonoperators. Somit wird die Entartung
der Zusténde nicht aufgehoben.

iii) Der Storterm koppelt die Grofie A linear an die x-Komponente des Ortsoperators,
welches identisch zum Anlegen eines externen elektrischen Feldes in x-Richting ist,
wobei A\ = ¢E. Daraus folgt eine Aufspaltung der Spektrallinien fiir n > 2, wel-
ches als linearer Stark-Effekt bekannt ist. Genauso ldsst sich sagen, dass der Stor-
Hamilton-Operator nicht mehr mit dem Drehimpuls vertauscht, [ﬁ " [A/y,z] # 0 und
dass dadurch die Entartung aufgehoben wird.

1. Halb-unendlicher Potentialtopf (25 Punkte)

(a)

(9 Punkte) Im Falle gebundener Zusténde fillt die Wellenfunktion auerhalb der Poten-
tialmulde exponentiell ab. Das beschrénkt mogliche Bindungsenergien auf das Intervall
—Vo < E < 0. Fiir die Wellenfunktion wird der Ansatz

0 firx <0
Y(z) = Acoskx + Bsinkzr fir0<z<a
Ce™"* firz >a

mit den Parametern A, B,C' und k, k gemacht. Eingesetzt in den stationdren Hamilton-
operator in einer Dimension
h? 9?
H=——+V(z
2m 02 +V(z)
ergeben sich die Wellenzahlen in den Intervallen in denen die Wellenfunktion nicht ver-
schwindet zu

{k:% 2m(E+Vo) = 3/2m (Vo — |[E]) for0<z<a

k= 3vV=-2mE = +./2m|E] for z > a

(9 Punkte) Die Parameter A, B, C ergeben sich aus der Forderung nach Stetigkeit der
Wellenfunktion und ihrer ersten Ableitung an der Intervallgrenz x = a, und Stetigkeit
der Wellenfunktion bei x = 0.
Bei £ = 0 muss auf Grund des unendlichen Potentialwalls die Wellenfunktion verschwin-
den ¥ (z) = 0, woraus A = 0 folgt. Des Weiteren kann auf Grund der Unstetigkeit des
Potentials an diesem Punkt keine Aussage iiber die Ableitung der Wellenfunktion ge-
macht werden.
Bei x = a erhélt man
¥(a) = Bsinka = Ce™ "™

und

Y'(a) = kBcoska = —kCe™ "

Daraus folgt die Bedingung an &k und &

tanka = ——
K

oder im Falle von dimensionslosen Wellenzahlen ¢ = ka und n = ka
tané = —é
n

Des Weiteren miissen 7 und ¢ die Bedingung

2ma? ~
E+n’ ===

erfiillen. Damit muss { = £+/2m(Vy — |E|) und damit die Bindungsenergien E die Be-
dingung

§

e

erfiillen. Diese Gleichung kann grafisch gelost werden. Je nach Potentialstirke gibt es
eine bestimmte Anzahl von Losungen {¢;}. Die Bindungsenergien sind dementsprechend

242 ~
B; = Vo — o-5, Eine Losung fiir Vo = 7% ist in Abb. 1 dargestellt.

tané = —

(1)




(c) (7 Punkte) Offensichtlich hat Gl. 1 keine Lésung, wenn Vo < (3)?, da hier die linke Seite
der Gleichung vor der rechten Seite divergiert. Aus dieser Bedingung folgt

2 T 2
< (3)
dass es also keinen gebunden Zustand fiir die Potentialstérke

T2 h?

Vo <

8ma?

geben kann.

N W A O

Abbildung 1: Grafische Losung fiir Vy = 2. Die entsprechende Bindungsenergie ist durch & =

2v2m(Vy — | E1]) gegeben.

2. Harmonischer Oszillator mit Delta-Stérung (25 Punkte)

(a) (7 Punkte) Die Matrixelemente berechnen sich wie folgt (die Eigenfunktionen des HO
sind reell.)

") =89\ [ e 1@ k) =89/ 2 [ de 1) 5(0) o)
¥i (2)

Y (2)
_ 1

I}
=87 1 (O(0) =8 e Hil0) Ha(0)

Anhand der Gleichung H,(—z) = (—1)"H,(x) erkennt man, dass Hermite-Polynome

mit ungeradem n auch asymmetrische Funktionen sind, Hapq1(—2) = —Hap41(z). Ins-
besondere gilt damit H,(0) = 0 fiir n ungerade. Fiir gerades n ist eine kompakte Form
1 dli d
angegeben, und man kann weiter vereinfachen (sei 6,,; = { ) PURAs gerade )
0, sonst
1 1 l! n n!
I|H'|n) =8y ——(—1)2 —1)2 —= 0,
(U ) =87 e (14 (1 5
ntl
(-1) nll!
_87 [ESR N 'en,l . (2)

(b) (6 Punkte) Fiir die Energiekorrekturen miissen lediglich die Matrixelemente (2) einge-
setzt werden. Man findet

- ! 1, n gerade
B, =EO + (n|H'|n) = B® + 84— " .
n < | | > n Y on ((%)')2 O, sonst

Offenbar werden nur gerade Zustédnde, d.h. Zustéinde mit endlicher Aufenthaltswahr-
scheinlich bei x = 0 von dem Delta-Peak beeinflusst.
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Abbildung 2: Verlauf von ¢ ) (%) *. Erwartet waren die blaue (ungestorte) und die orangene
Kurve.

(¢) (6 Punkte)
Fir die Zustandskorrekturen findet man (Wie angegeben werden nur Beitriage mit An <
2 beriicksichtigt.)

; Wo)
o) =lo)y+> ——
) =10)+ 3 5w

1£0
3 V2
(2[H|0) —87%
=0) + =@ 12 =10 + ——=12)
EO _ g0 —2hw
=0} +2v2 ;- |2)
0
——
- A" )
1) =[1) + Z —o o 10 =11
1£1 E£ ) _Ez( )

(d) (6 Punkte) In der Ortsdarstellung lautet die gestorte Grundzustands-Wellenfunktion
damit

Jo(e) =(2l0) = vo(@) +2v2 3 va(a)
mw _mw,? mw 2\/5% mw
= () e lHo(x ERARV R h)l

(25)! e o o)

do(©) = (55 ) " ¥ 1+ g -2) . 3)

=

N

W=
-

In der letzten Gleichung wurde £ = = \/mTi“’ gesetzt. Die Skizze zu (3) ist in Abbildung
(2) zu finden. Wichtig sind zwei Aspekte: Bei 2 = 0 nimmt die Aufenthaltwahrscheinlich-
keit ab. Dadurch wird die Wellenfunktion an sich breiter um die Normierung weiterhin
einzuhalten. Desweiteren ergeben sich durch die Forderung der positiven Kriimmung bei
x = 0 zwangsldufig zwei neue Maxima.

3. Spin im Magnetfeld (25 Punkte)

(a) (10 Punkte) Der Hamiltonmatrix im | 1), | | )-Zustandsraum lautet

_KB (0 L
H_\/i(1+i 0)

Die Eigenenergien ergeben sich aus der charakteristischen Gleichung

det [H— F1]=E* - i*B*=0



mit der 2 x 2 Einheitsmatrix 1. Somit sind die Eigenenergien geben durch

E+ = [,LB
E_=-—-uB

Fiir die Eigenzustdnde muss gelten

(H-EB:l)vi=Bp| 1 Y2 |vi=0
v Tl

wobei vi die Eigenzustidnde zu den Eigenenergien F_ sind. Man findet

i) =l

Vi=—"7Z=\1+ |, V-=—Ff 1+i

V2 \'z V2\" 2

wobei auf eine korrekt Normierung der Zustidnde geachtet wurden
vi-vi=vi.v_=1

Ausgedriickt in der BraKet-Schreibweise sind die Eigenzustéinde zu den Eigenenergien
FE gegeben durch

=25 (11+ 20
1= (1m-1510)

(b) (8 Punkte) Die Zeitentwicklung der Zustidnde ldsst sich am einfachsten im diagonalen
Zustandsraum ausdriicken. Hier ist

iuB

[ (0) = U = %)
- () = U(t)|-) = 571 —)

mit dem Zeitentwicklungsoperator U (t) = e~ . Damit ist die Zeitentwicklung des
Zustandes | (¢t =0)) =| ) gegeben durch
() = U(t) [ 1)
~ 1
=U—=(++I1-)
7

2

1 _iuB, LiuB,
= — e 3 +)+e 2 — )
75 (7 + e

= cos(“,ft> | 1) — i\;; sin(’uhBt> | 1) .

Alternativ kann man auch den Zeitentwicklungsoperator auf den Anfangszustand an-
wenden. Dabei lautet der Zeitentwicklungsoperator

U(t) =eXp<—;LfIt> :exp(—i %éﬁt)

~
=1 cos(|&| t) ZUH“’ sin(|@] 1)
@
B cos(|@] 1) —”721 sin(|| t)
—Z\;il sin(|d] t) cos(|@| t) ’




(¢) (7 Punkte) Die Wahrscheinlichkeit Py () den Eigenwert +1 zum Zeitpunkt ¢ zu messen
ergibt sich aus dem Uberlapp des Zustands mit diesem Eigenwert | 1) und dem Zustand
| ¥(t)). Die Wahrscheinlichkeit ergibt sich zu

Py(t) = [(t(1)[

_ iuB

=111 5 (b e 5)

(1] (\@ (11+ 250+ (-1 |¢>)>

in i 2
(e et 5) )|

= cos ﬁL‘ i
N h

1
2

N



