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Verwendete Formeln der Formelsammlung

Erzeugungs— und Vernichtungsoperatoren des harmonischen Oszillators:
alny=vn|ln—-1), a'|n)=vVn+l|n+1).

Orts— und Impulsoperator des harmonischen Oszillators:

x:\/%<a+a*>, p:—i\/hrzw@z—a*).

Leiteroperatoren auf Drehimpulseigenzustdnde:

Jo [jm) = iJj+1) —m(m£1) |jm*1) .

Kugelfldchenfunktionen:
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Aufgabe 1: Teilchen in einer Dimension [20]

Ein Teilchen in einer Dimension x und einem Potential V (x) habe orthonormierte Ortswellenfunktionen
P (x) zu Energieeigenwerten E,, so dass

/_oo dx g7 (x)pj(x) = 6 -
Zur Zeit t = 0 lautet die Wellenfunktion

¥ =0) = = (11() + 4a(x)

Berechnen Sie den Ortserwartungswert ( x )(t) zu beliebigen Zeiten t > 0.

Da wir Energieeigenzustdnde gegeben haben, konnen wir die Wellenfunktion zu beliebigen Zei-
ten angeben, denn in einem Problem mit gegebenem zeitunabhédngigen Potential ist die Zeitent-
wicklung durch die Energieeigenwerte gegeben. Mit fiw; o = E; » bekommen wir

Y(x,t) = % (wl(x)e_i“’lt + lpz(x)e_i“’Zt) .

Die Wellenfunktionen sind Energieeigenzustdnde in der Ortsdarstellung, in der der Ortserwar-
tungswert durch die Integration

(x)(t) = (¥(x, t) | x| ¥(x, 1))
- %/dx (lpik(x)eiwlt + ¢;(x)eiw2t> X (lpl (x)e_iwlt + le(x)e_iw2t>

bestimmt wird. In einer Dimenstion konnen wir die Wellenfunktion immer reell wahlen, so dass

Pi(x) = ¢/ (x) und damit

(Yo t) | x[¥(x 1)) = % / drx (PR3 (x) + 1 () ()2 + g (x)pa(x)e 1)

wobei wy; = wy — wq. Oder
(x)(t) = A+ Bcoswnt,

mit
A=y [aex(@o +g3),  B= [drrgigate).

Der Erwartungswert oszilliert mit der Frequenz wy; = (E; — E1)/h um den Mittelwert der Orts-
erwartungswerte der beiden Eigenzustdnde. Fiir entartete Zustande verschwindet die Oszillation
und

2
= /dxx\‘{’(x,O)|2 .

{(x)(t) :A+B:/dxx %(lpl(x)—i-l[)z(x))
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Aufgabe 2: Einfacher Harmonischer Oszillator [5+10+10=25]
Ein einfacher harmonischer Oszillator in einer Raumdimension x wird durch den Hamiltonoperator
P2 1 5 t, 1
H—%—FimwX—hw(anri

beschrieben. Zur Zeit t = 0 befinde sich der Oszillator im Zustand

90)) = [211)+ /2 12)

Darin sind | 1) ,|2) Eigenzustinde des Besetzungszahloperators N = a'a zu den Eigenwerten n = 1,2.

(a) Berechnen Sie den Erwartungswert ( E) der Energie des Oszillators bei t = 0.

Der Zustand ist gegeben, wir kiirzen die Koeffizienten ab,

|¢(0)>=\/g!1>+\[%ﬁ\2>5“!1>+ﬁ\2>,

so dass wir den Erwartungswert als

(9O H| 9(0)) = («" (1[+p" (2] )H(a|1) +B[2))

schreiben konnen. Die (orthonormierten) Zustidnde in der Besetzungszahldarstellung sind
zugleich Energieeigenzustidnde, so dass

H|1) =ho(1+3)|1), H|2)=hw(2+73)|2),
sowie (1]2) =(2|1)=0,(1|1) =(2]2) =1 und damit

(p(O H9(0)) = (" (1] + B (2]) " (3u] 1) + 56| 2))

\ o hw (o2 .1\ 1
(Baw —1—5,5,3)—7( §~|—5 5)— 6hw.

_ e
2

(b) Berechnen Sie, die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich der Oszillator zu einem beliebigen Zeitpunkt
t > 0 erneut im Zustand | (0) ) befindet.

Die Zeitentwicklung des Zustandes | (0) ) ist klar, weil er durch Energieeigenzustiande ge-
geben ist, deren Energieeigenwerte wir kennen,

(1)) = ae™ 1) 4+ BeTF|2) = e F (w|1) + e |2)) (1)
Multiplikation mit ( ¢(0) | ergibt
s _;
(9(0) [9(t)) = e F* (Jaf? + [BPe") .
Die Wahrscheinlichkeit Wy (t) den Zustand | ¥(0) ) zu messen ist dann
Wo(t) = [((0) [(1))[* = (Il + [BPe=") (Jaf? + |B[2e™")
= [a*+ [BI* +2/a?|B[* cos wt,
also

4
Wo(t) = g—i— §Coswt.
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(c) Wie lautet der Erwartungswert { x )(t) der Ortsmessung zu beliebigen Zeiten t > 0?

Zur Berechnung von
(x)(t) = (p(t) | x[ 9(t))
verwenden wir wieder die Zeitentwicklung (1), die globale Phase fallt sofort heraus, so dass

(o) (8) = (a (1] + e (2]) x («|1) + B! [2))

Wir kennen den Ortsoperator in der Besetzungszahldarstellung,

X = %(a—i—f) /

und die Wirkung der Leiteroperatoren auf Besetzungszahlzustdnde | ),
aln)y=vn|ln—-1), a'|n)=vVn+l|n+1)

und erhalten

(03(0) = o ( (1] 4 76 (2]) (a+a") (a]1) + e[ 2))

o (w14 e (2]) (av2]2) + pe V2 1) 4 - ) .

2mw

Beitrdge mit den Zustdnden |0) und | 3 ) haben wir weggelassen, da sie ohnehin aufgrund
der Orthogonalitdt wegfallen. Es bleibt

(x)(t) = \/%\/E (wﬁ*eiwt _i_“*ﬁefiwt)

und schliefilich, da «, B reell,

| h 4 | n
(x)(t) = %Zﬁlxﬁ cos wt = 3V omw cos wt .

Der Ortserwartungswert oszilliert mit der Frequenz w um die Ruhelage.
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Aufgabe 3: Harmonischer Oszillator im Kraftfeld [5+10+10=25]

Der Oszillator aus Aufgabe 2 befinde sich nun in einem homogenen Kraftfeld der Kraft k, so dass der
Hamiltonoperator nun

P2 1
H=— + -mw*X? - kX
2m 2

lautet.

Das heifst, dass im klassischen Fall eine konstante Kraft k wirkt, in positiver x-Richtung, falls
k > 0 und umgekehrt. Wir erwarten, dass der Oszillator damit eine neue Ruhelage x; hat, wenn
V(x0) = 0, also k = mw?xp, um die er bei Auslenkung oszilliert.

(a) Zeigen Sie, dass der Hamiltonoperator nun mit Hilfe der durch eine konstante Zahl ¢ modifizierten
Leiteroperatoren

b=a+tg¢, bt =at + ¢
diagonalisiert werden kann. Bestimmen Sie c.

In Leiteroperatoren lautet der Hamiltonoperator

H = hw <a+a+1) —k L(a—kcﬁ) .

2 2mw

Ausgedriickt durch die ,verschobenen” Leiteroperatoren b, bt also

H = hw ((b*—c*)(b—c)—i—l) —k L(b—l—b*—(c—i—c*)) :

2 2mw

Wir sortieren nach Potenzen von b, b" und erhalten

1
J— t - k o *
H—hw(bb+2+cc) k 5 (c+c")

—b (k\/L +hwc*) —pf (k\/ithwc) .
2mw 2mw

Wir sehen, dass die linearen Terme in b, bt durch die Wahl

C—C——k h
- hw V 2mw

verschwinden und erhalten

H = hw (b+b+%+c2> — 2hwe? = hw <b+b+%—c2> .

Dieser Hamiltonoperator wird analog zum Oszillator ohne Kraft durch Eigenzustdnde von
N’ = b'b diagonalisiert. Die Eigenzustédnde von b'b sind die gleichen Eigenzustinde wie
die von a'a, denn [N, N’] = 0. Die Nullpunktsenergie ist allerdings um c? reduziert.



(b)

(©)
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In welchem Zustand |(t) ) befindet sich das System nun zu Zeiten t > 0, wenn es bei t = 0 im
gleichen Anfangszustand | (0) ) war?

Durch die verschobene Nullpunktsenergie lauten die Energieeigenwerte zu den Zustdnden

ln)=10),|1),... :
E, = hw (n+——cz) .
2
Die Zeitentwicklung aller Zustdnde wird damit um einen Phasenfaktor et modifiziert,

also ergibt sich aus dem Vergleich mit (1) nun
9(6)) = B (w1 4 pei!2))

Wie lautet der Ortserwartungswert ( x ) (t) im Zustand | (t) }? Was bedeutet das physikalisch?

Der gemeinsame Phasenfaktor aus (b) hebt sich bei der Berechnung des Erwartungswertes
heraus. Der Ortsoperator ldsst sich ebenfalls durch die neuen Operatoren ausdriicken, die
nun die Rolle der Operatoren a, at tibernehmen,

Das heifdt, der Ortserwartungswert lautet in Analogie zur Rechnung aus Aufgabe 2

4 | h | h
(x}(t)—g 2mwcoswt—Zc e

Die Ruhelage ist also um den Wert

= e ho 2k | h noo ok
0~ 2mw  hw V 2mw N 2mw  mw?

in die positive x-Richtung verschoben, wie in der Voriiberlegung erwartet.
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Aufgabe 4: Wasserstoffatom [5+10+15=30]

Ein einfaches Wasserstoffatom hat die Eigenzustinde | ném ) mit den iiblichen Quantenzahlen. Es befinde
sich im Zustand
|p)=a|1s0)+b|2p1)+c|2p — 1)

mit reellen Parametern a, b, c. Die Grundzustandsenergie ist E.
Hier, wie im folgenden, ist die Konvention s, p, ... fiir £ = 0,1, ... verwendet.

(a) Bestimmen Sie a,b,c so, dass (L, ) = —h/6und (E) = 3Ey/8.

Die Zustande | n¢m ) sind Eigenzustdnde des Hamiltonoperators und der Bahndrehimpuls-
operatoren [2,L,, insbesondere gilt

H|n€m>:%|n€m>, L, |nlm) = mh|nlm) .
Damit erhalten wir
<1P|H|1P>=Eo<|ﬂ|2+(|b|2+|c|2)}1) ;o wlLal ) =n (16— e) .
Da der Zustand normiert sein muss, gilt ebenfalls
a2 + b2+ [ =1.

Diese Gleichungen ergeben fiir reelle Koeffizienten die Losung

a_\ﬁ_i b_\ﬁ_i C_\ﬁ_L
6 Ve 6 3 6 2

die jeweils noch um eine beliebige Phase modifiziert sein konnen.
(b) Wie lautet der Erwartungswert der x-Komponente des Bahndrehimpulses, ( Ly )?

Wir konnen L, durch Leiteroperatoren

1
Ly=5(Ly+L-)

ausdriicken. Die einzigen nichtverschwindenden Terme bei Anwendung auf | ¢ ) sind | 2p0 )-
Zustdnde, die wiederum orthogonal zu allen Zustédnden in | ¢ ) selbst sind. Damit gilt

(p|Le|yp)=0.
Gleichermaflen lief3e sich aufgrund der Drehimpulsvertauschungsrelationen auch
Zth — LyLZ - LzLy

verwenden. Als hermiteschen Operator konnen wir L, auf seine Eigenzustdnde links wie
rechts mit jeweils gleichem Ergebnis anwenden, so dass nur L, — L, = 0 {ibrig bleibt.

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert ( x ) der x-Koordinate des Elektrons. Hinweis: Bezeichnen Sie
ein Radialintegral mit R anstatt es zu berechnen.
Es ist glinstig den Erwartungswert x in der Ortsdarstellung zu berechnen, denn wir kennen
auch die Energieeigenzustdnde in dieser als die Wellenfunktionen

(Flntm) = R,(r)Y;" (6, 9),
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also

(719) = ¢(7) = ap1s0(7) + bpap 11(F) + cipop 1(7) -

In sphérischen Polarkoordinaten ldsst sich auch der x-Operator durch Kugelflachenfunktio-
nen ausdriicken,

! (_Yll +Yf1> = 8171 (Sineei(’”rSinGe*i(P) =\ %rsinf)cos(l’ = %x.

Damit bekommen wir

(xh={plxle) = -5l (- |9)

oder ausgedrtickt durch (7|9 ) = 4, (7),

\f [ Paraay () (¥HO) - ¥ (@) 9.

Nun kénnen wir tiberlegen, welche der ¢,,4,,(¥) zum Ergebms beitragen konnen. Wir wis-
sen, dass die Kugelflachenfunktionen die Paritit (—1)* haben. Fiir die Wellenfunktionen gilt
das gleiche,

— g —
Pnom (=) = (1) Pppm (7) -
Nun verschwindet ein Integrand mit negativer Paritdt bei Integration iiber den gesamten
Raum, also kénnen nur jeweils zwei Terme mit unterschiedlichem ¢ aus der Wellenfunktion

tiberhaupt zum Erwartungswert beitragen, so dass die Paritdt des Integranden insgesamt
gerade ist. In unserem Fall also je ein s- und ein p-Zustand.

Insgesamt bekommen wir also

:_2\/»/ PdrRjy (r)Rop(r)

/anYO (©) (¥ () -7 1(@) (Y1) +eY () -

Der Faktor 2 kommt dazu, weil wir den gleichen Beitrag von den komplex konjugierten
Termen bekommen und der Ortserwartungswert reell ist. Y = 1/+/47t kénnen wir vor das
Integral ziehen. Das Radialintegral bezeichnen wir mit R, wie im Aufgabentext. Es bleibt

(x) = —\@Ra/dn (Yll(Q) —Yfl(Q)> (bYll(Q)Jrchl(Q)) .

Fiir die linken Faktoren der Kugelflachenfunktionen schreiben wir Ylil = =Y ¥ dann
konnen wir die Orthogonalitdtsrelationen der Kugelflichenfunktionen

/ dQYI (Q)Y (Q) = 6706

verwenden und erhalten schliefllich

<x>:\/gRa(b—c):—§%.

In diesem Zustand ist der Ort des Elektrons im Mittel leicht in x-Richtung gegen den Kern
verschoben, entlang dieser Richtung hat das Atom ein elektrisches Dipolmoment.



