1. Uber Zustéinde und Operatoren in der Quantenmechanik (12 Punkte)
a) (3 Punkte) Es sei {]a)} cine Basis orthonormierter Eigenzustinde des Operators

A, mit Ala) = ala). Driicken Sie einen Zustand [) in dieser Basis aus. Arbeiten

Sie mit dgr Dirac-Notation. Finden Sie einen Ausdruck fiir den Erwartungswert
(A)y = (¥|A|v¥) und interpretieren Sie das Ergebnis.

b) (2 Punkte) Geben Sie die Heisenbergsche Unschiirferelation fiir den Ortsoperator
4 und Impulsoperator p an und diskutieren Sie deren physikalische Implikation.

c) (3 Punkte)l B:erechnep Sie den Kommutator [4, at]=aa'—a'a fiir die Leiteropera-
toren @ = 5(2/%0 + iZop/h) und at = 5(2/x0 — izop/h), und einer Linge To.

d) (4 Punkte) Diskutieren Sie die zwei Bilder (Schrédinger-Bild und Heisenberg-Bild)

der Quantenmechanik. Geben Sie jeweils Kerneigenschaften von Zustédnden und
Operatoren wieder.

Hinweis.: Beantworten Sie welche Zeitabgingigkeit fiir Operatoren/Zustédnde in
jedem Bild gelten. Geben Sie die jeweilige Bestimmungsgleichung an.

Losungsskizze:

a) Eine Basis {|a)} orthonormierter Zustéinde (a|a’) = 4, erlaubt es einen Ausdruck
fiir die Identitét zu finden, ndmlich I = }"_ |a)(a|. Es gilt dann

) =) = 3" la)(al) = 3" Ayala). EEE O

Wie erwartet, kann man jeden beliebigen Zﬁstand als lineare Superposition aus
Basiszusténden schreiben wobei die Koeffizienten gegeben sind durch Ay . = (a|Y).
Fiir einen normierten Zustand (¢|¢) = 1 gilt zudem

1= 3 N odvalala) =3 Mual® (2)

a

Der Erwartungswert (/i),p lasst sich nun schreiben als

(Ay =N dua(alAld) =D Pyl 1 Punkt (3)

a,a’

Damit beschreibt [\ .| die Wahrscheinlichkeit bei einer projektiven Messung von
A auf [¢) das Ergebnis a zu erhalten. _, benétigt Gl. (2))

b) Wendet man die Schwarzsche Ungleichung auf den Hilbertraum von Zustanden
an, ergibt sich fiir beliebige Operatoren A und B und fiir beliebige Zusténde )

eine Ungleichung der Form (zgl(AAA)szb)(iﬂl(AAB)zlw) > |(¥|[4, Bl|v)|?/4, wobei

AA=A— (y|Aly) ist, und [A, B] = AB — BA den Kommutator bezeichnet.




Fir A = Pa = ~thd, und B = #, lautet der Kommutator (Pa. 28] = —ilB, 5.
Damit besagt die Heisenbergsche Unscharferelation (fiir beliebiges [%))
((APn)?)((AZ5)?) > (K?/4)5, 5 1 Punbkt 4)
dass fiir jede raumliche Richtung der Aufenthaltsort und der Impuls eines Teil-
B [ Gegenteil. je

chens nicht gleichzeitig genau bestimmt werden kann
genauer der Ort ermittelt wird, desto grosser ist die Ungenauigkeit des Teilchen-

impulses.
c) Es gelten die Kommutatorrelationen
5, %] = —ih 1 Punkt (%)
[#,2] = [p.7] = 0 1 Punkt 6)
zwischen Orts- und Impulsoperator und damit gilt (Kommutator ist bilinear)
o 1 . L 1 ~
[a,a'] = [E (2/zo + izop/H), ﬁ(f/fo — izop/h)] (M
1 . . L . o -
= 5{(/=d)1z, 31— G/Wiz, 5] + (/I 2] + (20/ R 1,51}
=1 |

d) Schrédinger Operatoren sind in diesem Bild (meistens) zeitunabhzingig. Ins-
besondere gilt dies fiir alle Hamilton-Operatoren H mit zeitunabhangi-
gen Potentialen die bisher behandelt wurden (harmonischer Oszilla-
tor, Coulomb Potential, Potentialtopf, Delta-Kimme, ...

Zustinde sind — im Gegenzug — zeitabhingig fiir bei-
de Aussagen] und geniigen der Schrédingergleichung

- 1 Punkt (10)

Die Dynamik der Zustinde ist dann gegeben durch

(8
9

iho,¥(z,t) = HU(z,t).

U(z,t) = e ANy (1, 0) (11)

Heisenberg Die Gleichung (11) kann zusammen mit nun genutzt werden um den
Erwartungswert einer Observable O zu schreiben als
(12)

(¥(z,8)|0[¥(z, 1)) = (¥(z,0)|0(t)| ¥(z, 0))
wobei nun die gesamte Zeitabhingigkeit in O(t) = eft/hOe—iAt/h
steckt: Zustdnde sind in diesem Bild zeitunabhéngig. Operato-
ren sind zeitabhingig fiir beide Aussagen] und geniigen

der Heisenbergschen Bewegungsgleichung
ihdO(t)/dt = [O(t), H] + ihd,O(t).

’
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2. Teilchen in einer Dimension (14 Punkte)

In cinem eindimensionalen Problem sei {m(z),n € Ny} ein Orthono.rmalsystem von
Eigenznsténden der zeitunabhingigen Schrédingergleichung mit den Eigenwerten E, =

(2n+1)Ey. Die genaue Kenntnis des zugehorigen Potentials V() ist zur Beantwortung
der Aufgaben nicht notwendig; es gilt allerdings V (—z) = V (z).

a) (4 Punkte) Geben Sie die zeitabhingige Schrodingergleichung wieder und bestim-

men Sie den zeitlichen Verlauf der Zustdnde W, (z,t) ausgedriickt durch die Wel-
lenfunktion zum Zeitpunkt ¢ = 0, U, (z,0) =, (z).

b) (4 Punkte) Ein Teilchen wird im Zustand ¥(z,0) = v4(z) prépariert. Zu einer
spéteren Zeit ¢ wird die Position des Teilchens im Zustand ¥(z, t) gemessen. Finden
Sie einen Ausdruck fiir dessen Aufenthaltswahrscheinlichkeit p(z,¢) und berechnen
Sie mit welcher Wahrscheinlichkeit sich das Teilchen im Bereich z >0 befindet.

Hinweis: Der Hamilton-Operator H des Problems ist nicht entartet und vertauscht
mit dem Paritétsoperator P, d.h. [P, H] = 0. Es gilt P¥(z,t) = ¥(—xz,1).

¢) (6 Punkte) Geben Sie die zeitliche Entwicklung des Zustandes ‘I/(z,t) mit dem
Anfangswert ¥(z,0) =v([t)s(x) + 1 ()] an, und diskutieren Sie die geeignete Nor-
mierung v. Zeigen Sie, dass es ein periodisches Verhalten gibt, ¥(z,t+7T) = ¥(z, t),
bestimmen Sie die kleinste Periode T und berechnen Sie den Zustand U(z,T/2).
Lbsungsskizze:

a) Die zeitabhingige Schrédingergleichung lautet

H3 (5, ) = EU(z, ) P ) (14)

wobei H der Eamilton-Operator des Problems ist. Fiir einen Eigenzustand fiihrt
der Separationsansatz

U (2, 1) = Yo (2) xn (L), 1 Punkt (15)

zur Differentialgleichung

ih3;n(t) = Enxn(?). 1 Punkt. - (19)

Diese besitzt dann die Lésung (auch die Anfangsbedingung ist damit erfiillt)

Xn(t) = ent/0 (17)
Somit gili '

Vo(2,1) = Yn(z)e Bt/1, 1 Punkt (18)
b) Die Wellenfunktion ist so noimiert, dass p(z,t) = |¥(z,t)|? die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit eines Teilchens wiedergibt , d.h. :

= /_: deplz i) = /_Z dz |¥(z,t)|? (19)

Aus der ersten Teilaufgabe geht hervor, dass U(z,t) = t4(x)e B4t/ und somit ist
die Aufenthaltswahrscheinlichkeit (in diesem Fall) nicht zeitabhangig, also

p(z,t) = p(z). 1 Punkt - (20)



Wegen der Paritat und der Abwesenheit von Entartung im Energiespektrum gilt

Puy(x) = 2y (—2) 1 Punkt (21)

\}\)bei das Vorzeichen a priori unbekannt ist. Daraus folgt, dass die Wahrschein-
lichkeit das Teilchen in Jeder Raumhiilfte zu finden gleich ist, also

Cmdr p(z) = / " depla) = 1/2, 1 Punkt (22)

oo

¢} Da der Zustand bei ¢ = 0 aus einer Summe aus Eigenzustinden besteht, ist die
zeitliche Entwicklung gegeben durch diejenige jeder einzelnen Komponente, d.h.

¥(z,t) =v[¥o(z,t) + ¥y (z,1)] = v[ho(x)e Bt/ 4 qp (z)e_iE‘t/h]

(23)
Die Eigenzustédnde sind normiert und orthogonal, d.h.
{o ]
[ 4o v3(@)6m(2) = G (24)
v —00
Daraus ergibt sich fiir den Zustand ¥(z, t)
/ dz U*(z,t)¥(z, t) (25)
o , . . v

— [ dz @) + G5 (@)eEEN 4 i aio(a)e B 4 f (a)
=2 | (26)
Die korrekte Normierung von ¥ verlangt, dass '

v =1/v2 1 Punkt (27)

Wegen E,, = (2n+1) Ey sind die charakteristischen (Kreis-)frequenzen Q= Ey/h und
$2; =3Ey/h kommensurabel und es gibt ein periodisches Verhalten. Die zugehorige
kleinste Periode ist . :

T = 2nh/E,. - (28)

Man verifiziert leicht, dass

U(z,t+T) = vlyo(z)e Eo/he=2m 4 oy (z)e " Ertihe=) = W(z,¢). |GG
(29)

Ausserdém gilt
U(z,T/2) = vigo(@)e ™ + 9y ()] = —0(z,0). [ (30



3. Ani o
\nisotroper Oszillator in zZwei Dimensionen (16 Punkte)

a : .
) gwlgzl;;kj_e) 2E12 Teilchen 'beﬁnde sicl.l im zweidimen§ionalen Potential Vy(z,y) =
g y?)/ 2. Ge"ben :‘Sle den Hamilton-Operator H fiir dieses Problem an. Zei-
g ie, dass ein rdumlicher Separationsansatz sinnvoll ist und fithren Sie geei-
gfinte .Auf- und Absteigeoperatoren fiir jedes Teilproblem ein. Driicken Sie H und
die Elgenzustii.nde [, ny) in diesen neuen Operatoren aus (keine Herleitung).
Bestimmen Sie das Energiespektrum E,, ,, sowie den Entartungsgrad jedes Ener-

gieniveaus.
b) (5 Punkte) Diskutieren Sie wie das Energiespektrum fiir ein anisotropes Potential

W(z,y) = 9“2*’—2.[(1 +Nz? + (1 - A)yﬂ (31)

aussicht, yvobei 0 <A< 1. Geben Sie insbesondere die Energie des Grundzustandes
[0, 0) sowie der beiden angeregten Zustinde |1,0) und |0,1) an.

c) (4 Punkte) Wire das Problem fiir Vj(z,y) nicht exakt 16sbar, wiirde ein stérungs-
theoretischer Ansatz basierend auf Vo(z,y) weiterhelfen. Formulieren Sie damit
die Korrektur zur Energie des Grundzustandes zu linearer Ordnung in A. Schlies-
sen Sie mit Symmetrieargumenten auf das quantitative Ergebnis. Beschreiben Sie

das Vorgehen um den Unterraum {|1,0),|0,1)} — der bei A=0 entartetet ware —
storungstheoretisch zu behandeln (keine explizite Rechnung).

Lésungsskizze:
a) Das Problem kann in jede Raumrichtung individuell gel6st werden - Dies

geschieht mithilfe der Auf- und Absteigeoperatoren [ne {z,y}|
Gy = (V2/2)(7/10 + i /po) . &} = (V2/2)(/n0 — ibo/po) [N  (32)

=—[a}, a,) =1 verschwin-

wobei 79 = v/h/mw, po=vAmw. Abgesehen von [a,,al] = —|
H. Der Hamilton-

den alle anderen Kommutatoren dieser Operatoren
Operator '
= [\(ﬁf, /2m) + (mw?3?/2))] (33)

n

vereinfacht sick zu

A=Y (@la,+1/2) 1 Punkt. (34)

und besitzt die Energiceigenzusténde

abyre (af )
e = S B -

wobei der Grundzustand |0,0) =|0) aus den Gleichungen a,|0) =a,|0) =0 hervor-
. Es ist [0) = (4mnd) 2"/ 25, Die Eigenenergien sind

hw(ng + 1y + 1), 1 Punkt (36)

geht

Enz Ny —
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Auﬂm 3 o

Zh-hlig;ilm\(/li,ﬁ}.l;c;l]:’ Gmml7‘"”("""‘l”f:"‘3rgi(f Ly o gibt es Energiezustinde bei ganz-

Besetzungszuhlen' von hw, d.h. By = liw(N -+ 1) Dabei muss die Summe der

wihlen, das M +ny = N gelten, Es gibt N + 1 Moglichkeiten (r,,m,) 80 74
' BAS8 Mg 1y = N, Also ergibt sich der Entartungsgrad

W=N+1 i Punkt. (37)

Da S}ch das Problem in jeder Raumrichtung individuell l6sen lisst gilt sofort, dass
Bnainy = hwy (ng +1/2) + hw_(n; + 1/2). B 3

wobei wy = wy/TE N _ Der Grudzustand und die beiden ersten ange-
regten Zustéinde liegen dann bei
Eop = h(wy +w_)/2 ~ hw(1 — \?/8) 1 Punkt (39)
B = h(3wy +w_)/2 = fw(2 + A/2 — X2/4) . (0
Eoq = h(wy + 3w_)/2 = Fw(2 — /2 = A2/4) B )

wobei die Niherungen nur fiir den Vergleich mit Teilaufgabe c) relevant ist.

Der Grundzustand ist nicht entartet. Damit besagt Stérungstheorie, dass die Kor--
rektur der Grundzustandsenergie zur linearer Ordnung in A gegeben ist durch

mw3\
AEgg = 0, 6)z% — /0, 0). 1 Punkt (42)

2

Wegen der Rotationssi'mmetrie des (ungestérten) Problems muss diese Korrektur

verschwinden . Das geht auch aus der exakten Lésung hervor die keinen

linearen Beitrag in A besitzt.
Fiir den niedrigsten entarteten Unterraum {|1,0), |0, 1) } muss eine entartete Stérungs-
rechnung durchgefiihrt werden. Dabei muss die Matrix

mm(a,olzz—yﬂl,m <1,0|w"~y2'°’1>) )

M= (0, 1fe? - 42[1,0) (0,112 - 4?/0,1)
berechnet und diagonalisiert werden: die Eigenwerte liefern die Korrekturen zur

Energie E; = 2hw - Die Eigenvektoren geben dann (niherungsweise)
die Eigenschwingrichtungen des Oszillators an — De facto bleiben

diese unveridndert bei 2 und y.



*ntialtopf
8) (4 Punkte) Fithren Sie g , (21 Punkte)
V(o) = )i i i, i sain

ire Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen
ind gleben Sie die (beiden) unabhingigen Lésun-
n. Leiten Sie die Energie-Impuls Beziehung her.

_ er Dimensio ej
) in on ein
gen fiir positive Energien £ < g a‘

Betracht, ;
en Sie 1 i .
un einen unendlichen Potentialtopf mit einer Storstelle:

Viz) = {Voaé(x), l2l < L/2 (4
00, |lz| > L/2

Hierbej sei 8(z) die Delta-

I_/o >0 sind Wellenfunktion

hme_,o[\Il’(e) — V'(—¢)]

b)

Distribution, a eine Lénge und Vo > 0 eine Energie. Fiir
lonen W(z) bei z = 0 stetig, aber deren Ableitung springt um
= A¥(0), mit A=(2mVya)/h2.

z(i?lfl::il}nkte) DlSkutie.zren Sie fiir V = 0 die Auswirkungen des Potentialtopfes (i)
. le“\'Vellenfunktxonen bei |z|> L/2, (ii) deren Randbedingungen bei |z|=L/2

sowie (iii) auf das Energiespektrum des Problems.

c) (5 .Punkte) Der Parititsoperator P wirkt auf Zustinde ®(z) als P®(z) = ®(—z).

Zeigen Sie, dass der Paritétsoperator mit dem Hamilton-Operator H (fiir Vo >0)

kommutiert, und diskutieren Sie die Konsequenzen fiir die Eigenzusténde ¥(z)

von H. Verkniipfen Sie dann A, B, C, D fiir den allgemeinen Ansatz

[(Ae*® + Be =z <0

= iC’eik’ +De ™ 7>0.

(45)

d) (9 Punkte) Bestimmen Sie fiir V5 >0 zuerst die ungeraden und dann die geraden
Losungen von Gl. (44) mit dem Ansatz (45) und berechnen Sie die Energieeigen-
werte.

Hinweis: Die Losung darf noch eine Normierungskonstante beinhalten. Die trigono-
metrischen Relationen cos(p) = (€% + e7%)/2, sin(p) = (¢ — ™) /2i, tan(p) =
sin(p)/ cos(ip) und cot(y) = cos(p)/ sin() konnten niitzlich sein. :

Losungsskizze:

a) Die stationére Schrédingergleichung fiir ein freies Teilchen in einer Dimension ist
(o
——2-;8;1!(:1:) = EV(z). 1 Punkt (46)

Dies ist eine lineare, gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten, somit erhélt man mit einem Exponentialansatz die Losungen

U, (z) = Ae™, 1 Punkt (47)
Uy(z) = Be™™?, 1 Punkt (48)

wobei A und B Konstanten sind und k die Dispersionsrelation E = h*k?/2m erfiillt



(i) Aug
grllnd der S .
te 3
tigkeit von U(z) gilt somit auch die Randbedingung

V(L£L/9) —
/=0, T Punkt (50)

mit Sind nu
: rn :
edingun erfiillen kﬁ;f; bgst e Impulswerte k erlaubt, welche die Rand-
- Dies fiihrt zu einem diskreten Energiespektrum k,

c) Wir b .
Z €rechnen de
: 1 Komm - .
I ba ut : . 5 vie . -
enzierbare Tegt o (x?t:;, l:%eéz wir ihn auf eine beliebige, zweimal diffe-

5, B17() = (2 a2 4 V@) Pita) - P (~p 4 v ) f@ 6D
2
= <—2h—mag + V(a:)) 1~ ( _(_1)2%33 + V(—w)) f(==)
- (52)

=V(z) =V(-2)) f(-z) =0, [ (53)

d — . . .
n: V(l') = V(-z). Soxmt besitzen der Hamiltonian und der Paritétsoperator ei-

gf:melnse.xme Basis aus Eigenfunktionen. Wir kénnen also gemeinsame Eigen-
zusténde mit dem Parititoperator wihlen, dies sind symmetrische (gerade) und

antysymmetrische (ungerade) Funktionen _

Ale nichstes betrachten wir ausgehend vom gegebenen Ansatz
Ae*® L Betk2 >0

\I/(—.'E) = { —ikz ikx : . (54)

Ce + De***, z < 0.

Fiir den geraden Fall muss ¥(z) = ¥(—z) gelten, also

C=B. 1 Punkt (55)

A=D
Im ungeraden Fall gilt hingegen ¥(z) = —¥(—z) gelten, also
A=-D C=-B 1 Punkt (56)

d) Im Folgenden bezeichnet A = 22V;a.

Ungerade Loésung
Fiir den ungeraden Fall erhalten wir aus der vorherigen Teilaufgabe den verein-

fachten Ansatz
Aet*® 4+ Be™*, 1 <0
U(z) = { ¢ (57)

— Belt® — Ae™®* 1> 0.
Nun nutzen wir die Stetigkeit von \I!(x) und die Sprungbedingung der Ableitung
(?7) bei 2 = 0 und erhalten die beiden Gleichungen _
i o

{ik(—B +A) —ik(A - B) = \(A+ B),



»
TN :‘L\‘\‘. q 4

= 0 und somit ;
1 somit ist die Losung bis auf eine Normie-

N cit:\ e
ik.‘\Qsl{ e ‘ r<0

—ee o o Asin(ke). [ )

k _ o , .

g:re fm“ A“S“‘I!mr.g das TEilch\ ) —“0 erfiillt, hat die Sprungbedingung 77 also
¢ Energiesigenwerte i en splirt das Delta-Potential nicht!

erhalten wir aus den Randbedingungen des unendlichen Po-

e W(LT,/9) — -
(=L 2) = 0. Wir erhalte in diesem Fall fiir die Wellenvektoren

/

b

« ,RL L
sin(—%) =0 =L _ 2nm
) 2 g =Sk =— 1 Punkt (60)
wobei n £ § ¢ et ) ;
7 0 eine natirliche Zahl ist und somit die Energieeigenwerte
2 252
E’-’n@'ﬂde _ h (2n) n
* T omL? 1 Punkt’ (61)
CGerade Lésung '

Fur den geraden Fall erhalten wir den vereinfachteﬁ Ansatz

(Ae** + Be ™ 1 <0

W) = . .
\') iBetk::_i_Ae—zkx’ z>0..

(62)

:\'i:ln nutzen wir die Stetigkeit von ¥(z) und die Sprungbedingung der Ableitung
(siche Aufgabenstellung) und erhalten die beiden Gleichungen '

{“B:B*A’ B

ik(B — A) —ik(A — B) = \(A+ B),

in Kombination also B = g—:%%A _ Somit ist die Losung bis auf eine
Normierungskonstante

Yo = 2 {(%k — A)e™® 4+ 2k + N, 2 <0 o

L) = ik — X\ (2ik + \)e™*® + (2ik — N)e ™, 2> 0. (64)
2iA (2kcos(kz) — Asin(kz), z <0

T2k — A {2k cos(kz) + Asin(kz), z > 0. B )

— A (2k cos(kz) + Asin(k|z|)) - (66)

Anders als im ungeraden Fall spielt das Potential hier also durchaus eine Rolle.
Die Energieeigenwerte erhalten wir aus den Randbedingungen des unendlichen Po-
tentinltopfes, i.e. W(£L/2) = 0. Wir erhalte in diesem Fall fiir die Wellenvektoren

2kcos(%L-) + /\sin(%) =0= —2—;6- cot(%li) = 1 (67)

was nicht analytisch 16sbar ist, aber formal die Loésungen k, besitzt und wir erhal-
ten die Energieeigenwerte

21,2
e =B 1 Punkt, (69

2m




