1. Warm-Up (8 Punkte)

(a) A und B seien Hermite’sche Operatoren.
(i) [1,5 Punkte]

Wir betrachten zunéachst

A A A A Ay A AL A A A

[A, B]t = (AB — BA)! = BfAt — A'Bt = BA— AB = —[A, B] (1 Punkt).
(1)

Damit gilt fiir einen beliebigen Zustand 1)
WA, Blle)" = (wI[4, B'[¢) = — (WI[4, Bll¢) (0.5 Punkte).  (2)

Der Erwartungswert ([A, B]) ist damit rein imaginir.

(ii) [1,5 Punkte]

(ABA)T = ATBYAT = ABA — Hermite’sch (0.5 Punkte)
(eiA)Jf = ¢~A" = ¢4 _ nicht Hermite’sch (0.5 Punkte)

(¢! 4 B])T = e {ABIT = GilA Bl Hermite'sch (0.5 Punkte)
(1)
al.

(b) [2 Punkte]

Der Parititsoperator P ist definiert durch: Pi(Z) = ¢(—&). Damit gilt insbesondere
fiir zwei beliebige Zusténde [¢) und |¢)

iy = ([~ @it wlo)) = ([ wi-awi9)) @)

- /oo dr (¢|z) (—xleh) = /Oo dz (¢ —x) (z[¢)) (4)
= [ do (ol Galu) = (61P10) (5)

Mit der Definition (¢|Pt|y)) = ((0|P|¢))* folgt, dass P Hermite’sch ist.
(¢) [2 Punkte]

Der Zustand |¢) eines eindimensionalen Systems sei in der Ortsdarstellung gege-
ben durch (z|¢)) = Nexp(—rz?) mit kK, N € R. Die Normierungskonstante wird
bestimmt durch

/_OO dz | (z|y) |* = N? /OO dx exp(—2kz?)

[e.e] —0Q0

5 | T 21\
=N*/——>N=|— (0.5 Punkte)
2K ™



Der Erwartungswert (X) ist gerade gleich null, da das Produkt z | (z|¢) |2 antisym-
metrisch ist und damit

/OO dez | (z]) P =0 (0.5 Punkte)

[e.9]

Um die Standartabweichung AX zu bestimmen, miissen wir noch <X %) berechnen,
d.h.

(X?) = NQ/ dx x* exp(—2kx?) = —N2%%/ dz exp(—2k2?)
_ Lo (e [T 2 L0 o) [T 2
=550 (N /_OO dr exp(—2kx )) + §<%N > /_OO dr exp(—2kz?)

170 ., T 1
=3 (&N )@ e
Damit ist AX = 1/(X2) — (X" = \/1/4x [1 Punkt].
(d) [1 Punkt]

Die Wellenfunktionen kénnen entsprechend der Anzahl ihrer Nullstellen (Knoten)
nach aufsteigender Energie sortiert werden. Der n-te angeregte Zustand entspricht
dabei dem Zustand mit n Knoten. Damit sind die Wellenfunktionen wie folgt zu

sortieren: (1) — (3) — (2).
X




2. Totalreflektion (6 Punkte)

(a)

[1 Punkt]

Wir betrachten die Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen in dem eindimensionalen
Potenzial

| U o <0
Vi(x) =
VA VAL 0 x>0
0

Die Wellenfunktion muss zwangsldufig bei x = 0 verschwinden, d.h. ¢)(x =0) =0
sein. Im Bereich x > 0 sind die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators ebene
Wellen. Die einzige Wellenfunktion, welche die Randbedingung erfiillt, ist

(x) = N sin(kx) (6)

mit k = v2mE/h.

Ein Teilchen mit der Energie £ = % > 0 befinde sich in dem eindimensionalen

Potenzial
ved(x — a)

- VAV, 00 z <0
V(z) = , Vo, a>0.
N2 Va Vs vod(x —a) x>0

0 a

Das Teilchen laufe von rechts ein und werde reflektiert.
(i) [2 Punkte]

Ein geeigneter Ansatz, welcher sofort die Randbedingung bei x = 0 erfiillt
(siehe (a)), ist gegeben durch

0 <0
Y(z) = Asin(kx) 0<z<a
Be7hr 4 Cetkr g < g

mit k = vV2mE/h.
(ii) [3 Punkte]

Die Stetigkeitsbedingung bei z = 0 ist sofort gegeben, denn ¢(0) = 0. Bei
x = a miissen entsprechend die Anschlussbedingungen [1 Punkt]

limd(a +€) —y(a—€) =0 (8)

2muyg
0 ) o

lim 0,(a + €) — Optp(a — €) =

erfiillt werden.
Das Teilchen wird totalreflektiert, d.h. r = % = ¢ und somit ist fiir x > a

¢(I‘) — Be—ikx + Ceikm _ Bezlp/Q (e—ikr—zkp/Q + 6ikz+i<p/2)
= 2Be™/? cos(kx + p/2)
= A’ cos(kz + ¢/2) (10)



Der Einfachkeit halber sei A’ = 2Be*/? im Folgenden. Fiir die Anschlussbedin-
gungen ergibt sich also [1 Punkt]

A’ cos(ka + ¢/2) — Asin(ka) =0 (11)
2

—kA’ sin(ka + ¢/2) — kA cos(ka) = 7;:21}0 A’ cos(ka + ¢/2) (12)

Nach Umformen erhalten wir
A'cos(ka + ¢/2) = Asin(ka) (13)

2
A’( — k sin(ka + ¢/2) — T;;}O cos(ka + g0/2)> = kAcos(ka) (14)
und damit ergibt sich der implizite Zusammenhang zwischen Energie E = h; 7’;2
und Phase ¢ [1 Punkt]
2mu

—k tan(ka + ¢/2) — 2 ® — kcot(ka). (15)

Fiir vg = 0 ist dann ¢ = 7 (siehe Teilaufgabe (a)).



3. Teilchen im Potenzial-Topf (6 Punkte)

Gegeben sei der eindimensionale Potenzial-Topf

0 —9<z<
o0 sonst

MJIS]

V(z) = { , a>0 (16)

(a) [3 Punkte]

Die Eigenzustande sind gegeben durch

B Cos(k‘nx) =1,3,5,.. [1Punkt]
Onl) = N { sin(kpz) n =2 4,6, .. [1Punkt] (17)
mit k, = Zn. Die Eigenenergien sind gegeben durch E, hz:f = 2rma2n [1 Punkt].

(b) [3 Punkte]

Zunéchst wird die Normierungskonstante N bestimmt,

a/2 o2 q =1,3,5, ...
/ dxgzﬁ,‘;(x)gzﬁn(x) _ |N|2{ f a/2 x cos? I)7 n y 9y D, _ |N|2g -1

—a)2 fa/2 dx sin ( m:), n=246,.. 2
(18)
Damit ergibt sich |N| = \/g [1,5 Punkte].
Nun bleibt noch die orthogonalitidt zu zeigen [1,5 Punkte].
Es sei im Folgenden n # m,
a/2 a/2
/ P dx cos (gnx) cos (gmx) 1 / - dz cos (g[n — m]z) + cos (g[n + m]x)
1 a/2
== ~ln— + +
Q{Zm_m) sin (= [n — m] z) o )sm( wx)L__a/Q
gerade gerade
=0
a/2 a/2
[ B dz sin (gna@) sin (gma:) = % [ B dx cos (g[n — m]x) — cos (g[n + m]z)
1 . a/2
_Q[Z(nm) sm(g [n—m]x)—g( ) sm(gw ):|1;_a/2
gerade gerade
=0
a/2 a/2
/_a/2 dzx sin (gnw) cos (gmx) = ;/_Q/Q dz sin (g[n —m]x) + sin (a[ n +mlz)
-3 (7 [n—m] ) + e
=5 g(n—m)COb L nzx g(n—&—m)COb - sz o
ungeraae ungeraae



4. Zwei-Zustands-System (9 Punkte)

Gegeben sei der Hamilton-Operator

- e —-A .
H:(_A 8):15—%A (19)

in der Darstellung der Basis {|u1), |ug)}. Hierbei ist 1 die 2 x 2 Einheitsmatrix und 4;
die Pauli-Matrizen

S R ) NS N
(a) [1 Punkt]

Zeigen Sie, dass

(i) [0,5 Punkte]

(ii) [0,5 Punkte]

Damit ist
0,0y = —0,0, = 10, (21)
(b) [1 Punkt]

Wir schreiben die Exponetialfunktion in Reihendarstellung,

, - Nk Ak
Giody _ i (iad,)k _ i (i) ay'

Mit i* = —1 und &, = 1 folgt

n . 2n 0 (_1)na2n+1

a6 (=Dt
e =1 —~——+i5 —
IR e
= 1 cos(a) + i, sin(a).

(¢) [3 Punkte]



Gegeben sei die unitére Matrix U = €% cos(a) + i6, sin(a) und der Hamilton-
Operator H = 1 — 6, A. Mit den Relationen aus (a) und (b) finden wir
UHU' = €% (1e — 6,A)e "%
— (eia&y ]lefiozfryg o eiozfry a_xefia&yA>
= le —e?%v5,A

—
(21)
= le — [Lcos(2a) + i6, sin(2a)|G, A
Damit die Nebendiagonal-Elemente verschwinden, muss o = /4 [1 Punkt] sein und
wir erhalten

UHU' = 1¢ — 6.A.

Damit sind die Eigenenergien gegeben durch £y = ¢ — A und Fy = ¢+ A [1 Punkt].
Die Eigenzustiande [1;) und [¢2) kénnen wir direkt aus U ablesen [1 Punkt],

e 11 —1 1 1
=25 (3 7)) = ) ), o) = (- ) + )

Alternativ konnen ausgehend von dem charakteristischen Polynom

)\—5 A o 2 2
' A ). =A—¢e)*—A"=0

die Eigenwerte bestimmt werden. Wir finden Ay = ¢ F A = E 5. Aus dem linearen
Gleichungssystem

0

0

(= lur) + [uz))

Ae—e A
A Ay —¢

ergeben sich auflerdem die Eigenvektoren

1
1) = E(|U1> +Jug)), |2) =

und damit die unitare Matrix

1
V2
- 1 /1 -1
[

- (17

ot <cos<a> —sin(a))

~ \sin(a)  cos(a)

Ein Vergleich mit

liefert o = /4.
[2 Punkte]
Zur Zeit t = 0 sei der Zustand [¢(¢t = 0)) = |uy) initialisiert,

[t =0)) = —=(lvn) —[¢2))  [1 Punkt]

-



Fiir ¢ > 0 ergibt sich dann entsprechend
1

V2

Wir kénnen [i)(t)) auch als Linearkombination von |u;) und |uy) schreiben,

¥ () (Jthr) e ™ — ypp) e~y [1 Punkt]

= %(’Uﬁ [e—iE1t/h + e—iEQt/h] + ‘u2> [6—iE1t/h . e_iEQt/h])

= |uy) e =M cos(At/R) + i [ug) e " sin(At/R)

(1))



5. Bonusaufgabe: Messprozess (6 Punkte

")
In der Basis {|v;), |va), |vs)} seien der Hamilton-Operator H und die Observable A
gegeben durch

(B0 0 (010
H=[0 E 0 A=[101 (22)
0 0 By 010

Wir preparieren den Zustand

¥) = %(Wﬁ +[vs)). (23)
(a) [2 Punkte]
Zuniichst sind
(Y| Hy) = %(El + F3),  [0,5 Punkte]
(W H|Y) = %(El2 + E2).  [0,5 Punkte]

Und damit AE = | E; — Es| [1 Punkt].

(b) [2 Punkte]

Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte von A,
R a -1 0
det(al —A)=| -1 a —1|=a[a*—2]=0
0 -1 a

Die Eigenwerte und Eigenvektoren sind damit gegeben durch [1 Punkt]
0: o) = () — fus)
Q=9 NG ’
1
ar =v2: ay) = 5(jn) + V21 + [vs))
1
o VB = Yo vE o)

In der Eigenbasis von A ist der préaparierte Zustand gegeben durch

1 1
¥) = E(\vﬁ +|v3)) = %(\M) +la-)) (24)

Damit messen wir ag = 0 mit der Wahrscheinlichkeit P(ap) = 0 und a+ = ++/2 mit
der jeweiligen Wahrscheinlichkeit P(ay) = £ [1 Punkt].



(¢) [2 Punkte]

Unmittelbar nach der Messung in (b) befinde sich das Sytem entweder im Zustand

Jaz) = 3 (o) + VE]oa) + o)) (25)
oder

a2y = (o) — VE|oa) + o)) (26)
[1 Punkt]
Sei P(ay) die Wahrscheinlichkeit, ay zu messen und P,  (E;) die bedingte Wahi-

scheinlichkeit, F; zu messen, wenn Unmittelbar zuvor a4 gemessen wurde, so ist die
gemeinsame Wahrscheinlichkeit gegeben durch

P(E,ax) = Po. (B)P(as) (21)
Wir erhalten [1 Punki]
Po(B) = (28)
P (B2) = (29)
Pu(By) = (30)
und
P(Ey,as) = é (31)
P(Bras) = (32)
P(Fy,00) = § (33)



