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1 Einfiihrung — einfache eindimensionale Probleme

e Die Quantenmechanik findet in fast allen Gebieten der Physik Verwendung

Die Stabilitdt der Materie beruht auf der Quantemechanik

Diskrete Atomniveaus = diskrete Ubergangsenergie — Farben

Halbleiter: Bandermodell

Kernphysik: Statistischer Charakter des radioaktiven Zerfalls

Verschrankte Zusténde: EPR-Paradoxon (Einstein, Podolski, Rosa)

Verkniipfung von QM & Relativitdtstheorie = Existenz von Antiteilchen

1.1 Elektromagnetische Wellen & Photonen
1.1.1 Zusammenhang zwischen Energie und Frequenz
Planck: F = hf = hw

h

" 2r

h h =6,62- 10" 34Js,,Wirkungsquantum*

Erinnerung: Wirkung = j;tf p(t) - ¢(t)dt

Spéter: Energie-Differenz von Atomniveaus = Awppoton
entsprechend: Impuls «+ Wellenlénge
Compton—Streuung

v+ e — v + e (mit anderen Impulsen)
Impulserhaltung: p =h_k

Impuls 27 /A

1.1.2 Ausbreitung

Intensitidt (Energiedichte / Zeiteinheit) I(x) ~ \E(x)]Q
Beitrag der durch den Spalt 1 bzw. 2 fallenden Welle
E(w) = Ei(2) + Ea(o)
N———
Interferenzterm
Entsprechender Ansatz fiir Wellenfunktion:
I(x) = Wahrscheinlichkeitsverteilung auf dem Schirm. Die Bahn eines einzelnen Pho-
tons kann nicht vorhergesagt werden.

Anmerkungen

e Superpositionsprinzip
E\(z), Ex(z) sind Losungen der Maxwell-Gleichungen

= E(x) = M E1(x) + AoEy(x) ist ebenfalls Losung, denn E geniigt linearen DGL!
(gilt auch fiir Wellenfunktion ¥ in der QM)
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o [(x) = Wahrscheinlichkeitsverteilung. Eine groBe Zahl von Photonen ist erforderlich
fiir Interferenzmuster.

e Wichtiger Unterschied: Elektrisches Feld ist reell. Gelegentliche Beschreibung durch
komplexe Zahlen: (Eei‘*’tﬁE cos wt)

QM: R[¥] und I[V] sind wesentlich

1.1.3 Spektralzerlegung

Polarisiertes Licht mit Ausbreitungsrichtung €, fillt auf Analysator A

Klassisch: P polarisiert Licht in €p Richtung
E(7t) = Eoépe’k*=<!) Intensitit E2 hinter P
Intensitit hinter A: E'(Ft) = E(’)é'xei(kz_”t) , wobei E{, = Eyé,ép = Eycosf
Iy =EP = EZcos*0
QM: Photon wird in Analysator gestoppt (Wahrscheinlichkeit = sin? §) oder durchgelas-

sen (Wahrscheinlichkeit = cos? ) = 2 mogliche Resultate. (klassisch: Welle wird
geschwicht)

Nach A wiirde das Photon weitere Analysatoren (beziiglich x—Richtung) sicher
durchlaufen: Nach A ist es ,,im Eigenzustand zu A“.

Es gibt hier zwei Eigenzustinde mit Polarisation €, und €. Fiir diese ist das Mess-
resultat in A sicher.

Jeder Zustand kann in Eigenzustéinde von A zerlegt werden:

€p = cos e, + sinde,

elektromagnetisches Feld

o I(a) ~ |B()]
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e Uberlagerungsprinzip
Fh, Fy Losung = E = AE] + \Ey
F ist Losung

e Spektralzerlegung

Jeder Zustand mit Polarisation €p kann in Eigenzustand €, und €, zerlegt werden.

1.2 Materie—Wellen

Ubertragung der Dualitit von Wellen und Teilchen auf Teilchen mit Masse m # 0 (de Bro-
glie) ...Schrodinger

1. Klassische Trajektorie x(t)
= Zeitlich veranderliche Wellenfunktion
W(rt)

2. Wahrscheinlichkeitsdichte = |¥(7t)|?
(Kopenhagener Interpretation), das Teilchen am Ort 7 zur Zeit ¢ zu finden.
= Normierung [ ||*dV =1

3. Klassische Bewegungsgleichung =- Schrédingergleichung

—TENG(F ) + V(7 ) U(FE) = ihdy V(7 )

Lineare, partielle DGL, homogen = Uberlagerungsprinzip erster Ordnung in t
Anfangswertproblem: U(7t)|s, legt WU(7,t) V ¢ fest.

1.3 Wellenpakete
1.3.1 Freies Teilchen (V = 0)

h? . . R
—%A\I/(r,t) = ihoy U (7,t) (1)
DGL mit konstanten Koeffizienten.

Wp(rt) = Aeilk=wkt) ehene Welle, A, k beliebig
we=1(2E= 1)

2m — 2m
|¥|? = |A|? konstant = nicht integrierbar
Lineare DGL: jede Uberlagerung von Losungen mit verschiedenen k ist Losung. Nor-

mierbare Uberlagerung von ebenen Wellen = Wellenpaket

ist Losung von (1).
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Bei fester Zeit ¢ (= 0 per Konvention)
g(k) = Fouriertransformation von W(7,t = 0)

o) = [ (zfggu%)e”— U(7t = 0) 3)

)
Zu einer festen Zeit t(= 0) kann zu ¥(7,0) immer die Fouriertransformation angegeben
werden. Gleichung (2) legt dann W(7,t) V t fest. (Bei Anwesenheit eines Potentials gilt
aber nicht mehr E = vy, = 2E)

Zeitliche Entwicklung eines Wellenpaketes:

= elektromagnetische Welle im Vakuum

w=ck (f = ¢/A) — lineares Dispersionsprinzip

= Form des Wellenpakets bleibt erhalten.

Im Medium oder in Halbleitern: w(k) ist Funktion von k£ = Wellenpaket wird verformt.

w(k d
UPhaseng. = % VGruppeng. = di?é

1.3.2 Zusammenhang zwischen V¥ (z,t = 0) und g(x)
Frage: ,Breite“ von ¥(x,0)und g(k)

. _ a(k)
Ansatz oBdA: g(z) = |g(z)|e

Betrag Phase

Annahmen: 1. g ist glatt, und nur im [k — &% ; ko + 5%]
wesentlich von 0 verschieden

4 |g(k)|

2. a(k) variert nur wenig in diesem Bereich:

= daher Taylor: a(k) = a(ko) + (kK — ko)

da

% |k:k0
—
- X,

Konsequenz fiir ¥ (z,0)
%eilm
2m

erweitert

1y et ~Ge-bopes oz — o
= ’g(k‘)|ez[0‘(k0) (k—ko)xo +Kox 0 +ka]

Vor
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— ‘1’($,t — 0) — eilako+koz] j‘ %W(k}”ei[k_ko][x_x()]

e Falls # = 2y dann (") =1  — nur positive Beitrige
= || ist maximal

o Fiir |[x — zg| > ﬁ: viele Oszillationen innerhalb des Integrationsgebiet
= || ist klein

ARe { |g(k)| ek~ r)x=x0)} s Re { |g(k)| eitk oz =50}

lg(k)|
I/n\(

a
/
/[\ I\\
/ \
/ \,
0 N " h ~
Z +
N Vad
k 4
\ 0
N /
Y /
\
1\ /

[x — xo| > A—k\\_,f

A\ L

4

— Ausloschung fiir:

(r —x0)Ak > 1

— Maximum des Wellenpakets im Ortsraum bei:
= —[fl—‘,:]k_ko (Methode der stationéiren Phase)

— Breite im Ortsraum:

1
AI'NM

Physikalische Bedeutung / Nutzen

= Zusammenhang zwischen Breite der Verteilung im Ortsraum: 4 = |¥(x,0)?

und der Breite im Impulsraum: ”fi—]; = |¥(p, =)|? mit: ¥(x,0) = \/%1 fdp\i/(p,())ei%

1.3.3 Zeitliche Entwicklung eines Freien Wellenpaketes

ebene Welle:

em Welle im Vakuum: [ein Wellenpaket]

> dk ;
/ g(k,)ez(ka:—wt)

—oo V2T

 dk . O dk 4
_ ko ezk(mct)+/ ko gilkl(@et)
; ng( ) . 27T9( )

fi(x—ct) f2(z+-ct)
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in QM:
dk

Vi 27Tg

also a(k) —w(k)t statt «(k) wie vorhin

(k,)ei(oa(w)—w(k)t)

d
rmax(t) = —%(a(k:) —w(k)t)
= Maximum verschiebt sich um: d“jjgf) kot

. dw . hko Po
Var = gple = 50

wie im klassischen, nur mit ¥ da (Funktion der Zeit breiter)

1.4 Zeitunabhdngiges Potential
1.4.1 Separation der Variablen 7, ¢, stationdre Zustdnde

Schrodingergleichung:

) Abhéngigkeit von 7, nicht t

K — =
iROU(Ft) = ——AU(F ) + V() (7, t)
—— 2m

Ableitung nach t

Ableitung nach 7

Ansatz: U(7,t) = o(7) - x(¢)

1 1 h?
- L ina) — 5 (Cam A0 + V(67
X(t) o) \ 2m
ﬁy Vv
Funktion von t, unabhingig von ¥=-const. =hw Funktion von # unabhingig von t

1. Losung fiir x(t):

z(t) = Ae Wt

Planck-Einstein, fuwo(7)
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(—%A + V(F)) o(r) = Ep(F)  « : Zeitunabhéngige Schrodinger Gleichung

Eigenwert-Gleichung eines linearen Operator mit:

E = Eigenwert

¢ = FKigenfunktion

U (7 t) = o(7) - e~ ™! : stationdirer Zustand.

|W (7, t)|? ist unabhiingig von der Zeit.

Schrodinger—Gleichung = Zeitentwicklung der Wellenfunktion W

Zeitunabhéngige Schrodinger—Gleichung = stationdre Zusténde und deren Energi-
en.

Im Allgemeinen gibt es mehrere Losungen
Hpn(7) = Enen (),
stationiire Zustéinde: W(7,t) = e'Ent/hy, (F)

Dann ist
V() = D enpa()e /" 4
1

Losung der Schrédinger Gleichung.
|W (7, t)|? ist im Allgemeinen zeitabhingig, Beispiel: ¢; = co = 1

. Byt

7 ’LT

s B _
W|° = |ere™"h + e

= |@1]> + |@a|?® 4 Interferenzterm (ist zeitabhinig)

Spéter: Jede Losung der Schrodinger-Gleichung kann auf die Form (5) gebracht
werden.

1.4.2 Stufenpotentiale (qualitativ)

Idealisierung von Grenzflichen

Seite 11
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A
Rechteckpotential a
0 > X
A
realistisches
Potential b
0 / > X
Kraft 1 F —

i )

O o

\/ N
klassisches Teilchen: liuft von links nach rechts iiber die Stufe, solange E > Vj. oder

wird reflektiert fiir £ < Vj

Stationdre Schrédinger—Gleichung

<_h2d2 + V(x)) o(x) = Ep(x)

2m dx?
2 m
(e (B-V@)et@) = 0

Analogie zur Optik: Ansatz fiir elektrisches Feld:
E(7,t) = eB(z)e !
Wellengleichung im Medium:

d2 n2 d2 —iwt

(4 + ) Bl@) =0

c2

fiir grofle n — kleine Phasengeschwindigkeit
2,,2

Analogie in QM: %”(E —V)any

c2

2(>0 transparent : Glass
n (<O) = (totalreﬂektierendes) Medlum’ z.B. (Metal

etk | =2y/n2 n?>0

Ausbreitung: )
g { eﬂ:zgm Q:%‘/HZ n2<0

Beispiele:

Stufe :
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AV(x)

n? klein

n? grof3

Xo

Brechungsindex:

ny = inmE
hw
C
ng = a\/ 2m(E — ‘/0)

E>Vy = n?>n3>0

Teilchenreflexion an der Grenzschicht zwischen zwei Medien. klassisch: Teilchen
lauft langsam weiter.

Vo>FE >0 n? > 0; n3 <0

ng = zé 2m(Vp — E)

Totalrefexion, aber Eindringen in die Grenzschicht.

Barriere :

AV(x)

Y

® D) @m

Optik: Welle dringt von (1) nach (2) ein, wird dort geddmpft (ein Teil wird auch
reflektiert), lauft bis zum rechten Rand, und dort zum Teil weiter.

Topf :
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A V( x)

Xy X3

— LB

klassisch: beliebige Energien sind zuldssig

Optik: oszillierende Wellen im Bereich (2)

Dampfung im Bereich (1), (3), stehende Wellen nur fiir diskrete Werte von k. E > O
klassisch: teilweise Transmission jedoch keine Reflektion bei: Luft| Glas| Luft

1.4.3 Stufenpotentiale (quantitativ)

Ausgangspunkt: (% + %(E - V(az))) o(x) =0
V stiickweise konstant.

1. E>V o(x) = Aeth® 4 Ale~tke
A, A’ komplex, beliebig
h2k2 E-V

2m

2. E<V p(x) = Be®® + Be™ 9" mit —(29)2 =V -

m
3. E=V o(r)=c+dx
Anschlussbedingungen bei der Sprungstelle:
1. ¢ ist stetig an der Sprungstelle

2. WU ist stetig an der Sprungstelle

E

3. e W(ao +2) — V(a0 — ) = 5 (V(zo +¢) = V(zo — 2) pla0)

Ersetze den Sprung durch glatten Ubergang in einem Intervall < —e,e >

A V(x)

I—— L

Xo

> X

Seite
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integriere die Schrodinger Gleichung von g — € bis zg + ¢

xo+e€

d? e om
/dxq)(:v) =— [dx |(Ve(z) - E) ®(x)
dx? zo—¢ h2 —_——

beschrénkt sei beschrénktd ;)¢
d d
li —o — | —P(zo — =
() ()
1. Ableitung ist stetig (gilt nicht bei oo hoher Barriere)
2. = Funktion & ist stetig

3. Schrodinger Gleichung: %cp(wo +e)— d%(p(mo —¢€) = QE—TQ” (V(xo+¢e) —V(zg —€)) (xo)
(plus Terme O(¢))

AV ist lime_o (V(zg+¢) — V(zg —¢)) = %AV(wo)w(mo)
ist automatisch erfiillt, wenn (1), (2) gilt und k, o korrekt gewéhlt werden.

Wenn Barriere oo hoch ist = ¢ stetig; verschwindet im verbotenen Bereich. Anschluss-
bedingung: ¢(z¢) =0

A V(x)

@ 0,

X0

1.4.4 Beispiel: Stufe bei 20 =0 FE >V}

A V(x)
X € Xg
in(1): k= 2212}5 — Dy(x) = AyethrT 4 Al emihe
in (2): ko = % N @2(33) —_ A2€ik2x + A/Qe_ikﬂ
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1. Ay + AL = Ay + A
2. k1(Ay — A) = ko(Ax + A))

3. folgt aus (1),(2) (nachrechnen!) 2 Gleichungen mit 4 Unbekannten = ?

/

e Normierung ist irrelevant, bleibt unbestimmt. Entweder nur Verhéltnisse: fﬁ ; % ;o
1

oder wir setzen A1 =1

e in (2) nur auslaufende Welle = A, =0 Randbedingung

In (1) einlaufende und auslaufende Welle (= reflektierte Welle)

Al k1 — ko
1),(2)(A = 0) = =1 = :
(1),(2)(4 = 0) T = iR
Ay 2k
Al Rtk
Wihle A =1 . A
(p((r) _ ezklac _|_A Zi—?—lﬁ; e—zkuc <0
k12-}i€-1k2 eiha z>0
2
Reflexionskoeffizient: R = ﬁ;ﬁg
2
Transmissionskoeffizient: 1" = kf_’ilkz) : (%) = %

[bild]

2

<ﬁ) = Verhéltnis der Geschwindigkeiten

— (k1—Fk2)? dk1ks
R+R=1 (k1+k2)2 + (klﬁkj)g =1

1.4.5 Stufe £ < V)

2m(Vo—E)

:>]{32—>iQ2:i 72

Dy = Boe®?? 4+ &y = Bée_gzx

Forderung: By = 0 wegen expotentiellem Abfall im verbotenen Bereich.
Losung wie oben mit ko — 202,

ikix ki—io2 —ikix
ga{e% +7k1+i926 x <0
_2k1  ,—pox
Trtias € x>0

Transmission = 0; ¢ — 0 fiir z — 400
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. 2
ki—iga |” _

= kit+ioa | T

)

ki—ioy __ —2i5
k1+io2

d = arctan ]i—?
1

1.4.6 Potentialtopf

Vo< FE<QO
AV (x)
a
2 o "3
> X
® @ @
-V,
b = Biet+ Ble e
¢3 = ﬁg@gw + Bée—gx
¢y = AQGQ:C—FA,QG_Q:C
mit
—2mE —2mkE

>0

1 Teilchen: = quadratintegrable Losung Bz = 0 [dz|®(z))* =1 B, =0

4 Konstanten - 1 Normierung - 4 Anschlussbed.: = System ist {iberbestimmt, hat

nur Losung fiir bestimmte diskrete E bzw ¢ oder k.

Anschlussbedingungen: bei x = —%,

@ stetig Bre %7 = Aye "2 AletF2
¢ stetig oBie %% = ikAye "7 — ikALe*s

Seite
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4 = B (’“ - 9) (k-0

2ik
k — 0 - a
A — B (! (—ik—0) 3
2 1( 2ik )e ’
4= (L) e | 4 = (U52) e obei y = +3 (5)

identisch fiir p — —p a— —a

a) Normierung bleibt zunéichst unbestimmt

b) Gleichung Gl. (5) und GI. (5) kénnen zusammen nur fiir bestimmte Energien

. 2
o . tk—o " _ 2ika
erfiillt werden: — <zk +Q> =e

Eigenwert—Gleichung fiir £ bzw.

—2mE —2mFE
BN R, B

Zwei Losungssystem:

ik —o e'ka ka Y
Eto == { —ika 5 = arctan
Potentialtopf ££ < 0
Nur beschrankte Zahl von Lésungen.
Ansatz: ¢ = Biet® r<—%
p3 = B26'—gx ' x> %
Y9 = Agelkx + Aéeizkx —% <z < %
AV()
a
= 4=
2 0
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4 Anschlussbedingungen fiir By, Bg, Ag, Af
Zunéchst nur Verhéltnisse festgelegt = System {iberbestimmt
= Gleichung fiir E;

. _ _a. & _ zk+g ika
Anschluss bei x = —3: A= <ik,g) €
_a Ay _ [tk—o\ —ika
T = A;—‘<m+g)e

. 2
k— _ ik
<2k+§) — 621 a
Eigenwert—Gleichung fiir E mit k = /22 (Vo + E) , 0 = /22 (—E)

Aus der Form
. 2
<Zk—g> '€2ika:1
tk+ o

= Zwei Losungssysteme: Gerade und ungerade.

sieht man, dass % = =41 ist.
2

k-o_ +e* und — e
tk+ o
Etwas trickreiche Algebra fiir den ersten Fall (+e**®):
kt+io _ g
— =e
k—ip
~——
Betrag =1

mit tan§ = £; oder § = arctan £

Q20— ika
o0 —  gika/2
ka
" 9= arctan 2
2 k
2= tcm%“
Umformung;:

1 ka 2 k2 2 2mVo k2
ittt e R
cos? % 2 k2 k2 k2 k2

Mit ko = 2350
‘ ka| _ k ka de L&
cos G| = 7= tan 5+ > 0| gerade Losung

Seite 19



Theo D — Kiihn — Mitschrieb SS 2005

Aus <;£;g> = ek folgt:

ha|
2

: k ka ..
‘sm To tan 5t < 0| ungerade Losung

A
n/a 2n/a 3n/a  4nja ko 5m/a

Fiir diese Wahl von kg gibt es (g) Losungen vom Typ (g) . Aus k folgen dann Ay, A, By, Bj.

Mit wachsendem ko; (Vo) erhalten wir immer mehr Losungen und die Werte fiir £ liegen
approximativ bei n(%).

Fiir Vj — oo: unendlich tiefer Topf

kn=n(%); En= ﬁ(%)Q

Fiir beliebig kleine ko gibt es immer noch eine Losung. (Schnittpunkt mit cos)
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2 Mathematische Hilfsmittel

Wellenfunktion ®(x,t) ist sehr spezielle Beschreibung eines Systems.

|¥|? = Verteilung als Funktion von x

|¥|? = Verteilung als Funktion von p

Alternativ: Angabe von E, fiir gebundenen Zustand, oder: Mehrere E, und relative
Amplitude falls UBerlagerung verschiedener Energie-Eigenzusténde vorliegt.

Im Allgemeinen viele Moglichkeiten (Messgroflen, Observable) fiir die Charakterisie-
rung. Umgekerht gibt es verschiedene Moglichkeiten die gleiche Messung zu beschreiben:

7.B.: Erwartungswert des Impulses:

0= [ @ Wi = [ do v () v

]

Ziel: Abstrakte Beschreibung eines Zustandes (statt Bahnkurve in klassischer Mecha-
nik) als Element eines Vektorraumes (genauer: eines Hilbertraumes) und der Mess-
grofe (= Observable) durch hermitische (genauer: selbstadjungierte) Operatoren
unabhéngig von einer Basis. Die Messung entspricht Matrixelement dieses Opera-
tors.

2.1 Wellenfunktionen als Zustandsraum
2.1.1 Zustandsraum §

{ Quadratintegrable Funktion } = L?

Hier oft zusétzliche Einschrinkungen, abhéingig vom Problem (z.B. stetig, differenzier-
bar, beschrénkt oder nur in einem Intervall # 0, ...)

& = { geniigend regulire Funktionen € L? }

e § linearer Raum — Superpositionsprinzip
U, U, e =T =0T+ 0y €Fda ]‘11]2 ebenfalls quadratintegrabel.
Beweis: [U[2 = [A1]?[W1]2 + [A2]?[Wa]? + 2R{N AT U5}
< A2 ([ ]2 W2[?)

= fdx |\If|2 < |>\1|2[dl‘ |\I’1|2+

e Skalarprodukt

(0, ¥) = [dFf *(7) ()

Es gilt (o, ¥)* =W, p)

= (W) ist { anear, b beziiglicn { ¥ |

dh (@, A0) = A(p, V) (A, ¥) = A (p, V)
Falls (¢, ¥) = 0 = ¢, ¥ sind orthogonal
Ferner: (¢, V) =0< ¥ =0

(¢, \IJ)% = Normierung = ||¥||
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Schwarzsche Ungleichung

(W1, W) < ([0 - [ W2

v v, \2
Beweis: Betrachte <H‘1’1| + a2 ) >0

e Lineare Operatoren:
Lineare Abbildung A : pA¥ mit ¥, p € §
AMYL + AaWs) = M AT + A2 AV
Beispiele:

— Ortsoperator X= Multiplikation der Wellenfunktion im Ortsraum mit x

X V(z,y,2) = 2V (z,y, 2)

— Ableitungsoperator:
d
-Dx \I’(I‘, Y, Z) = %‘1}(1") Y, Z)
— Paritétsoperator:
II lll(x’ Y, Z) = \I’(—CC, -Y, _Z)
— Hamiltonoperator:
hA
H \Ij(xv Y, Z) = <_2 + V(.ﬁl?, Y, Z)> ‘IJ(:I"’ Y, Z)
m

Anmerkung: Der Operator A ist i.A. nicht fiir alle Zustinde definiert, Bsp

. — a_1
dazu: ¥(z) = \/ga+\x|
[dz |¥(z)|> =1 aber [dx ¥*(z)¥(z)x
— Produkt: AB definiert durch (AB)¥ = A(BY)

iA.: AB # BA
[[AB] = AB - BA|
Bsp: [z, Dy]
d d d
[z, Dy ¥(7) = (xdac - dxx> U = (dm > — %(m‘ll)
- v
— [z, D,] = —1 oder [z, th] = ih
——
P
[:Eap] = ih
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2.1.2 Orthonormierte Basis

e Vektor wird charakterisiert durch seine Komponenten beziiglich orthonormaler Ba-

sis {u;}

u;(F) €§ 1=1...n (oder eventuell co)

(us, uj) = 0;; < orthonormiert

{u;} ist ,Basis®, wenn jedes ¥ € § geschrieben werden kann als

() = S (crui()-

e Berechnung der ¢;:

ausfiihrliche Schreibweise Kurznotation

\I’f‘):ZciuiF) U =75 cu
/dr ui (M)W (r) = ch/dr wi(Pui (7)) (ug, O) = 37, ci (ug, uq)

bsj dij

/dru() (7) = ¢; (uj, ) = ¢;

e Skalarprodukt in Komponentenschreibweise

ausfiihrlich kurz

p=> Gu(f); V(i) = chuj 7)o =23Gu; V=3 cu;
7

/dr ©*(F)U(7) ZG*CZ (p,U) =>". G,

speziell (U, ¥) =3, |Ci|2

Analogie zu Basisvektoren €1, &, &3 in R3 ist offensichtlich.

o Vollsténdigkeitsrelation: Jede Funktion ¥(7) € § kann dargestellt werden in der

Form

Seite
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\IJ(F) = chuz(f’) U = El C;Uj

— —

= 2w (Puilr') = 6(7 = ')

2.1.3 Ebene Wellen und andere verallgemeinerte Basiszustinde

(nur eindimensional)
Ebene Welle: v,(z) = J;rfheipw/ " nicht normierbar; p= Index

Zerlegung eines Wellenpaketes nach ebenen Wellen = Entwicklung nach Basis {v,}

Fourier—Transformation:

) = dp = eipa:/h
o) = [ b

= / dp  W(p) vy
A SN
ﬁzl ﬁci iui
= Darstellung des Vektors

Umkehrung:

= Berechnung der Koeffizienten

Parseval’sche Gleichung

Seite
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Vollstandigkeit: >, u;(x)u} (z") = d(2’ — )

Hier:
etz /h e~z /R
d = — =z
/ P ( 271'71) ( 2mh ( )
Orthonormiertheit: p
T —ipz  ip'a
(vp,vz’)) %e R =6(p—p)

in Analogie zu J;;

Entsprechendes gilt fiir den Ortsraum mit der verallgemeinerten Basis {{z,(z)} mit

fmo (.’L‘) = 5(1‘ - xo)

e

Aufgabe: Entwickle &, (z) beziiglich v, und umgekehrt v, beziiglich &;,(z). Wie lauten
Vollstandigkeitsrelationen und Orthonormiertheit fiir {{}7?

Verallgemeinerung auf beliebige konstante Basis {W,}

(Wa, Wy) = 6(a — )

orthonormiert

[ da Wo(z)W2(2') = 6(x — ")) vollstéindig

gemischte Basis (Bindungs— und Streuzusténde)

{uj,we} ; i diskret, « kontinuierlich
(ui,uj) = i

(wom wo/) = oo
(uj,we) = 0

Vollstandigkeit:

Zul(x)uj(:cl) + /da We (z)w

*
«

(') = 6(x — ')

Seite
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2.2 Dirac—Notation
2.2.1 Einfiihrung

Zustand eines Teilchens kann charakterisiert werden durch ¥(7) oder durch Komponen-
ten beziiglich einer Basis.

Basis ‘ Index ‘ Komponenten ‘ U (7) ‘ Bezeichnung

ui(7) i Ci > Cii(7) allgemein

vg(T) P (7 [ dp @(ﬁ)vﬁ(F) Impulsdarstellung

) 70 U(rg) [ droW(r9)E7 (7) | Orstdarstellung

wg, (T) n Cn Y CrWE, (T) Energiedarstellung fiir gebundene Zustinde

Analogie zum Vektor in Rj:

ai
a=1\| a | = E a;€;  beziiglich Basis €1ésé3
as %
Basiswechsel: neue Basisvektoren: €; = O el

~—~—
orthongonale Matrix

- —

a=>_;a;e; wobei a; =3, ai(e_;-, €)=>,0a e_;.Oe;
~——

a hat Bedeutung unabhingig von Basis.
a - b liefert das gleiche Resultat in jeder Basis.

2.2.2 ,ket” und , bra“ liefert Bracket

Abstrakte Beschreibung eines Zustandes ohne Bezug auf Wellenfunktionen.

a) ket = Element der Zustandsumme symbolisiert durch (a| charakterisiert den Zu-
stand ohne Bezug auf Basis.

b) ,bra“: Zu jeder ,ket“ |p) gehort eine ,bra* (p| die zusammen mit einer beliebigen
wket“ @) eine komplexe Zahl definiert:

(p|¥) = komlexe Zahl

(entspricht dem Skalarprodukt wie in Abschnitt 2.1)

Es gelten fogende Rechenregeln:

()" = (Y]p)
(AT 4+ XTs) = Ai{p|V1) + Aa(p|P2) linear
(A1 + A2 U) = A[{p1|P) + A5(p1|¥) antilinear
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2.2.3 Lineare Operatoren

A|W) ist wieder ,ket“, |[AU) und (p|(A|V)) einerseits Skalarprodukt von (¢| mit dem
,ket® (A|W)), andererseits kann es als Matrix interpretiert werden.

Beispiel fiir linearen Operator:
Gegeben sei |¥1) und (p1] (fest gewdhlt). Dann definiert |¥;) (1| einen linearen Operator
auf beliebige , ket“ |¥) durch

(V1) (o1 W)

Analogie fiir Vektoren:

al b1
; : : a-b= Z a; - b; Skalarprodukt
an by, i
bl b1a’1( b2a§
ba* = : (af ... ay )= : :
bn, bpay ... ... bpal

Projektor:
Es sei (¥|U) =1
Py = |¥)(¥| Operator

Pylp) = |)  (Y]p)
Richtung Gewicht

Projektor auf 1 — P Unterraum.

Es gilt P2 = Py

Es seien [¥;)...|¥,) orthonormierte ,ket*, d.h. (¥;|¥;) = 0;; fir 1 < i¢j < ¢g. Dann
ist P =31 iic, V) (W] Projektor auf den durch [¥y)...[¥,) aufgespannten Raum.

Zeige dass P? = P (Nachrechnen!)

2.2.4 Hermitisch konjugierter (= adjungierter) Operator
A auf ket |U) liefert (A|¥)); ist wieder ,ket“.

Wirkung von A auf ,bra“ (p| (liefert ,,bra* (p|A ) ist festgelegt durch die Forderung:

((pA) [W) = (¢l (A]¥)) ¥V W
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und wir schreiben in Analogie zur Matrixnotation:
({0 A) [¥) = (o] (A[¥)) = (o] A|T)
Der zu A adjungierte (hermitisch konjugierte) Operator A™ ist definiert durch
(| ATIW) = (U|AT|p)*

in Analogie zu Matrizen: (M™);; = M;

Beachte: |AU) = A|¥)
(AV| = (U|AT  (wie (\U| = \*(¥])
Es gilt: AT = A (DAt =2AT
(AB)" = BtA*"

2.3 Darstellungen im Zustandsraum

Wahl einer Darstellung = Wahl einer normierten Basis
Zustande werden dann ,,dargestellt“ durch die Komponenten dieser Basis.

Operatoren : Matrizen
Zusammenstellung der wesentlichen Formeln (nur fiir diskreten Index):
{]ui)} orthonormierte Basis
Jeder ket |¥) kann geschrieben werden als |U) = >, ¢;|u;)
Es gilt V ¢ : P; = |u;)(u;| ist Projektor.
2ubi=1

Beispiel:  (p|T) = (p[1|T) = <90|ZP¢|‘I’>

= D (i) (i )

)

ket |U) in der durch {|u;)} festgelegten Dastellung entspricht der einspaltigen Matrix:

(u1|¥) c1
(ua|¥) | = [ e

bra (¥| in der durch {|u;)} festgelegten Dastellung entspricht der einzeiligen Matrix:

(((Pw) (Plug) ... )=(cf & ...)

Seite
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Operator A A;; = (u;|Aluj)
Produkt von A mit |¥) : A|¥) in der durch {|u;)} charakterisierten Basis.

W) = A¥)

o o
G = E :AUCJ
J

Basis—Wechsel = ,Wechsel der Darstellung*
Ubergang von Basis {|u;)} zu Basis {|t;)}
Regel wird festgelegt durch die Komponenten jedes der neuen Basisvektoren beziiglich
der alten Basis.

) = Y (wiltr) |ui)

t Komponenten von ¢ beziiglich u;

Si (u;|ty) Transformationsmatrix

(S)ii (Sik)" = (trluwi)

S ist unitir: SST=5tS=1

Beweis: (SS+)1-]- = > p(us |te) (tk| us) = (us|u;) Neue Komponenten
—— ——’
=1 57;3'
o von ket: (tx|¥) =>.(ST)ki ¢
e von bra: (p|tg) = >, b Sik

2.4 Eigenwert—Gleichungen / Observablen
2.4.1 Eigenwerte / Eigenvektoren
APy =\ | W)
~
Eigenwert p;senvektor

2 Falle:
A ist einfacher Eigenwert < der zu A gehorige Eigenvektor ist eindeutig festgelegt.

\ ist g-facher Eigenwert < linear unabhingiger Eigenvektor zu A : [¥%);i = 1...g Diese spannen
Eigenwertgleichung in bestimmter Darstellung

AlT) = M)
ci = (uw|¥);  Aij = (wilAluy)
(wild 1) = AMui|¥)
> lug)(uy

Zj Aijcj = )\Ci

2.5 (Aij = Adij) ¢; =0
—_———

>0 Mije;j=0
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Homogenes Gleichungssystem; hat nur Losungen # 0 wenn Det (A;; — Adj;) =0

,odkulargleichung*
Fiir N x N-Matrix = Gleichung N-ten Grades fiir A = N Wurzeln, reell oder komplex,
einfach oder vielfach. ¢; ist fiir festes A Losung der komplexen Gleichung.

Fiir hermitische Operatoren gilt:
Falls die Sakulargleichung die Wurzel A n—fach hat, so gibt es n linear unabhéngige
Eigenvektoren zu A.

2.4.2 Observable

Im folgenden sei A hermitisch
= Kigenwerte reell

Denn es gilt: A|¥) = \|U) fiir Eigenvektor |¥)
(V[A[D) = XNY[P)
N(UIW) = (U]A|D)* = (P|AT|D)
da A hermitisch = (V|A|U) = \(V|T)

Ferner: A|y)

WAy = (@AY = (elA) = Nl

Definition von A+ A hermitisch

MUp) = | (V]A = \(V|

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten stehen orthogonal aufeinander.

AlW) = AW); Alp) = ple); AFp
B Me|¥) Wirkung nach rechts
(lAfw) = { Ap|¥)  Wirkung nach links

S AEu = (el =0

Endlich dimensionaler Raum, hermitische Matrix:

{Eigenvektor} = Basis

Hier: Forderung: Hermitischer Operator O dessen Eigenvektor eine Basis bilden = Ob-
servable.

D.h. Jeder Zustand kann entwickelt werden nach Eigenvektor von O.

Bsp.: Hamilton Operator: Energie-Eigenzustédnde sind vollstandig.

Behauptung:

’Falls [A,B] = 0 = 3 Orthogonale Basis mit Basisvektoren die simultan Eigenvektoren zu A und B sin

Vollstéandiger Satz von Observablen A, B, C, ...

1. Alle Operatoren vertauschen untereinander
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2. Das System der Eigenvektoren ist nicht mehr entartet, d.h. zwei Eigenvektoren zu
A, B, C unterscheiden sich in wenigstens einem Eigenwert. Die Eigenvektoren sind
eindeutig durch ihre Eigenwerte charakterisiert.

Beispiel: Eindimensionales Potential x oder p
x oder p
Eindimensionale Box [Bild]  k, oder Energie
ky, =122

a
Anmerkungen:

e Wenn O mit allen Operatoren eines vollstéindigen Satzes von Operatoren vertauscht,
so ist O eine Funktion dieser Operatoren.
Beispiel: 1-dimensional [O, z] = 0, dann ist O eine Funktion von x.

e Zusténde ket (oder bra) werden oft durch die Eigenwerte eines vollstdndigen Satzes

charakterisiert.
|p) ebene Welle mit Impuls p

|Eq) Grundzustand des Hamilton Operators (1-dim. Problem)

In,l,m) Energie-Eigenzustand mit FE,, ~ n?, mit (Drehimpuls)? = (I + 1)h%, und I, = mh
Impuls: {Eigenzustinde |po)} = Basis;  (polpy) = d(po — pp)
Impulsdarstellung: (po|¥)¥(p)

Ort: {Eigenzustand: |x)} = Basis  (z|2’) = d(x — 2’)
Ortsdarstellung: (z|¥) = ¥(x)

Energie: {Eigenzustand |E,) oder |n)} = Basis
Energiezustand (E,|¥)

e Funktionen eines Operators: f(H)
Entweder: Wahle Darstellung, in welcher A diagonal ist.

a
a2

(i|Alj) = aidyj =

fa) 0 0 0
0 a 0 0
dran = fass = | TS
0 0 0 flan)
Falls f(u) =), cyu™, dann f(A) =", c, A"

Wichtige Beispiele:
P sei Impulsoperator, a Konstante

eiaP/h
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Impulsdarstellung:
(pole’ ™ Mlpo) = € P/P5(pfy — po)
(pole™P/M @) = [ dppy (pole’™"|p") (p'| )
eiaP/h\Tj(pO)
Ortsdarstellung:
A a 1 a
iaP/h ~ jag- _ S Y \n
© —er = Z n! (adx)
, 1, a
iaP/h _ / B Pl Y DA
W = [l @S g )

Jda! 27 (x|

Hamilton—Operator in Orts— bzw. Impulsdarstellung

H= % + V(x); p = Impulsoperator & = Ortsoperator

e Ortsdarstellung

d
<330|P2’i156> = (Zh%)25($0—$6)

(wolV(x)|zg) = V(x0)d(xo — ()

() = [ dapirollat)(rh|w)

b Ly GV 4+ V (@)l — ) V(e
2

g )+ Vi) ) (o)

d

8

——

dxo

Il
A~
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e Impulsdarstellung

(polP?Ipo) = p5d(po — po)
(polV (x)|po) = /dl‘l dra (polz1) (z1|V(x)|z2)  (22lpp)
—_—— ——— - —

= /dl‘l dzo Vpo(xl)* 5(1’1 - $2) fo)(x?)

— @ei(p{)—po)m/h V(x1)

2hm
= V(po—po)/V2rh
2 /
Py = dp" -, AV
(po|H ) = —¥(po)+ (Po — po)¥(py)
N 2m /2 h
[pg) (p6| "

’ (po|H|¥) = E{po|¥) ‘ Integralgleichung

3 Postulate der Quantenmechanik

3.1 Aligemeine Prinzipien
Zwei Jahre Intensive Diskussion 1925/26 (Kopenhagener Interpretation)
Klassisches mechanisches System:

Zur Zeit ty: Zustand festgelegt durch die verallgemeinerten Koordinaten g¢;(to), pi(to),
Bewegung im Phasenraum.

(Bild - beliebiger Zeitpunkt: g;(t),p;(t) aus den hamilton’schen Gleichungen)

Quantenmechanik

o Zur Zeit to: Zustand festgelegt durch |U(tp)). Jede Messung wird beschrieben durch
die Wirkung eines Operators der auf ¥(ty) wirkt. — ,,Observable“

e Messung — Eigenwert von A
z.B. Energieeigenwerte, Spin bei Stern Gerlach

e Wabhrscheinlichkeit, den Eigenwert a,, zu finden (ohne Entartung)

P(an) = |{un|¥)*

-----

Falls A kontinuierliches Spektrum:

Dichte dP(a) = |(vo|®)|? da
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Beispiel: Dichte im Ortsraum:

dP(z) = (z|®)]*de = |V (2)|* dx

dP(p) = |(p¥)[*dp =

,Reduktion des Wellenpaketes*
Nach der Messung ist das System (Wahrscheinlichkeit 1) im Unterraum, der durch a,
chararkterisiert wird:

P,|U
= V(PP P)
P, ist der Projektor auf den durch a charakterisierten Unterraum (falls keine Entartung
P = |ug)(unl).

Beispiel: Ortsmessung
Teilchen zwischen oo hohen Winden im Grundzustand:

(3 Zeichnungen)

Teilchen nicht mehr im Energiegrundzustand. Uberlagerung von allen Energie-Eigenzusténden.

Anmerkung: Sukzessive Messungen von Observablen aus vollstindigem Satz fithrt auf
einen Zustand, der Eigenzustand zu all diesen Operatoren ist. Der Zustand ist dann
eindeutig festgelegt.

Zeitentwicklung: |ih:g|W(t)) = H(t)|U(t))

In der Quantenmechanik werden Observable haufig aus klassischen Groflen dediziert:

In Ortsdarstellung: = — X

d
P =ih—
b= Zda:

alle anderen Observablen, die klassische Funktionen von z und p sind, werden durch diese
Substitution gewonnen. = ,, Korrespondenzprinzip*

Erwartungswerte (diskretes, nicht entartetes Spektrum)
Einzelne Messung liefert einen der Eigenwerte a,, mit der Wahrscheinlichkeit
P, = |<un’\11>‘2

viele Messungen: Z anPp, = Z(W [t ) (U | )
n n T/
= (V]A]Y)
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Schwankungen um den Mittelwert

[0)(AA)? = | W) (A — (U] A|P))* | W)

Heisenberg’sche Unschérfe-Beziehung
Ausgangspunkt: [Q,P] = ih

Trick: Betrachte |p) = (Q +i\p) |¥)
~—
beliebig

0 <({plp) = (¥] (Q+iAP)(Q—i\P) |¥)
Q%+ \2P? +i)NQP — PQ)
[Q,P] = ih

0 < (¥]Q?|¥) + A2(U|P?|¥) — Ah (U|P) VA
=1
Wihle A = 2(P?) ; (P?), = (V|P?|¥)

(@) (P)y 2%

Gleichheitszeichen gilt nur fiir Gau3—Paket.

3.2 Schrédinger Gleichung / allgemeine Resultate

L d
ih— V(1)) = H(T)[(2))
Fiir gegebenes |U(tp)) liegt |¥(¢)) fiir alle ¢ bekannt.

3.2.1 Erhaltung der Wahrscheinlichkeit

Boweis: 4 (W(1)[¥(1) = [Z(\If(ﬂl] () + ()
_—————
%‘I’:—#(‘I’W(t)
= = 0

Im Ortsraum:

/df’ |W(7,t)|* zeitlich konstant = 1
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3.2.2 Wahrscheinlichkeitsdichten und Stréome

p(it) = |U(F¢)f
- = _ h * *
) = 5 (\If VU - VT )
Plausibilitit:
L, P _hT
V= —=—-—
m m

Klassische Stromdichte = Dichte - Geschwindigkeit

Fir ebene Wellen:

U(Ft) = AelPrEO/R
=p = |4
- D h 17
— AR _(_® — A2 £
J = (ﬁ < h 2ma = m
~—~

Lokale Erhaltung

Elektrodynamik:
0 o VR
ar p(r,t) +V J(T7t) =0
ot ~~—~— ——
Ladungsdichte Stromdichte
Hier:
L L (\I/*V\I/ mpvqf*)
ot 2mi
( 6

) U4 (;\P> + 2—:;2 (v\p*v\p LUV — GOV — \N?\y*)

h

- 0 h
_ * 2\Qy% AR v 2 —
B <8t\11 2mv v > v <8t\1’+ 2mzv W) ~~ 0

Schr. GI. einsetzen

Schrodinger—Gleichung;:

0 n? -
h—0 = [——V? U *
i ( 2mV +V> |
0 n? -
_ \Il* — o 2 \Ij* \I/
Zhat ( 2mV —I-V) \

/o L (. - B
(D) e (2o )e] = v () o (L)
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3.2.3 Zeitliche Entwicklung von Erwartungswerten

(A) = (YA @)

d d d 0
5 A®) = S (TOIAEE)) + (TO)A] (1)) + (U (B)] 5, AP (1))
1 0
= YOIAHE@) + (W) 5 A(E)
= Diam) = o (AH)+ (o4
Insbesondere:
Falls [A,H] =0 und falls $A=0 = 4 (A)=0
Wiéhle speziell:
A =R Ortsoperator
A =P Impulsoperator
P Pl_.p
H = o +V(z) [R,H] = [R’Zm] = zhE
PH] = [PV(R)]="9V(R)
o) d
&R =0 ; aP =0
d _(P)t
= (R) () = e
d .
SR (@) = (VR

= Ehrenfest—Theorem analog zur Hamilton—Gleichung in der Mechanik
Beachte: (VV(R)) # VV ((R))

Klassischer Grenzfall:

(VV(R)) — VV((R))
2 —
- m% (R) = —VV((R))

3.2.4 Zeitliche Entwicklung von Zustanden

Konservative Systeme %H =0
Eigenzustinde / —werte zum Zeitpunkt ¢t = ¢

H[Wy(to)) = En|Vn(to))
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Definiere Basis {|Uy,(to))}
Zeitliche Entwicklung von beliebigem Zustand

(U(t) = eal®)|¥(t0))

n

DGL fiir ¢, (¢)

DY (jtcn@)) () = 3 )Yt

. d
ézhﬁcn(t) = Ency(t)
= cp(t) = cp(t)eEnlt=tol/n

() = D ealt)e 0 (1))

Wichtige Konsequenz: Falls nur ein ¢, # 0,¢, = ¢  O.B.d.A.

A0 = (@A)
= (W (tg)[ !B A0 M 1)
= (4) ()

Erwartungswerte dndern sich nicht ,,stationéire Zustinde“ < scharfe Energie
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4 Der Harmonische Oszillator (HO)

4.1 Einfithrung — H.O. in der klassischen Mechanik

Teilchen der Masse m im Potential V (z) = $ka?
(Bild Potential)

3 . . _dV _
Bewegungsgleichung: mi = — - = —kx

Losung: z(t) = xps cos (wt — @)

w = %; xy, @ aus Anfangsbedingung
Energie:
21 1
E=T+V = Qp—m + §mw2x2 = imme?\/[

Bemerkung: Die potentielle Energie U(x) vieler physikalischer Systeme hat bei x = z
ein Minimum.

Entwickeln von x = x

1
U(z) = U(xg) +U'(x0)(x —0) + = U"(20)(x — xo)2
—— —— 2 e——

konst. = 0 =0 konst.

(Bild U(x))

Beschreibbar:
e Oszillationen von Atomen im Kristall, Molekiil

e _Quantisierung® von Feldern

4.2 Harmonischer Oszillator in der Quantenmechanik
2
1
H = 2pfm + §mw2:p2
Klassische Groflen — Operatoren

Eigenwert—Gleichung H¥ = EWV im Ortsraum:

4.2.1 Analytische L6sung der DGL

5 — W - £
Setze T = x\/"°, €= 3
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-2

Verhalten fiir ¥ (%) fiir grofie & (> ¢)
Ansatz: G4 (&) = e*7

G+ (%) lost DGL:

d2
(dﬁ — %+ 1) Gi(2)=0

Fir grofe T ~ &+ 1~ % + 2¢
Normierbarkeit nur abfallende Losung.

= Ansatz fiir Gl. (6): U(z) =h(z)e” =

Einsetzen in GI. (6):

Losung mit Potenzreihenansatz
oo
h(E) =) apmd™*?
n=0

ap #0 (a; =0 fir i <0)
(m+p+2)(m+p+ Damiz = 2m+2p—3c+ 1)ay,

miz M OO % = Normierbare Losung nur, falls Potenzreihe abbricht.

am —
1.
m=-2 = pp—1)=0
= p=0; p=1
2.

|
2m+2p—2+1) ~ 0

1
:>5n:m—|—p+§:n

T
~——10| =

:En:hw(n—i—

einsetzen in DGL:

d2 d
( —29?:2A+2n>h(§;):0 n=0,12,...

dz? 3

Hermite DGL
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Losung: Hermite Polynome H,, (&)

~2 dn ~2
H, (% _ —1)e® . -z
(3) = (1t e
h
N, = mnly/—..
mw
Ho(y) = 1
Hi(y) = 2y
Hs(y) dy? — 2
Stationare Zustande des H.O.
‘%2
on(2) = Npe 2 Hy(2)
1
E, = hw<n+2> n=0,1,2,...

e A =F, — E,_1 = hw = konstant

o Fy= %hw heilt Nullpunktsenergie
Eigenschaften von ¢, ()

o (=) = (=1)"pn(2)

e ©,(2) hat n reelle Nullstellen

e Extrema liegen innerhalb der ,klassischen Grenzen*

4.2.2 H.O. Algebraische Losung

Def. dimensionslose Grofien

. mw R 1
Tr = —X =
h P \/mﬁwp
~ H 1,5, 4 _F
H=—= 2(3} +p) €=
[&,p] =i
Eigenwertgleichung;:
Hlpy) = Ey|pu)
1 1
2( p) 2( )
1 7
Z - T /\_ [ Ti ]
T = a+a = a —a
glata)  P=15

Eigenschaften von a, af
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1.
t oo
aal| = Sl+ipa—i
o
= Sl +ilp,a])
=1
2. 1
N :aaT:§(£2+ﬁ2—1)
Besetzungszahloperator
3. . 1
H=dla+-=N+=
aa+2 —1—2

= Eigenzusténde von H sind auch Eigenzustdnde von N und umgekehrt.
= Losen von H|p,) = E,|p,) ist dquivalent zur Losung von N|p,) = v|p,)

Eigenschaften von N

1.
[N,a] = [aTa,a] [AB,C] = A[B,C] + [A,C] B
= [aT,a]a:fa
[N,aq = df

2. Eigenwerte v von N v >0

0 < [|(ale))l
= (apylap,) = <<,01,|aTa|<p,,> = (wu|Nlpw) = v {pu|ew)
~——
>0
=v>0

e niedrigster Eigenwert > 0

e Falls v > 0= alp,) =0

3. Sei |¢,) Eigenzustand von N zum Eigenwert v — 1, alp,) ~ [p,—1) = al|p,) ist
Eigenzustand zum Eigenwert v+ 1, aflp,) ~ |o,11)

Na'lp,) = (af +a'N)|p,) = (v + Dal|p,)
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Analog fiir a|e,)
Richtige Normierung |p,) sei 1. Normiert (p,|¢,) =1

<aTg0,,\aT<pl,> = <<,0,,|aaT|<p,,> = <g01,|aTa + 1ww) — (v + 1) {pulpw)
= aT|‘:0V> = Vv+1py1)
a|901/> = \/ﬁ‘¢u71>

Falls eine Eigenfunktion bekannt ist erhélt man alle anderen sukzessive.

Anwendung von a und a':

|’ ”> T|’ n 1> (”T)n’#o>
\/ﬁ V 7’1,!

Eigenwerte v von N sind € Ny
Annahme: Es gibt  mitn <o <n+1 né€ Ny

N(a"|¢n)) (IN;a] = —a;  [N,a"] = —ag)
= (Z—n)a"(es)
>0
N(@es)) = (@-n-1)a""
<0

D.h. wir haben

1
= Hlpn) = hw<n+2>|§0n> n=0,1,2,...

Interpretation von a, al:
a' heiBt Erzeugungsoperator
a heiffit Vernichtungsoperator

(Bild: Parabel n= 0, 1, 2, 3)

. Eigenzustdnde des Hamiltonoperators:

Besetzungsdarstellung

1,
a:72(w+zp) alpo) =0

Im Orstraum: ) p
la) = (alalg) = 5 (2 + 2 ) @l

vo(Z)

S
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Losung: ¢o(2) = Noe#/2

Angeregte Zustinde:

(zln)

Explizite Form von H, N, a,al, &, p
Besetzungszahldarstellung |p,) = |n)
(m|Nn) = ndmn
0 0
1
= (N) = p
0
1
o= ho(N+g)
1/2 0
=H = hw 3/2
0 5/2
a'ln)y = Vn+1jn+1)
<m|a”m> = Vn+ 16m,n+1
0 0
vl 0
al = V2 0
V3
0 0
0 V1 0
0 V2
a = 0 V3
0 0

Hinweis:

Berechnen Sie afa und vergleichen Sie die Spur und Determinante auf der linken und
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rechten Seite.

0 V1 0

Vi 0 V2
i“:i a+al i«:i V2 0 V3

2(+ ) () V2 V3

0 0

0 —V1 0

Vo0 V2
N 08 S o b V2. 0 —V3
P \@( ) (P) 7 y

0 0

4.3 Diskussion der Resultate
4.3.1 Erwartungswerte

Fiir stationdre Zusténde (Energieeingenzustinde) gilt (z) = 0; (p) = 0 fiir alle Zeiten.
(n]2?|n) wichst mit n und entspricht genau dem Wert, welchen man als zeitlichen Mit-
telwert von z2 bei klassischer Bewegung erhalten wiirde. (Ohne Beweis)

Analog fiir p?

4.3.2 Qualitativer Beitrag zum Grundzustand
Klassisch: t =0, p=0, E=0 Vt

Quantenmechanik: Wellenfunktion ist ausgedehnt iiber Bereich ~ & ~, (V) ~ %muﬂ{?

Erwartungswert (p?) ~ ?—; (Unschérferelation)

2
= Kinetische Energie: (T) = (?) _ w2

2m  2mé&?

h2
- 2mé&?

1
(H) + imw2£2
(H) wird minimal fiir €2 = -~ und man erhilt (V) = (T) und (H) ~ hw als korrekte
Groéflenordnung

4.4 Dreidimensionaler Harmonischer Oszillator in kartesischen Koordinaten
P2l _ "
[ =F

[2m + Qmw R ] »(R) ©(R)

~~

H=H,+H,+H, mit H, = 22 L4 122

~ 2m da?

Es gilt weiterhin
[Hxv Hy] =05 [nyHz] =0; [Hya Hz] =0

konnen gleichzeitig diagonalisiert werden; Problem entspricht drei ungekoppelten harmo-
nischen Ostzillatoren.
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—

Ansatz: p(R) = () + ¢y (y) + ¢2(2)

Hyp = (Hy + Hy + H.)p = Hypppypr + Hyprpypr + Hyprpy
Hx@x Hy(Py HzSoz

= + + =F
Px Py Pz
S~ Y=~
=F, ZEy =k,
= konstant

Drei entkoppelte Gleichungen und £, + Ey, + E, = E

Hypy = Eypy

@7 (z) sei Losung der 1 — D Gleichung mit Energie hw (ng + 1)

2
‘sz (z) — hw (ny + %)
2 () = hw (nz + 3)
3
E:hw(ngg—i-ny—i-nz—l-i)
Energie-Eigenwerte sind entartet angeregt von n = n; + ny + n., reicht nicht um den
Zustand festzulegen. Die Angabe von n;,ny,n. legt Zustand eindeutig fest.

Gegeben sei n. Wieviele ng, n,, n, Kombinationen passen?

(n+1)(n+2)
2
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