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1 Grundbegriffe

Die klassische Physik beschreibt folgende Phdnomene nicht korrekt:

a) ... in der Physik makroskopischer Systeme
- Energieverteilung der Schwarzkorperstrahlung
- spez. Warme bei niedrigen Temperaturen
- Kondensation
- Suprafluoditét
- Kohiésion von Festkoérpern und Fliissigkeiten
- Gitterschwingungen (Phononen)
- el. Leitfihigkeit (Normal-, Halb-, Subpraleitung)

- Ferromagnetismus

b) ... in der Atom- und Molekiilphysik
- Grofe und Stabilitdt der Atome
- Ladungsverteilungen
- Spektren
- Wechselwirkung mit Licht (z.B. Photoeffekt)
- Molekiilschwingung
- chem. Bindungen (z.B. van-der-Waals-Bindung)

¢) ... in der Kernphysik
- Grofe und Stabilitat der Kerne
- Wechselwirkung von ~-Strahlen der Kerne
- radioaktiver Zerfall

- Kernspaltung und -fusion

d) ... in der Elementarteilchenphysik
- Masse, Ladung, Drehimpuls, magn. Moment der Elementarteilchen
- Wechselwirkung mit Strahlung (z.B. Comptoneffekt)
- Streuung und Zerfall

- Teilchenerzeugung

—> Die Quantenmechanik bildet die Grundlage des Verstidndnisses dieser Phanomene.
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1.1 Ursprung der Quantenphysik

1901 Max Planck: Schwarzkorperstrahlung

h
E=hv=hw mit A= — (1)
2w

h ist das Plancksche Wirkungsquantum: h ~ 6,6 - 10734Js = 4 - 10~ eVs

1905 Einstein: Deutung des Photoeffekts (1886 H. Hertz und W. Hallwachs, Karlsruhe)

Kathode EFE=hv-W

Die Energie E ist unabhéngig von der Lichtintensitéit 1. W ist die Austrittsarbeit.
Interpretation: Lichtquant = Lichtteilchen = Photon mit Energie

E=hv
I « Zahl der Photonen

1924 Compton-Effekt
Impuls p der Photonen:

spez. Relativitdtstheorie: 0 = mc? = /E? — p2c2

—  helkl=hw=E=pc

Vermutung;:

5] = h || mit k, dem Wellenzahlvektor (2)

abh. von
Streuwinkel

Intensitat

E,+E.=E, +E,

pe + 05 =p +p5, wobei p, = 0 und E, = mc?

klass. Physik: Elektron wird kontinuierlich beschleunigt, AE (aus Dopplereffekt)
wéchst mit der Zeit.

heute: z.B. 400 Photonen pro ¢m?® im Weltall aus kosmischer Hintergrundstrahlung




1 Grundbegriffe 1.1 Ursprung der Quantenphysik

1923

1927
1928
1905

1913

L-V de Broglie
Hypothese: Wellennatur der Teilchen: Teilchen mit Impuls p" hat Wellenzahlvektor k

p=hk
also B
A= — (de Broglie-Wellenlénge)
1]
12,2
Ay ——— A (nichtrel. Teilchen)
VE/eV

Davidson, Gerner: Streuung von e~ an Einkristall, Laue-Diagramm

G. P. Thomson, Rupp: Debye-Scherrer
Rydberg-Ritz-Formel fiir Spektrallinien des H-Atoms

1 1
V:R(—Q——2) mit n,meN, m>n
n m

R ist die Rydbergkonstante
N. Bohr: Energie-Quantisierung

R
E‘,l:—h—2 n €N
n

Bohr-Sommerfeld-Quantisierung: klass. Bahn des e~ um Atomkern, Hamiltonfunktion
H(p, q) = const.
Annahme:

7{1) dg=nh n=1,2,...,00; I'ist eine Bahn im Phasenraum

r

”Ad-hoc-Quantisierung”
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1.2 Zustdnde, Observable, Operatoren

klass. Physik QM
Well

ere Zustand
Teilchen

Photon mit Wellenzahlvektor k& und Polarisation €, wobei {i i ?“} der Polarisation in
=&y

{;:} Richtung entspricht.

Zustand: ) (3

T —

Durch die Parameter ist das Photon vollstindig charakterisiert: z.B. p'=h | k |, E=hc

Betrachte zunachst nur die Polarisation
Doppelbrechender Kristall: Kalkspat

lez)

= -

V unpol. Licht

Polarisationsfilter P,

polarisiertes
-

-

Licht unpol. Licht
Polarisiert in Richtung €, cos¢ + €, sin .
P, :=P,—¢ P, := PW:%

Licht

P‘P
Beobachtung:
Intensitiit ist bei B gegeniiber A um cos? ¢ abgeschwiicht = klass. Wellenbild.
Teilchenbild:

Konnte die Photonenenergie abgeschwécht sein?

= Nein F = h v ist gleich.
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Statistische Interpretation

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein in ¢-Richtung polarisiertes Photon den Filter P, passiert
ist cos? .

Kalkspat:
lez)
. o
ley)
Komponentenzerlegung: |e) =« |e, ) + 3 | ey ) (4)

math. Beschreibung: Zustinde bilden einen komplexen Vektorraum H.
Polarisationszustiande — dimH = 2
Zustandsvektoren nennt man auch Kets.

|e,) = Zustand eines in €, cosp + €, sin -Richtung linear polarisierten Photons.

Experiment zur statistischen Interpretation der QM

Photon- c
Detektori/l/l = HM

|e) =cosp |e,) +sing |ey) (5)

Beobachtung:
e [is klickt entweder D, oder D,,.
e Welcher Detektor anspricht ist nicht vorhersehbar.

e Wiederholt man das Experiment oft, so findet man, dass bei N Versuchen D, etwa
N - cos? p-mal und D,, etwa N - sin® p-mal anspricht.

Die Polarisationsfilter und der Kalkspatkristall vermitteln Abbildungen H — H, z.B.
P, : lep) =cosp |eg) +sing |ey,) — cosp|es) (6)
Man schreibt:
Poley)i=|Pacy) = cosg e ) (7)
und nennt P, einen Operator auf dem Vektorraum H.

5, {P¢|sz>:cos<p|sw)} -

P, ley) =sing |ep)
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check:

(6) .
P, ley) = Pylcosp |eg) +sing |y )]

;cosgo P, |ex) +sing P, |ey) 9)
@005290 le,) +sin®p |e,)
=|ep) (10)

= (9) macht Sinn = P, ist ein linearer Operator.

Allgemein definieren wir fiir (zunachst) dim’H = N < oc:

1. Skalarprodukt:
Abb: [¥),|x) € H— (¢]|x) € C mit:

o (P[Axat+Aex2) =M (¥|x1)+ A (¥|x2) mit A, A2 €C (11)
o (At + Atz |x) = AT (Y1 ]x) + A3 (Y2 x) (12)
el =40 w0200 (13)
o 1)l =V{v[v) Norm von 1))

Gilt (¢ |x) =0, so heifien |9 ) und | x ) zueinander orthogonal. {x |¥) = (¢ |x)*

2. Orthonormalbasis (ONB) {|e1),...,|en )}

(eilej) = di (14)
3. linearer Operator A
Abb: [pyeH— Alp)=|AyY)eH
mit
AlM 1+ X e) =M A1)+ X |Aiha) (15)

4. Zu A hermitesch konjungierter oder adjungierter Operator Af

(X|Alv) = (x| Avp) = (AT x|¢) = (| AT x)*
fir alle | x),|¢) € H.

5. Ein hermitescher oder sebstadjungierter Operator A
ist ein Operator, der A = AT erfiillt. (17)

6. Eigenket oder Eigenvektor von A
|1y ) heifst Eigenket oder Eigenvektor zum Eigenwert A von A, wenn

AlYxn) =AM [¥a) AeC (18)

10




1 Grundbegriffe 1.2 Zustdnde, Observable, Operatoren

gilt.

7. Existiert ein Operator A~! so, dass

ATTA ) =AAT ) =Y)

(19)

fiir alle | ¢ ) € H gilt, so ist A invertierbar, und es heifit A=! der zu A inverse Ope-

rator.

8. Git U1 =UT (also UT U =U UT = 1),
so heifst U unitér.

(Ux|U¢)=(x|U"U|¥)={(x|v)

9. Matrixdarstellung
Betrachte ONB {| ey ),...,|en )}:

aij::<ei|A|ej) 1<’L',j<N

definiert a € CN*¥ die Matrixdarstellung von A beziiglich {| ey ),...,| en )}

Wiederholung
e Zustinde (z.B. | k,¢)) bilden komplexen Vektorraum H
e Operatoren Abbildungen H — H
e Skalarprodukt (¢ |x) € C

Ya) = A ¥x)

e Matrixdarstellung a;; = (e; | Ale;)

e Figenket A

Eigenschaften

a) (x[v) = (¢ |x)"
b) Dreiecksungleichung

)+ 1) T <X T+ 1) |
Gleichheit fiir |9 ), | x ) linear abhéngig
Schwarz’sche Ungleichung
oo <) 11
¢) Mit A und B ist auch A\; A + A2 B ein linearer Operator, wobei

(MA+XB) [¥) = M| AY) + A2| BY)

(20)

(23)

11




1.2 Zustiande, Observable, Operatoren 1 Grundbegriffe

d) Fiir A- B, definiert durch (A- B) |¢) = A| By) gilt, i.A.

AB # BA
e) Mit der Basiszerlegung
N
| 1/’ > = Z cn| €n >
Ix)= > dilex)
k=1
gilt
N
(x|Al¢) =Y dica(ex|Aley) =dlac (25)
b=l
C1 d1
wobei ¢ = d =
CN dN

f) Aus (25) folgt:
e o~ ! ist Matrixdarstellung von A~!
e ol ist Matrixdarstellung von Af
e o - b ist Matrixdarstellung von A - B
N h
e mit [Py) = ) Inlen) in (18)ist | : | EV von a zum Eigenwert A
n=1 Iy
g) Unitérer Basiswechsel UTU =1 lei)y=Ule;)
= (eilef) =(Uei|Uej) = (e:| U'U I ej) = {eile;) =y

= {|€}),....|¢" )} ist auch ONB

n

Wegen f) haben hermitesche Operatoren A die selben Spektraleigenschaften wie hermitesche
N x N Matrizen

(i) Es gibt ONB aus Eigenkets {|e1),...,| en )}
A|€i> = )\z|ez> (26)
(ii) Alle Eigenwerte \; sind reell

Eigenschaft (i) schreibt man iiblicherweise als

N
A= " Nle) e (27)
j=1
i o)
Matrix a = > Aje@We@f wobei e = [ : [ EVzua
) _
J es\][)
Dabei ist
Py = leses) (28)

12
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1.2 Zustinde, Observable, Operatoren

ein Projektionsoperator.

Bil) =Tlej)(vlej) = (Plej)e;l

[)

lej)
P?=lej)ejlej)ei|=lej)(ej| =P
P]T = P;, wie aus der Matrixdarstellung
0
P = 1
0

ol ) (x| = o[ x)(¢] fiv a € ©

Zuordnung

ket| ) < bra(v|

Entsprechung im C"

«— j-te Zeile

Spaltenvektor ¢ < Zeilenvektor c¢f

aus dem englischen bra(c)ket = Klammer

Aus (6) und (8) finden wir fiir unsere Polarisationsoperatoren

pPi=prP, =

2
P2=P,

P, ist Projektor

cosp ez ) le,) =cosp|ey) +sing|ey)
Photonen

RL‘

P,

P, prépariert Photonzustand |e, ) mit Polarisation €,, P, misst die x-Komponente der

Polarisation von | e, ).

Statistische Interpretation

13




1.2 Zustiande, Observable, Operatoren 1 Grundbegriffe

Wahrscheinlichkeit, dass fiir | e, ) die Polarisation P, gemessen wird

(7 (21)
We=cos? o 2 || (g lea) 22 (eplea)enlen) = (cp| Prley) (31)

wobei die Normierung (e, | e, ) = 1 verwendet wurde.
Ersetzt man P, durch P, so findet man

Wy:Sin280:<5<p|Py|5w> (32)
Wy + W, =1,wasin P, + P, =1 und
P,P,=P,P, =0 (33)

begriindet ist.
Messpostulate der Quantenmechanik

i) Observable (= messbare phsikalische Grofe) werden durch selbstadjungierte Ope-
ratoren beschrieben.

ii) Wiederholt man eine Messung mehrfach an im Zustand |1 ) priapariertes Teilchen,
so ist der Mittelwert der durch den Operator A beschriebenen Observable durch den
Erwartungswert von A im Zustand |¢)

o (lA]9) 6

(Y]v)
gegeben.

iii) Die statistische Varianz der wiederholten Messungen ist

o (PI(A-WIL)?[)

(Y1)
_(w]A%Y) —2W (W[ AlY) + WY [¥)
(¥1¢)
(P1A%]¢) —(P|A|¥)?
= 35
(oTv) )
Die Standardabweichung o := V02 heift Unschirfe von A im Zustand [¥)
Kurzschreibweise (o A])
VIAlY
——— = (A =:AA 36
oty A )

Im Fall der Polarisation P, sind die moglichen Messwerte
0 (kein Ansprechen des Detektors)
und 1 (Detektor spricht an)

Erwartungswert
(Pw><590|PZ|590>:COS2‘P (37)

14




1 Grundbegriffe 1.2 Zustinde, Observable, Operatoren

Unschérfe
AP, = <5</J|Pz2|5<p> —cos’ g
= cos? ¢ — cos’
= cos? © sin? %)
1
=1 sin?(2¢) (38)
v = 2 AP, =0 |eomo) =|es) Zustand mininmaler Unschérfe
p=35 AP, =0 |5<p:%>: ley)
1
EV von P, zum EW 0
¢ =2 = AP, = 1 Zustand maximaler Unschirfe

Zirkular polarisierte Photonen

%\
JenbeT =
Quarzkristall
linkshindiges Photon: |e;,) = % les) + %| €y) (39)
rechtshiindiges Photon: |eg) = % les) — ﬁ| £y) (40)

Orthogonal: (eg|er) =4 (e, +iey|entic,) =1 (ex]en)+ 5 (g, ]ey) = 0(42)

Operatoren:

P, = inks-
L =ler)(eL misst { links } zirkulare (42)
PR — | €R >< £R | rechts-

Polaristation bzw. prapariert {rlelzzklftss-—} zirkulare Photonen aus unpolarisiertem Licht-
strahl.
Basiswechsel:
1 . .
Pr=ler)er]=7 (lea) +iley)) - ({ea]—i(eyl)
1 1 i 1
:§Pz+§Py+§|5y><EZ|_§|EZ><Ey| (44)

= Matrixdarstellung bzgl. {|e.), |ey)}

pL = % C 1i> (44)

15




1.2 Zustiande, Observable, Operatoren 1 Grundbegriffe

links-zirkularer Polarisationsfilter
(— Jones-Formalismus in der Optik)

1
Pr=g Pt by 2|5y><5r|+2|51><5y|
. L/1 4
Pr =Py, 5(1 1) (45)

Bemerke:

PL:Pza PR:P}—E’,
weil [a|¥) (x [T =a" [x) (¢

Messung der zirkularen Polarisation

Zihler _ e
T2y Ten)

42

1. |e) =]er):

(en| Poler) @ (erler) (e ler) =

1
(er|Prler) = (eLler) (erleL) =0

—> Zahler 1 klickt immer, Zahler 2 nie.

check: Ergebnis in {| &5 ), |, )} -Basis

(39) (40) = <EL|PL|5L>=%(1 Z)%C 11)%(1)

Unschérfe:

16




1 Grundbegriffe 1.2 Zustinde, Observable, Operatoren

2. |e) =|ep), Basis {[ez ), [ey)}

o= teinies s ;7))
— (cosp sing) 1( )

eﬂmw&w%3—5 (46)

1
2
1
Ebenso: (ep|Prley) = 3

= Jeder der beiden Zahler spricht in 50% der Félle an.

Unschaérfe:
(ep [ (APLR)? [ep) = (ep | PE rlep) = (€o| Prr|Ey)
1. 1 1
2 4 4
1 1
APL7R(E¢) = \/; = 5 (48)

Kopenhagener Interpretation des Messprozesses

Messungen verdndern das physikalische Objekt, das der Messung unterzogen wird. Hat die
Messung der Observable A den Wert A ergeben, so befindet sich das Objekt nach der
Messung in einem Eigenzustand von A mit EW A (,Spontane Zustandsreduktion”).

Erwartungswerte selbstadj. Operatoren A sind reell.

(YlA|p) = (¢ AT|)

= (¢ |Aly) (49)
antiselbstadjungierte Operatoren — imaginire EW
Kommutator [A, B] .= AB— BA (50)
Anti-Kommutator {A, B}:=AB+ BA (51)
A=At B=B'" —  [A,B]'=-[4, B (52)
{4, B} ={A, B} (53)
Betrachte Zustand |9 ) mit (A) := (¢ |A|¢) und (P |9) =1
A=A—(A)
B-=B-(B) (54)

17
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Schwarz’sche Ungleichung (23)

ALY -I1BY) I = 1{A¢|By)|
= |

(¢|AB|v)| ,daA =7
1 - _
=5 | (¢ [4, B] |4)+(¢| {4, B} |v) |
imagiar reell, wg (49)
2%|<¢|[Z,§]|¢>| ,da |2| > |Imz| fiir = € €
1
D3Nl A, Bl %) (55)

Unschérfe:

(AA)? = (P (A= (A)?|v)
(A [Ay) = [Ay) |?

1
(55) <= AA-AB2C (][4, B][|¥)] (56)
— Unschérferelation

Gilt [4, B] =0, so nennt man A und B kommensurabel (= ,gemeinsam messbar”) oder
kompatibel.

Es gibt dann eine Basis aus gemeinsamen Eigenkets

|0416]> aivﬂj EIR‘v
so dass

AlaiBj) =i |ai Bj)

Bla; Bj) = Bj |aiBj)

Fiir diese Zustdnde ist AA = AB = 0. Die Eigenwerte «;, 5; nennt man auch Quanten-
zahlen von |¢; ;) zu A und B.

18
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Stern-Gerlach-Versuch

1922 O. Stern, W. Gerlach
Silber-Atome: paramagnetisch mit magn. Moment /.

O
O

Z

zwel Maxima

I I Y —

Detektoren

klassisch:

pot. Energie V = —[jé
Kraft F = -V V

oB

F=u5,

Atome koénnen mit jedem Winkel nach oben oder unten abgelenkt werden, abhéngig von
Hz-
1925: Goudsmit und Uhlenbeck entdecken den Elektronenspin (=Eigendrehimpuls)
f=-S8  e>0 (57)
Me

Silberatom 47 Ag: ji aus dem 47. Elektron (in der 5s-Schale).

Die Maxima entsprechen den Werten

h
S, =+—
2
Schematisch:
Yy
I — Ofen
SGZ

19
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Zwei SG-Apparate:
a)
— < < Ofen
s, = g SG7, SG7
[
Messung von S,

Projektor P, auf

h
S, = +§-Komp0nente
Elektron mit S, = %: | S.+)

z+ _ | Sz+> _ _
= p }|SZ+>{ 0 : (S:—[8.+)=0
Spin-Operator:

SZ|Sz+> = g|Sz+>
SZ|SZ_> = _%|SZ_>

(58)
Erwartungswert:
h
<Sz+|Sz|Sz+>:§ (59)
Unschaérfe:
2
(5.4 152—(B)"|S.+)=0
b)
I3 h
S:E = 5 SZ 5
—_——— < Ofen
Gleich viele A SGX SGZ
47 Ag-Atome Sy = )
_ D—(—
SG-Apparat mit B,
8—§ X €,
ox *

= |S:+) =%

B8
(Se+|Set)=1=|a]* +|B]* =2

Experiment
=

gleich grofse Komponenten

= lal =16 =1




1 Grundbegriffe 1.2 Zustinde, Observable, Operatoren

Allgemein: | ) und €| ) beschreiben den selben physikalischen Zustand, denn fiir
alle A gilt: . '
(V] AlY) = (e¥p|Ale¥y)

= 0.B.d.A. wihlen Phasen von |S,+), | S.—) so, dass a = 3 =1 ist

|Sz+>:%|sz+>+%|sz*>

L L (60)
|Sz*> = *E|SZJF>7L ﬁ|sz*>
Projektoren:
Poy =S+ ){(S: + |
1 1 1 1
= §|Sz+><sz+ | + §|Sz+><sz* |:|: §|Sz*><Sz+ | + §|Sz*><Sz* |
(61)
= Matrixdarstellung bzgl.{| S,+), | S.— )}
1 #+1
pee= (4 ) (62
Spin-Operator:
S| Sk) = %1 | Su) (63)
Darstellung bzgl.{| S.+), | S.—)}: Invertiere (60):
|Sz+> - L(|Sz+>* |Sz*>>
v (64)

|S:=) = J5 (| Sat) +[8:—))

S

((Sz + [Se | Sat) = (So = [ S [ St )—
—(Sa+ [ S| Sa=) + (52 — |52 [ 52—))

L(h_n
2\2 2

=0

N | —

(S:+ [Sz15:+) =

Ebenso:
(Sz— |Sﬂc|Sz_>:0

= Erwartungswert = 0

Klar: Gleich viele 47 Ag- Atome mit S, = % und S, = 7% beobachtet.

2~

| — |
N |

\

\
o | St
N—
—_

—

)

3

Nb?

NS N = N

21




1.2 Zustiande, Observable, Operatoren 1 Grundbegriffe

= Matrixdarstellung bzgl. {| S.+), | S.—)}:

(S S| Se+) (Sa+ [Sa[S:—)) _h (0 1
S””‘(<Sz|sz|sz+> <Sz|sz|sz>)—§(1 0) (66)

- B R0 1\ [0\ &
(65) entspricht: (S, + | S, |S.—) = (1 0) B <1 0> <1> =3

c)
h h
gleiche SGZ SGX ey Ofert
Intensitat [4) <
— < [ =
5= -1
i 2
check:
|¢> = Pac+|SZ+>
= |Sz+><sz + |Sz+>
@) 1 Lis.—
= 5lS:4)+515:-)
1
= —|S,+
\/5| )
Nun: SGY (Apperatur drehen)
x—Achse und y—Achse gleichberechtigt
Also (59a):
|Sy+) = S| S.4) + 251 8.—) -
|Sy=) = S518:4+) — Z515.-)
mit o] =1(6]=1 < (S, £]5,]|S,£)=0
1
(Sy+[8y=) =5 (lal* = |8?) =0
Weiter:
0 = <Sy:t |Sz|5yi>
1, ~h(0 1 a
=3 (1 0) (iﬂ)
(68)

=2 (08 + ga)

:ingwﬂ)
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Zyklische Vertauschung (z,y,2) — (z,z,y)
(Sy £ |5 9yF)
= (S, +|S.]|5:F)

@ 1(_h_h (69)
- 2\T3 T3

-

Andererseits mit (67):
(Sy £ [5215,F)

- et (00 ()

B (70)
= +1(-a'f+pra)
T
(68)-(70) bedeuten:
Re(a*f) =0AIm(a*B) =1
Losung z.B.a=1, B=1
Also: ) )
i
|Sy:|:>:ﬁ|Sz+>:|:E|Sz*> (71)
Inverse: 1S.4) (15,4} 415, )
A= L (| Syt+) + [ Sy—
vz Uy Yy (72)

|Sz*>:%(*|sx+>+|sx*>)

Matrixdarstellung von S, bzgl.{| S;+), | S.—)} (analog zu (66)):

h (0 —i
T g (z 0 ) (73)
Pauli-Matrizen:

0 1 0 —t 1 0
Ul—az_(l 0)’ UQ_Uy_('L 0)) 03_02_(0 1) (74)

Spin-Operator:
h
Sj = EO'j (75)

Eigenschaften der Pauli-Matirzen (siehe Aufgabe 6)

3
ojor =01+ > 1€kl O]
3 =1 (76)
[O’j,O’k] ZQiZEjkl gy
=1
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1.2 Zustiande, Observable, Operatoren 1 Grundbegriffe

wobei €;3; das Levi-Civita-Symbol ist.

0; = O’;; tro; =0 (77)

Jede hermitesche 2 x 2-Matrix M lasst sich schreiben als

3
M =aol + Y ao (78)
=1
Aus (77) folgt:
1
aozitrM,da trl=2 (79)

Aus (76) folgt:

3
tr [M, Jn] = Zal tr [Ul , Un]
=1

3
= Z apdp, tr 1
=1

(75)/(76) implizieren die Vertauschungsrelation fiir Spinoperatoren

3
[Sj y Sk] = ihZEjlel (81)

=1

Wegen [S;, Si] # 0 fiir j # k sind verschiedene Spinoperatoren inkommensurabel. Wegen
(siehe (76)) 0} = 03 = 03 = 1 ist jedoch

o h2

52=S§+S§+S§=3Z-1 (82)
Damit ist: .

[52, SJ} —0 firj=1,2,3 (83)

= Der Gesamtspin S2 sndert sich durch Messungen von S, Sy oder S, nicht

Seltsame Analogie:
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Elektron Photon
T 1S:+) (58) | |ex) : (5)
L1S:—) (59) I€y> ~~>' (5)
- 1 _ Eo=7
[5:4) = 5 (HSH) +18:) @) | 127 @
|Syx) = (184) £i[S.=) (7)) | ler.r)  (39)/(40)
iiblich Schreibweise )
| Sz+> = | T> “spin up” (84)
|S.—)=:]1) “spin down”
Basiswechsel
lef)=|Uej), j=1,..Nmit U'U=1 (85)
A=At
Ale;) = Xjlej) mit |e;) Eigenkets (86)
Welcher Operator entspricht A in der Basis {| € )}?
(86) = UAU'Ule;) =Uljle;)
1
(85) = UAUT|e;-> = Ajle})
Alle) = Ajlef)
mit
A =UAUT (87)

A und A’ sind unitér dquivalent. Sie beschreiben die selbe Physik, insbesondere haben
sie das selbe Spektrum {\;}

Bsp:
US,UT =8,
Matrixdarstellung von U bzgl. {| 1), | | )} (siehe Aufgabe 6a)):

= S, und S, sind physikalisch dquivalent (EW fg, %)
basisunabhingige Spur eines Operators A:
N
trA::Z(ej|A|ej> (88)

Jj=1
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Beweis der Basisunabhéngigkeit:

N
Vollstandigkeitsrelation: 3 |e} )(e} | =1
k=1

] =

tra:= (ejler)(er[Aler)er]e;)
3ok l=1
N
= > ekl Alei){erle;) (el er)
jikyl=1
N
= > {elAler) (eler)
k=1 —
Suk
N
= (el Aler)
k=1
N
tr A = Z Aj Summe der Eigenwerte (89)
j=1
ebenso basisunabhéngig:
N
trA"=ZAy, nev (90)
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1.3 Ort, Impuls, Energie

de Broglie: Elektronen verhalten sich wie Wellen, wobei p' = hk.

Ket fiir Elektronen mit Impuls p:

|7)

IR
.
=1
8
.

[

(ebene Welle)

Eigenwertgleichung:
Bl p) = p;|P) (= hk;| 7))

mit p;, der j-ten Komponente von g’

Idee: __ -
Pjei% = pjei%
mit P; Operator und p; Eigenwert
0
P; = —ih—
J &rj

P; ist ein Differentialoperator!

(93)

Bildet eine Menge von Funktionen f : x — f(z) einen Vektorraum, so spricht man von

einem Funktionenraum.

(Standard-)Beispiele:

1. C[a,b] = Menge der auf [a, b] stetigen Funktionen f : z € [a,b] — f(z)
C[R"] = Menge der auf dem R™ stetigen Funktionen
allgemein C[T'] wobei T eine beliebige Teilmenge des R™ ist
Klar: mit f, g ist auch af + Sg mit a, 8 € C stetig = C[...] ist Vektorraum

2. C™[T] = Menge der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen f : z € [T| — f(z)
C>°[T] = Menge der oo-mal stetig differenzierbaren Funktionen f : z € [T] — f(z)

3. Schwartz-Raum: umfasst Funktionen, die selbst und deren Ableitungen fiir |z| — oo

schneller abfallen als jede Potenz:

k
S =SR] = {f € C*[R] : max [ xp;l—?: ] < oo, fiir alle p,k € NO}
x
Bemerkung: e~ € 8§
Pt f

xP

S[R] := {f € C*°[R"] : max l

At ... Qxkr
4. L?[T]: Menge aller Funktionen, fiir die

JRCIRE

existiert = Vektorraum der quadratintegrablen Funktionen.
Es gilt:

] < oo, fir alle p,kl....k, € INO}
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1.3 Ort, Impuls, Energie 1 Grundbegriffe

e C*®[a,b] C C™[a,b] C -+ C Cla,b] C L*[a,b]
e S[R"] C C*[R"] C --- C C"[R"] C C[R"]
aber weder C[R"] D £2[R"] noch
C[R™ C L*[R")!
Skalarprodukt (Innenprodukt)

(flg) = L F*(2) g(a) dx (94)

sinnvoll fiir 1-3.
Die Definitionseigenschaft (13) ist jedoch fiir £2[T] verletzt, siehe z.B. fiir £L2[R]

f(z) = {1 v=0 (95)

0 sonst

||f|\2:<f|f>:/|f<:c>|2dx:o, aber f # 0
Trick: f und g heifsen Aquivalent, f ~ g, wenn
L (@) — g@)Pdx=0= f —g | (96)

Die Aquivalenzklassen erfiillen dann auch (13).
Also: Zwei Funktionen f,g, die (96) erfiillen, werden identifiziert, sie beschreiben die
selbe Physik. z.B: f aus (95) erfiillt f ~ 0 (Nullfunktion)

5. L?[T] = Menge aller Aquivalenzklassen bzgl. (96) in £2[T. (97)
(94) ist ein Skalarprodukt in L?[T].

Réaume, auf denen ein Skalarprodukt definiert ist, heiffen unitdre R&ume, oder Innen-
produktriume.

D.h. die in 1,2,3,5 behandelten Rdume sind unitdre Rdume.

Es ist V ein unitdrer Raum und (f,,) = (f1, f2, ...) eine Folge in V.

(fn) heift Cauchyfolge, wenn es fiir jedes ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle m,n > N

” fm_fn H2<€ (98)

ist.

Naiv: (fn) konvergiert gegen ein f.
Problem: f muss nicht unbedingt in V' liegen!

Besitzt eine Cauchyfolge (f,) einen Grenzwert f in V, so heifit V' vollstéandig.
Bsp mit Zahlenfolgen

14 141 1414
L — — —— . b — /2
QS{ "10° 100’ 1000 } V22 Q

@ ist nicht vollstandig
R ist vollstandig
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Gibt es eine Basis von V, die aus héchstens abzahlbar vielen Basisvektoren besteht, so heifst
V separabel.

Ein vollstédndiger, separabler, unitirer Vektorraum heifst Hilbertraum.
Quantenmechanische Zusténde entsprechen immer Vektoren (Kets) in einem Hilbertraum.

Die drei wichtigsten Hilbertrdume

1. Jeder endlichdimensionale, unitire Vektorraum ist Hilbertraum.
2. L*[T] mit Skalarprodukt (94), siehe (97), dim L? = oo
3. quadratisch summierbare Zahlenfolgen
2 = {(an) : Z lan|? < oo}
n=0

mit Skalarprodukt
((an)|(bn)) = Za; bn (99)
n=0

dim!? = o0
Hilbertriume gleicher Dimension sind isomorph, insbesondere L2[T] ~ [2.

math. Beschreibung in L? : Wellenmechanik
(Schrodinger)

math. Beschreibung in {2 :  Matrizenmechanik
(Heisenberg, Bord, Jordan)

QM

Basis in L2[T] = vollst. orthonormalisiertes Funktionalsystem {fo(z), f1(z), ...}, also

)

(B ey = [ xf7@) fulo) = b2 (100)
T
b) Jedes f € L?[T] lisst sich entwickeln, als
= ak fu(2) mit ay, € C (101)
Nun ist
/T a"x f1(@) F@) = (] f) Zak 15 = (102)
und -
FIP = (15 D ST ahan (il fd = 3 Janl? (103)
k,n=0 k=0
Also:

Fel?l] <« (f|f)<oc imkﬁ = (an) €2
k=0

29
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(ayn) ist also der co-grofe Koeffizientenvektor von f bzgl. der Basis { f,(x)}.

Analog;:
n=0

(flg)=> ayba (104)
n=0
Lineare Operatoren im Hilbertraum H
A: fe DA C H — AfeH (105)
——
Def-Bereich

z.B: P; in (93) ist nicht fiir alle f € L? definiert, f muss fast iiberall differenzierbar sein.

sinnvoll fiir f € D(P;) und g € L2

Physikalische Zustindee ¢ (x) € L? heifen Wellenfunktionen.
Erwartungswert einer Messung von P;

e ey 100
(W15 10) = [ dxv'(a) T3 0(a) (106)
T L O
Impulsoperator
2
5 b h
9
o0z
Ortsoperator
x
X=|y|bzw. & =z, (108)
z
wobei
Xz p(x) € D) C LT] —  Xj9(z) (109)

&, P; sind lineare Operatoren, z.B.
Xj (a(z) + Bx(x)) = aX;y(x) + 6 X x(x)
Heisenbergsche Vertauschungsrelation
[Xj, Pe] =ihdj,1 auf D(X;) N D(Py) (110)

auch:
[X;, X =0=[P;, Pyl (111)
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(dies folgt aus dem Satz von Schwarz a%ja%k = %a%j)
Beweis von (110)

(X, Pe] ¥(z) = (X; Py — Pp &) ¥(x)

R 0 0
= | o vl) - 5 (90

h 0 0 0
=2 g v~ () vla) = Ay v0a)

—_———
L Ok
h

==~ 0ir¥(2)
= ’L'FL(Sjk ’L/J(.T)

— [Xj , Pk] = iﬁéjk

Beschreibt man einen physikalischen Zustand durch eine Wellenfunktion (z) mit P.X in
(107),(108), so spricht man von der Ortsdarstellung.

Fiir (¢ |¢) =1 ist der Eigenwert der Ortsmessung gegeben durch

(v]X|Y)
(| Xa|9)
(V| X5 |)

/T a"x 4" (2) 7 ()

(Y] X|9)

:/dnx PXE (112)
T
= Schwerpunkt einer Dichteverteilung | |?.

Wahrscheinlichkeit, das Elektron im Volumen V zu finden:
PV) = [ @ |uie) (113)
1%

Fiir den zu A adjungierten Operator At gilt

(ATflg)=(flAg) (114)
fiir alle f C D(A") und g € D(A).
A heifst hermitesch (oder symmetrisch), wenn

(Aflg)=(flAg) (115)

fir f,g € D(A), d.h. ,, A= At“ fiir f,g € D(A). Gilt (115) und D(A") = D(A), so heikt A
selbstadjungiert, also ,, A = AT«
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Es kann passieren, dass (115) erfiillt ist, aber D(A") 2 D(A) und AT # A, d.h. (113) ist
verletzt fiir f ¢ D(a), f € D(AT). Dann ist A hermitesch, aber nicht selbstadjungiert.
Impulsoperator in L?[R):

i d
Pg)=- dx f*(x) —
(1P =% [ axr@) 4 ot@)
T df hro %0
-3 [ax L ) 1 2 w0
1 dx i —o0
oo %z—/_o
~ [ @@ 9@
=(Pflg)
—> P ist hermitesch.
Und wegen
[ @ gw=| [ axg@riw
ist D(P) = D(P1).
— P ist selbstadjungiert.
Ebenso: X ist selbstadjungiert in L?[R].
A heifit beschrénkt, wenn es eine Zahl K > 0 gibt, so dass
TAFI<KI [ (116)
fiir alle f € R.
Bsp: U unitér:
U FI=17l — K=1
X und P sind in L?[R] unbeschrinkt.
Das Spektrum o eines Operators A besteht aus allen A € C, fir die
A—-A1
kein beschrianktes Inverses besitzt.
Fir )\ ¢ o ist die Resolvente
Ra(A) = (A—x1)"! (117)

definiert und beschrankt.
Jeder Eigenwert A\ gehort zu o.
(A—X1) f=0 = (A—X1)"" existiert nicht.

Fiir A = A" (d.h. selbstadjungiert) gilt:
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1. 0 = 0p Uo,, wobei das Punktspektrum bzw. diskretes Spektrum o, die Menge
der Eigenwerte bezeichnet und o, kontinuierliches Spektrum heiftt.

2. o enthilt nur reelle A, fir Im A # 0.

1
| Tm A |

RN <

(Die Norm || A || eines Operators ist die kleinste Zahl K >0, die | Af || < K| f ||
erfiillt.)

3. Zu X € o, kann man beliebig genaue approximative Eigenvektoren finden:
Zu g > 0 gibt es ein f. C H mit

[ (A=AL) fell<e (118)
(lim | (A=A1) =0 = lim | R/ | =o0)
Veranschaulichung;:
1. Ortsoperator X in L%[R]:
X(a) = () £ Alx)  Bir v(x) £ 0

—op =9
Inverses von

Ry(x) =X — A
1
Ra: ) — ()
wohldefiniert fiir A ¢ R.
Fiir A € R betrachte Wellenpakete (Aufgabe 8)
— )2
vele =N = )~ e T e m (119)

EEIN

|
T

A

gY

und || Rxve (x —A) || —— oo firalle A € R.

e—0

— o=0.=R

Approximative Eigenfunktion von X

s TP (=) m A (x—N)
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denn

oo

e =N bele =N 2= (we)d [ o= N2 expl-

— 00

(x = N)?

)

52

=3 ="

—> Die Wellenpakete 9. (x — \) sind approximative Eigenfunktionen von X zu A € R.

2. Impulsoperator:

h d . o9
Pp(x) = exp(if )
(91),(93) = Pyp(z) = pip(x)
jedoch:
/ dx ¢, () yp(z) = / dx1 =00
= Pp(z) ¢ L?[R]
Eigenfunktionen sind nicht normierbar.
Approx. Eigenfunktion zu p € R:
Breite Wellenpakete:
.p
"/’ps(x) = "/)l/a(z> €xp ('Lﬁ SC)
_ D ﬁ ) z_2 2
fexp(zh:c) - eXp< € 2) € L*[R] (120)

| thpe [| =1

P )pe(z) = pihpe(z) + g exp (11—; ac) (i) B (—e®z) exp (_522352)
= pipe(r) + O(Vee?)
- o.=R
Ein Operator U heifst unitér, wenn er folgende Eigenschaften erfiillt:
1. DU)=H (121)
2. Der Wertebereich von U ist H, d.h. zu jedem f € H gibt es ein g mit U g = f. (122)

3. Langen- und Winkeltreue

(UflUg)=(flg) Vf,geH (123)
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Zu 3. dquivalent ist, dass (U f|U f) = (f| f) fir alle f € H erfiillt ist. Beweis:

1P+ gl?+2Re(flg) =1 f+gl
=U+9)IP+IUFIP+Ugl>+2Re{U f|Ug)
= Re(flg)=Re(U[|Ug)

Mit || f+ig | analog: Im( f|g) =Im(U f|Ug)
Fiir einen unitdren Operator gilt
ul=ut
und U ist auch unitér (d.h. auch (121),(122) sind erfiillt).

Stetige lineare Abbildungen ¢ : V' — C heifsen Linearformen, lineare Funktionale,
Kovektoren oder Bras.

(plaf+Bg)=alelf)+B(elg) (124)

= Die Bras bilden einen Vektorraum, den Dualraum V*.

Ist V ein Hilbertraum H mit Basis {| e ),|e2), ...}, so gibt es eine Basis {{e1 |, (ez2],...} in
H* mit
(ejlex) = dj

doaile) — Yai{el (125)

und H ~ H* mit

Fiir L?[R] bedeutet dies:
Jede Linearform ¢ : f € L?[R] — ¢[f] € C lésst sich schreiben als

o0

olfl = (o] f) = / dx 3 (2) () (126)

wobei ¢[f] eine Funktion aus L?[R] abbildet und $*(x) eine Funktion in L? ist.
Ist V' kein Hilbertraum, so gilt dies nicht:

Bsp: V= S[R]
§: f € S[R] — &[f] := £(0)

Punktauswertungsfunktional, linear und stetig.

symbolische Schreibweise wie in (126):

31 = [ dx8ta) f(@) = £(0)
mit §(z), der o-Distribution.
Dualraum zu S[R]: S*[R] = Vektorraum der geméfigten Distributionen

(tempered distributions, auch tempererierte Distributionen)
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(S*[R], L*[R], S[R]) ist ein Beispiel fiir ein Gel’fandsches Raumtripel.
S*R] 2 L*R] 2 S[R] (127)
Mehr Bras, Bras < Kets, weniger Kets

Vorteil: In S*[R] kénnen wir fiir A = AT jedem \ € 0(A) eine Eigendistribution finden.

z.B. p(z) = exp (z%x) ¢ L?[R]
aber: V() «— (p| mit (p|P = (p[-p (128)

denn fiir alle f € S[R] ist

w5 = [ axvi@ s = [ dxew (~ita) f(o) (120)

wohldefiniert und (129) beschreibt eine stetige lin. Abbildung von S[R] auf C.
D.h. ebene Wellen sind gemafigte Distributionen.

Flexible Notation:

(flg)=A(glf)
Achtung: Fiir f,g € S*[R] ist { f|¢) nicht immer definiert!
Bsp:
(Yo |thy) = / dx 1 =00

verallgmeinerte Eigenfunktionen (Eigenbras) zu X:

gesucht:
X gy (@) = 20 Vao(x)  mit 29 € R

Losung;:

() = 8z — 29) € S"[R] (131)
Auch hier ist

(wzohpzo) = / 5(1'—.%'0)5(1'—1'0) =0

nicht definiert.

Die verallgemeinerten Eigenfunktionen selbstadjungierter Operatoren A sind voll-
standig:
Die Entwicklung nach Eigenvektoren

[1) =D [AALS) (wobei A|A) =A|A))
A€o
im endlichdimensionalen Falle, liest sich nun (ohne entartete Eigenvektoren):

H=Y |A><A|f>+/

A€oy 7

XA (ALS) (132)
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Ortsoperator:

X[y)=z|P)

verallg. Eigenfunktion

X d(x — o) = 0 0(z — x0)

bzw. X |xzg)=x0|x0)

symbolisch
0) = [ dxolan) (2] )
R
entspricht:
vle) = [ dxoda ) [ do'o(a’ - ao) via)
——
— 00 | To > — 00
(@o | )
= 1(z)
Impulsoperator:

P N exp (Z%SC) =p N exp (Z%Z‘)

—_———
[p)
N ist die Normierung.
w)= [ dolp)plv)
_ P 2 .p
P(x) = / dp exp (zﬁx) | V| / dx exp (—zﬁx) P(x)
inverse Fouriertransformation Fouriertransformation
1
— fii N 2 _ -
Y(e) fir NP = —

Speziell fir [¢) =|xo)

1

<wm=ﬂ%wd4%)

Ortseigenzustand in Impulsdarstellung

In (134) mit [¢) =|p):

(136) 1 .p
= da’ |z’ Y2’ = / da’ |2’ exp (i=2
p)= [ @'’ ) [a') o= exp ()

(133)

(134)

(135)

(136)
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Konsistenzcheck (der Vollstandigkeit):

1 P 7 / ’ 1 P,
exp lizx) = (x = dz’ (z |z exp (1= 137
5= o (ipe) = (w1p) (w]a') Zo= o (i) (137)
= L exp (zgx)
V2mh h
da
(z]|2') = / dz" 6(z — 2") (2" — ") = §(xz — ') (138)
Normierung der Impulseigenzustiande
(plp) = dx &P (—iBx) exp (i2z)
V2mh V2mh
_ 1, s(r_7
2mh h h
1 _
— 5 (250) =st-r) (139)

weil §(2) = ad(x). Gleichung (139) ist also analog zu (138).

Projektion eines Zustands |¢) auf Ortseigenzustand:

oo

(z]9) = / de’ 8(z — x0) P(z) = () (140)

— 00

Das ist die Wellenfunktion in Ortsdarstellung.

Projektion auf Impulseigenzustand:

()= [ s exp (<ikle) via) =300 (141)

Die Impulsdarstellung (Fouriertransformierte der Ortsdarstellung ¢ (z))

Umkehrfunktion
¢(x):<fc|w>:/dp’<w|p’><p’|1/f>
——

- b(p')

oo

- \/%:L / dp exp (z%x) P(p') (142)

— 00
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Ortsoperator in Impulsdarstellung;:

oo

1 X10) = [ & (X190 1)
~ [ WX 0w (143)
Nun ist
T ew(iga) e (i)
(p|X|p>—7 d o L T
1 hao [ /
:%;a_p’ / dx exp(i%x) exp (z%x)
hoo ,
Zga—pﬁs(P—P) (144)
Einsetzen in (143):
o h\ o
(p| X |9) = / dp'é(p —p') <;) a—p,i/)(p’)
h o ~
= *ga—pﬂl(l’) (145)

Impulsoperator in Impulsdarstellung:

(p|P|v)=p(p|e)=pip)

Zusammenfassung;:
|| Ortsdarstellung | Impulsdastellung
h o ~
Ortsoperator X xp(x) ———(p)

5 1 Op

B ~
Impulsoperator P % (x) Y (p)

i Oz

Energie:
klassische Mechanik Hamiltonfunktion H(x;, px)
Quantenmechanik Hamiltonoperator H(Xj, Py), wobei X; in kartesischen Koordinaten

Teilchen im Potential:

L. P2 .
HX,P)=— X 14
®P =2 v (146
Eigenzustinde | F') zum Eigenwert F
H(E, )| ) = B ) (147)
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1.3 Ort, Impuls, Energie 1 Grundbegriffe

Energie-Eigenzustinde heifen auch stationfire Zusténde. Die diskreten Eigenwerte E,, (=
Elemente von 0,,), n =0,1,2,..., von H (“Energieniveaus”) entsprechen Bindungszustin-
den | E,), da ( E, | E, ) < co. Die uneigentlichen Eigenwerte (= Elemente von o.) von H
entsprechen Steuzusténden |E), da (E|E) = oc.

Ortsdarstellung
(147) : (Z|H|E) = E(Z| E)
/d3x’<f|Hf’><:E’|E>:E<:E|E> (148)
—— ——
=¢p(@’) =Yg (T)
/ ]32 v 7
al _ )| 7
(| H]T") =({Z| 5~ +V(X)]2")
P2
=(F| |7+ (V) |7

V() (Z] )
——

und

8
S
8

|

&*pp?(Z| p){(P ) (149)

3-dim Version (137)
1 | BT
(F1F) = ——s % (150)

Einsetzen in (149):

2 2m (27h
752Aelﬁ :ng/
FL 1 = (=
=——A A3 @=7) 151
2m (27r)3/ ¢ (151)
53 (F—7")

Einsetzen in (148)
h2
/ BT )p () {—Q—A(S@(f — &)+ V()§® (7 - f’)] = E.(Z)
m
partielle Integration:

o [%Aw (&) + V(@ (f’)} 5®) (7 — &) = By (@)

{%A + V(f)} Vg (%) = EYp(Z) (152)
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1 Grundbegriffe 1.3 Ort, Impuls, Energie

zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung
Die Losungen ¢g(z) von (152) sind die Energie-Eigen-Funktionen

Salopp: HYgp(Z) = EYg(T)

h?
Dabei ist H der Hamilton-Operator in Ortsdarstellung H = 72—A + V(&)
m

Impulsdarstellung:
)
. 851
Mlt Vp = op
ay
Op-

AT DU
v, 50 - Bi)

praktisch fiir z.B. lineare Potentiale V(Z) = o und fiir Streuprobleme

Mathematische Literatur

(153)

(154)

1. Robert D. Richtmayer: Priciples of Advanced Mathematical Physics, Vol.1, Springer

2. Siegfried Groffmann: Funktionalanalysis, Aula-Verlag

3. Harro Heuser: Funktionanalysis, Teubner-Verlag

4. Hans Triebel: Hohere Analysis, Verlag Harri Deutsch / Dt. Verlag der Wissenschaft
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1.4 Tensorprodukt 1 Grundbegriffe

1.4 Tensorprodukt

2 Hilbertrdume H = [|e1 ), | e2), ...]
H =ller).]ez), ]

Tensorprodukt
HOM =[le;)®|ey)] (155)

meist schreibt man fiir [|e; ) ® | e}, )], | e;)| e ) oder |eje) )
Fiir dimH = N, dimH' = N’ ist

dim[H®H'|=N-N’

Fiir [a) = S aglex); | o) = Sall¢]) ist
ko ]
a)®|a") Zakal|ek ®|er) (156)

Analogie:(aus der Elektrodynamik)

X Ty
F= |z |; 7 =2y | = Ty =z
T3 xh

Nicht jedes Element von H ® H’ lasst sich als |a) ® | ') schreiben. Allgemein gilt fiir

[x)e HQH = Zakl|en ® ey, ) mit ay € C (157)

Bras:

(Ble (8] (al@ (o) = (Bla)(f ) (158)

() (5

fir |8) = ;ﬁl|el> usw.
Zu Operatoren A auf H, A’ auf H sind

Alund 1® A’
Operatoren auf H ® H’' mit

(A@1)(la)®]a’) =|Aa
1@ (a)ela)) =|a) (159)

) A®1 . A
Salopp: Statt Ll ®A’] schreibt man [A’}
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1 Grundbegriffe 1.4 Tensorprodukt

Allerdings nur wenn man weifs auf was der Operator wirkt!
Insbesondere gilt:
[A, A1=0 (160)

denn AA'|a)| o) = | Aa)| Aa) = A’Ala)| o)
Anwendung:

H=1I1), | |)] beschreibt Spin-Freiheitsgrad (ist innerer Freiheitsgrad)

H' = L?R beschreibt duRere Freiheitsgrade (z.B. Orts-Wellenfunktion)
beliebiger Zustand in H @ H' fiir H' = [|¢1 ), | ¥2), ...]

O ST S aulk) @)

k=1,1 1
=S anl )@ lw)+> aul L)@ |w)
l l
=[Nl +[1)@d) (161)

Pauli-Spinor = zwei komponentige Wellenfunktion

@\ (1 1@ (EDIX) @i ((F]vr)
(mm) = ((<l|®<fl)lx>) - (<f|wl>) (162)
Interpretation:

JECIERT;

v

= Wahrscheinlichkeit, im Volumen V ein Elektron mit s, = % zu finden
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1.5 Zeitentwicklung

1.5 Zeitentwicklung
Noether-Theorem Erhaltungsgréf&e

klassische Mechanik:
Symmetrien

—

Symmetrie unter Translation:
Z — ¥+ d = Impuls p'ist erhalten: A&

QM % ist Generator der Translationen
r]’a — 6%613 .

(U-Aufgabe 7c))

Symmetrie bzgl.
= (&, to + t)

Analogie:
t — t + At = Hamiltonfunktion H ist zeitlich konstant — =0
= | 1/}5 tO +1 >

U(ﬁo +t, to)’lﬂ(f, to)
Ulto +t,to)| 9, t0)

— =0

mit dem Zeitentwicklungsoperator (= Translationsoperator der Zeit)
dH
dt

Ulto + t,to) = e #'H  fiir

(to +t,t0)Y(Z, to)

Differziell:
L0 (164) ., 0
Zh&’lp(lﬂ,t()‘i‘t) = ZhEU
165) ., 0 _i -
(:)zhae wUH (2 to)

= He 71y, 1)

— Ho(&,to + 1)

IO(E D) = (1)
.0
Zh&|wvt> :H|’¢}7t>

Fir tp = 0:
(166) heifst zeitabhingige Schrédinger-Gleichung

s dH
Fir i

(163)

(164)

(165)

# 0 sind (165) und (166) nicht mehr dquivalent. (166) stimmt auch fiir

(166)

dH

dt

£0.
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1 Grundbegriffe 1.5 Zeitentwicklung

Gilt [H(t1), H(t2)] = 0 fiir alle ¢y, 2, so ist
o+t
—+ [ dt'H(t)
U(t—l—to,to) =e to (167)

Zeitgeordnetes Produkt:

TA(t1)B(ts) = TB(t2)A(t1)
= @(ﬁl — tQ)A(tl)B(tg) + @(ﬁg — tl)B(tg)A(tl)

o A(tl)B(t2> fir t1 > to (168)
- B(t2>A(t1> fir to > tq
Analog;:
TB(t1)B(2)C(t3)... = ©(t1 — t2)O(ta — t3)...A(t1)B(t2)... + ©(...)...
Fiir t; = tg ist TA(t1)B(t2) i.A. nur fir A = B definiert
Anwendung:
to+t ti+t
/ dty / dtoCH (t1)H (t2) (169)
to to
to+t t1 to+t
= / dty {/dtQTH(tl)H(tg) + / dtg”CH(tg)H(tl)}
to to t1
d to+t t1+t
E(169) = / dtoCH (to + t)H (t2) + / dtoTH (t1) H (to + t) (170)
t() t()
t1+t
=H(t+1)- 2- / dt1 TH (t1) (171)
to
Zeitordnung trivial wegen to + ¢ > t1
Dabei wurde bei * folgende Regel verwendet:
q t t b t
G [ [aeswaen = [a o + [ dt et
a b t a
Zeitgeordnete Exponentialreihe = Dyson-Reihe
to+t . to+t  to+t to+t
1
T exp {/ A(t’)dt’] =1+ Z — / dty / dta... / dt, TA(t1)...A(tn) (172)
n!
to n=1 to to to
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1.5 Zeitentwicklung 1 Grundbegriffe

Gilt [A(¢), A(t")] = 0, so ist Texp = exp

to+t 00 1 to+t to+t
Texp /A(t’)dt’ = Z—' /dtg.../dtn”CA(to—i—t)...A(tn)
n!
to n=1 to to
to+t to+t to+t
+ / dtq / dts... / dtnTA(tl)A(to—l—ﬁ)...A(tn)
to to to
to+t to+t
+ / dt,... / dtn +TA(t ). At 1) Alto + 1)
to to
n-mal der selbe Term!
o o, ot to+t
- A(tOth)Zl(nfl)! /dtl... / dt,_1TA(t)...A(tn—1)
n= to to
mit n — n’ + 1 findet man:
q to+t to+t
&Texp /A(t’)dt’ = A(to +t)Texp /A(t’)dt’ (173)
to tO

Sehr praktisch fiir gekoppelte Differentialgleichungen:

¢ = An(t)cl + ---Aln(t)cn

= A (t)q + Ann(f)cn
also ¢ = A(t)¢
Losung:

&(t) = Texp / At dt' | &0) (174)
0

¢
denn &(t) ) A(t) Texp /A(t’) dt’" | &0)
0

e(t)
Im allgemeinen Fall ist
. to+t
Ulto +1,10) = Texp |+ / A (175)
to

denn ih 2 U (to + t,to) "L H(to + t)U (to + 1, to)
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1.5 Zeitentwicklung

Zum Vorzeichen in (165) bzw (166)
Erfiillt ¢(z, t)

o (1) = HO(E, 1),
so erfiillt ¥*(Z, t) die zeitgespiegelte Schrédinger-Gleichung:

il (3, 1) = H (3, 1)
Ny

(176)
ihﬁ
Das Vorzeichen in (165) ist zunéchst willkiirlich zum relativen Vorzeichen zu (163):
Freies Teilchen ¢, (%,t =0) = e =T, -1
0 P2
PO
! 8twp 2m ¥

i P2

= 7, t)=e % 7,0 it £ = —

Uy(E.1) = e HP (7,0) wit 1= =

= en(PE—EY) ebene Welle (177)

= Das relative Vorzeichen ist so gewéhlt, dass die Wellenfroten in p-Richtung und nicht in
—p-Richtung laufen.

Ein Standardlésungsweg der zeitabhdngigen Schrédinger-Gleichung

|¥,t)

ch(t)|En>+/ dEc(E,t)| E)

n Tec

mit H|E) = E|E)

— H |1, t) :ch(t)En|En>+/dEc(E,t)E|E)

Und 5
ih — ty=H t
itho [9:t) [, t)
hat fir ‘L—Ij = 0 die Losung
|4, ) :ch(o)ei%’fnwEn)Jr/ dE ¢(E,0) e~ #Et | E) (178)
d.h.

cn(t)

c(E,t)

cn(0) e Ent

¢(E,0) e HEnt
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1.5 Zeitentwicklung 1 Grundbegriffe

Energie Eigenzusténde

d
h— |FE,t)=FE|FE,t
in 2|8y = B|B0)
= |E,t) =e #E | F)
~—

1=(E,t|E,t)=(E|E) — stationdre Zustdnde

Schrédinger-Bild

ih |, t) = H|y,t)
|¥,t) =U(t,0)|w702 (179)
mit U(,0) = Texp {% fdt’H(t’)]

0

Zeitentwicklung steckt in den Zusténden, nicht in den Operatoren, die jedoch eine explizite,
von aufsen vorgegebene Zeitabhéngigkeit haben konnen. (z.B. Magnetfeld B(t) im Labor
— H(t))

Heisenberg-Bild

[0} = U'(,0) [4,t)s
——

U(0,t)
"I Ut (,0)U(1,0) [4,0)s = [9,0)s (180)
Ap(t) =UT(t,0) Ag(t) U(t,0) (181)
S An(t) " L H() A (1) + U'(1,0) (% As<t>> U(t,0) — + A (1) H()
- % ([H, A (t)]] + %Aﬂ(t) (182)
wobel
%AH(t) — Ut(t,0) [% As(t)] U(t,0)

Aus (182) folgt auch Hg(t) = Hy(t) = H(t).
(182) ist die gesuchte Bewegungsgleichung im Heisenberg-Bild.
klass. Mechanik: % [ , ] — Poisson-Klammer
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1 Grundbegriffe 1.5 Zeitentwicklung

(182) fiir Ay = Xy und Ay = Py H="51 1 v(xy)
Rut) =+ [, 2u0)] = 3 [, ]
x % (—ih) Py = %PH (183)
Pult) = 1 [H, Pa] = & [V(2), Pu]
= %ﬁ) (184)

(*): siche Aufgabe 7b)
(183),(184) entsprechen den Losungen der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen!
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2 Teilchen im Potenzial

2.1 V = 0 (freies Teilchen)

P2
H=—
2m
e
H|p,t)=FE|p,t it E="
|p,t) |p,t) mi o5
Zeitentwicklung;:
ih|p,t)=FE|p,t)
|p,t)=e 27 [p) = e mm!|p)
~
[p,0)
Impulsdarstellung:

_ap?

(P |pt)=e 2" 6(p—p)

Gaulfssches Wellenpaket:

1
7 2d% \ * (p — po)?d?
¢(p,t =0):=(ple,t =0):= (W2h2) eXp(_T

G(p,t) = (plo,t) = (ple |t =0)
= (e p|p,0) = (e p|p,0)

. p2 L2
= 671% <p|§050> = 671% @(ILO)

(1ss) (2d° \* exp _p—po)?d® . p%
m2h2 h2 2mh

Ortsdarstellung:
(142) 1 / ~ i
x,t) = d ,t)e rPT
o(x,1) Nl A o(p, t)

(o) [ d? ‘l*/d oo | L (g P2 _ (P=p0)*d?
273 h Pexp g \PY ™ 9, n2

quadrat. Ergénzung

1 400
(& K AN
T\ 273 h Pexp | —a \ P a a ¢

— 00

mit ) ) -
d t d d
; = p0+i_:r c= 2P0

PR 12 on B

a

(185)

(186)

(187)

(188)

(189)

(190)

(191)
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2 Teilchen im Potenzial 2.1 V = 0 (freies Teilchen)

Variablentransformation:

b
alter Integrationsweg Im(—2)

neuer Integrationsweg

\

Re(p')

Die Rénder tragen nicht bei fiir Re(p’) — £oo. Integrand analytisch ohne Singularitidten
im Gebiet zw. altem und neuem Integrationsweg.

1 +oo
(190) d_2 * 1 / / 02 E .
=  (x,t) = (27r3) - dp’ exp |—ap™ + - (192)
\/? [bQ ]
— exXp|——c¢
a a |
d 1 2]
z,t) [P = —— — exp|2 Re[ — — ¢ 193
9000 = 5 o0 2R )| (19)
ez e
Mit
Po th
V= - At) = Py (194)
ist
d* t2 d*
lal? = T am2p2 T [1 + AQ(t)] (195)
und
b2 a* (x —vt)?
2 R, - = 7 196
(oF ) --waram (199
Einsetzen von (195) und (196) in (193)
o, 6) 2 = — L. { (2 = vt)” (197)
) = X T2 /1 1 A2/
4 Vard it e L2 (T AT()

Das Wellenpaket bewegt sich nach rechts mit der Geschwindigkeit v und “zerfliefst”, d.h. die
Breite o d(1 + A(t) wichste linear mit ¢.
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2.1 V = 0 (freies Teilchen) 2 Teilchen im Potenzial

to >t

Zerfliefen ist Folge der Impulsunschéirfe un (183) analog zu einer Ladung Schrotkugeln

Aus (197) finden wir:

—+o0

<w>:<%thﬂwi>:./<th%LtH2:v~t (198)
Ar= (ot @ — (22 o) = dy/1 T AQ? (199)

mit Aufgabe 8, wobei b = v/2d(1 + A(t)

{p) und (Ap)? findet man am einfachsten aus (189)

—+oo

uwz/wmwmm2

— 00

+oo
(189 ( 24 \* 4 2(p — po)*d?
- 7Th2 p-pexp | — FL2

— 00

—+o0
o 242\ 2 22 d?
P'=p=po <W) / dp - (p’ + po) exp { 2 ]

— 00

= po unabhingig von ¢ (200)

h 2
(Ap)* = (p?) —p? = =  mit Aufgabe 8 (201)
2d

(199),(201)
= AzAp = gv 1+ A(t)? (202)

maximale Unschéarfe fiir t =0
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2 Teilchen im Potenzial 2.2 Kastenpotential = Potentialtopf

2.2 Kastenpotential = potentialtopf
V(z) = -VoO(a—|z[); V>0 (203)
V()

Vo

Anwendung:
e abgeschirmte Storstellen in Halbleitern

e Kernphysik
Dimensionsloser Parameter:

¢ = YR (204)

Bindungszustinde v, (x) : Hip,(x) = E b, (x) also

r2 d? [ Enthu(x) fir |z| > a
—%ﬁwn(@ = { (En + Vo)p(z) fir|z|<a } (205)

8

Yl(x) ist unstetig bei |z | =a mit Sprung +V;
! (x) ist stetig mit Knick bei |z | =a

= q ¥n(®)
n(x) st stetig
(

Loésung von (205) fiir |z | > a:
E, > 0:¢,(x) ~ sin(gz), cos(qz)

e nicht normierbar

e Streuzustinde

(206)

Kn® i — 2m(—FE,
En<0:¢n($)={ Nne fiir - < a} mitm:L

N}e "% firz >a

und Normierungskonstanten N,,, N/,.
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2.2 Kastenpotential = Potentialtopf 2 Teilchen im Potenzial

Paritétsoperator = Raumspiegelungsoperator

Py () = ¢(-x) (207)

In unserem Falle:

HP(z) = Hp(—z) = [—%% + V(:c)] ¥(z)
PHUW) = |- g3 + V(o) | w(-a)
— Hy(—x)
wegen V(—z) = V()
= HPy(x)
= [H,P]=0 (208)

nur fiir symmetrische Potentiale

= Es gibt eine Basis aus gemeinsamen Eigenfunktionen von H und ‘P
P? =1 = Eigenwerte + 1 (209)
gerade Funktion: (EW = 1)

ungerade Funktion: (EW = -1)
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2 Teilchen im Potenzial 2.2 Kastenpotential = Potentialtopf

gerade Losung: N, = N/, in (206)
oszillierend

2m(E, + V¢
Yn(x) = Cpcos(gna) fir |a| <a mit ¢, = w (210)

(206) und (210) = Vo < E <0

Exponentielle Losung (E < —Vp) im |z | < a erfiillen nicht die Stetigkeit von ¢, (z) und
Pl (z) bei x = +a

Stetigkeit (206), (210) =

Un(z) = Npe " = Cy, cos(gna) (211)
P (x) = —kpNpe " = Cpqn sin(gqpa) (212)
—(212)
=Knp =(nt n
21D Kn = gn tan(gna)
= B o tan(gna) (213)
dn
Wegen
(204) a2
g = ﬁ2m‘/0
a2

— [+ ]
bedeutet: (213)

2 _ a)?
tan(gna) = gqiiq”) (214)

(214) bestimmt gna und damit E,

Graphische Losung:
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2.2 Kastenpotential = Potentialtopf 2 Teilchen im Potenzial

tan(qa)
: V& =(qa)?
q0 qa
2 qa
T T T T i qa
5 T 37” 27 5777
Zahl der geraden Losungen:
ng = [£ + 1} (215)
T
Je kleiner ¢ desto weniger Eigenwerte gibt es.
Energie-Eigenwerte:
(210) h2q?
E, = o 216
2m 0 (216)
Insbesondere Ej existiert immer und
h2m?
W< Ey<
0 0™ Sma?
ungerade Losungen:
N, = N} in (206)
und
Un () = Sy, sin(gnx) (217)
Setigkeitsbedingungen liefern analog zu (211)-(213):
2 _ 2
— cot(gna) = 2 = V¢ — (ana)? (218)
dn qna@
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2 Teilchen im Potenzial 2.2 Kastenpotential = Potentialtopf

— cot(qa)
: t . i : qa
" O 3
Ungerade Losungen gibt es nur fiir
s 2mVpa®?  m?
¢ > 5 also TO > T
Losungen:
/
n=1
n =2
I
—a
Zustand | gna € | Symmetrie | Knotenzahl
Grundz n=0 0,3 gerade 0
n=1 5T ungerade 1
n=2 [7r, 37“] gerade 2
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2.3 Harmonischer Oszillator

2 Teilchen im Potenzial

2.3 Harmonischer Oszillator

_ P2 mw? X2

H= 21
2m 2 (219)
d.h. Federkonstante k = m w?
Algebraische Losungen (M. Borne, N. Wiener)
charakteristische Léngenskala des Problems
h
20 =] — (220)
mw
1 P22 1 [&x\°
H=hw |z R 221
— w 2 n2 + 9 (,CCQ) ] ( )
Vernichtungsoperator (=Absteigeoperator, annihilation operator)
1 X Puxg
a=—|—+4+i—— 222
V2 (wo h ) (222)
Erzeugungsoperator (=Aufsteigeoperator, creation operator)
1 X Px
- — (2 0 223
o= (S i) (223)
114 X X
T
— = - = P — | = |—, P
o) =35 ([P 5] = 557
1
(19 : % (—ifi—ih) =1 (224)
Besetzungszahloperator
N:=da'a (225)
(222) und (223) liefern:
1 /X Puxg X Puxg
N==-|—— — i
2 ($0 ! h ) ($0 Tt h )
1[Xx%2 P2z i
== |— - [X, P
Q{zg—i_ h? +h[ y ]}
ih
_H 1
 hw 2
1
= H=hw <N+ §> (226)
Also: Eigenzustinde von H sind Eigenzusténde von N
Nin)=mn|n) (227)

mit n € R wegen N = NT
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2 Teilchen im Potenzial 2.3 Harmonischer Oszillator

|n) ist ein Eigenket zum Eigenwert n.

n=n{nln)=(n|Nln) 2 (n|aa|n)
=(anlan)=|lan)|*>0 (228)
[N, aw = [aTa, aT] =a [a, aT] + [aT, aT] a=al (229)
—_—— N —
=1s.(224) =0
[N, a] = [aT, N]T (229) (—aT)T =—a (230)

Betrachte a |n ):
Na|n)=([N,a]+aN) |n)
(2801(227) —a|n)4+an|n)=(Mn-1)a|n) (231)
= a|n) ist Eigenket zu N mit Eigenwert n — 1 oder a|n) = 0.
Ista|n)=0ist N|n)=alaln)=0=n=0
N[0)=0 (232)
Achtung: |0) # 0!

Aus (231) folgt durch vollst. Induktion, dass a* | n) Eigenvektor zu N mit Eigenwert n — k
ist, aufler wenn k£ —n € N.

Wegen (228) muss fiir Eigenwerte n — k > 0 sein. Ware n ¢ Ny, so kénnten wir mit
hinreichend groften k (228) verletzen.

= n € Ny (233)
Konstruktion der Eigenkets - zwei Moglichkeiten:
1. Grundzustand |0) ist nicht entartet
2. Grundzustand | 0) ist entartet
Welche Moglichkeit realisiert ist, hdngt vom Hilbertraum H ab.
(229) = Nad'|n)=da' N|n)+[N,a'] [n)
N~ ~—
nin) ats.(229)
=(n+1)a'|n)

Somit ist a' |n) Eigenzustand zu N mit Eigenwert n + 1.
Normierung:

latn) 2 = (afnlafn) = (n]aal |n)

(n] [a,aw |n)+<n|aTa|n>
——

=1s.(224)
=14+n
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2.3 Harmonischer Oszillator 2 Teilchen im Potenzial

= In+1):= a' |n) ist normiert. (234)

1
vn—+1

Im Fall 1 (nicht entarteter GZ |0)) definieren wir rekursiv:

n (224)LaT n— S S at)? |n—
) Tl n=1) = o (@) - 2)
- % (a')" |0) (235)
Weiter:
|n)(2i4)inaa1f|n—l)
%[a,aﬂ|n1>+%&jﬁ|n1>
:%n|n—1>:\/ﬁ|n—1> (236)

Zusammenfassung von (234) und (236)

at|n) :\/n+1|n+1>}

aln) = yi|n-1) (237)

und

a™|n) =vn!|0) (238)
Haben wir im Fall 1 mit (235) alle Eigenzustéinde gefunden? Ja!
Beweis:
Annahme: Es gibt aufler |n) in (235) noch einen weiteren Ket |n') mit N|n') = n|n’)
und (n|n’) =0, d.h. n ist entartet.
Wegen (231) ist

a"|n") EZ von N zu n = 0.

Nicht entarteter Grundzustand

a™|n') =¥ Vnl|0) (239)
@) e ) = et — (o) [0) S e )
1 .
= —(n'| (@) a" |n')=e¥(n'|n)=0

n!
= a"|n") = 0 Widerspruch zu (239)

Im Fall 2 haben wir Grundzustiande
10, )

mit Entartungsindex A.

Analog findet man:
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2 Teilchen im Potenzial 2.3 Harmonischer Oszillator

Sind alle Eigenzusténde zum Eigenwert n von N.
Wegen (226) sind die Energieeigenwerte

1
E, =hw (n + 5) n € Ny (240)
A V()
3l
Ey
2l
Eq
11
Ey
‘ ‘ ‘ ‘ >
_ — 1 2 T
2 1 V2zo

Streuzustidnde gibt es nicht.

H = L?(R), Ortsdarstellung:

al0) =70
0= (z|al0)
(2220 1 X Pxg
2 el S +i=20)
1 [z xo h d
g PR K
Yo(z)
d T
— + = =0 241
= |45+ 2| oo (241)

DGL 1.0Ordnung!

Standard-Losungsweg:
Ansatz:

d T
fl) [ 22 2 =0
c <dx * x%) Yo(@)
Produktregel |: d
——

s —f'(x) + z%] eF@ipo(x) =0

]

=0
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2
Wiéhle f/(x) = Iig, also f(z) = 3 (i) .

Normierung:
+oo R
1:<0|o>:|c|2/dxe‘(%) =|c ooV
Wihle:

= Grundzustands-Wellenfunktion

Yo(x) = (900\/77)_% e &) (242)

Ubrige n > 0:

Un(z) = (z|n)

(235)

Dimensionslose Variable:

n!v/2n d¢
(242) -1 1 1 d]" _e
2 o) o ] ¢
(wov/m - - 27) "% Hy(€)e™ T (243)
mit H,(¢) = e% {g - d%r 5 (244)
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2 Teilchen im Potenzial 2.3 Harmonischer Oszillator

Opperator-Identitéat:

denn

d¢
2 2 2 2 d
=77 [5e%w<s) —EeTY() —e¥ d—gzﬂ(f)]
!
oA
= (—1)"% = Af = 67752 {{ - dig}neg (245)
Einsetzen von (245) in (244):
Hy(§) = (1)"652%6_52 (246)
ist die Definitions-Gleichung der Hermite-Polynome.
Hy(§) =1 Hy(8) = 867 — 12¢
Hi(§) =26 Hy(€) = 166" —48¢2 + 12 (247)

Ho(&) = 462 — 2 Hs(€) = 32€° — 160€3 + 120¢
+oo
Aus p = (n|m) = [ dap}(x)m () folgen mit (243) die Orthogonalitéitsrelation:

“+oo

/ Aée 8 Hy (&) Hon(€) = /7 - 20161 (248)

— 00

2 . . n . . T o) . . oy ..
Wobei e7¢" die sogenannte Gewichtsfunktion ist. Ihre Wahl definiert die Orthogonalitéits-
polynome. In unserem Falle die Hermite-Polynome

Aus > |n){n| =1 folgt die Vollstéindigkeitsrelation

n=0
S dnl@n@) =S (z|n)(nla') = (x]a') = (z - 2') (249)
n=0 n=0
Mit, (243):
S Ho (6 Ha(€) = v/ - ni2nefs(¢ — €) (250)
n=0
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2.3 Harmonischer Oszillator 2 Teilchen im Potenzial

Weitere Eigenschaften:
Erzeugende Funktionen

2 =1
—t242t¢ _ L on
O = 3 Ha(©) (251)
Hermite’sche DGL
d—2—2§d+2 H,(£)=0 (252)
aez ~ Sge T -

klassische Physik: niedrigste Energie £ =0
QM: niedrigste Energie Ey = %” Nullpunktsenergie

Ein Zustand mit £ = 0 wiirde Az - Ap > 5 b verletzen.

X =22(a+ah) (253)
V2
i h
p=""t— 254
Sl —a) (254)
(253) Lo
(n|X][n) \/5( nla+al|n)
(287) To [\/_<n|n71>+\/n+ (nin+1)
\/5 —_——— —_———
-0 =0
=0
klar HO schwingt um Ruhelage
Ebenso:
(n|Pln)=
(AX)? = (n]X?|n)
(253) @2
2 0 1) (a+ a')? )
x3 5 2
= ?[<n|a In)+ (nlad’ +afa|n) +(n|a’ |n>}
=0 =(n| [a, a']+2N|n) =0
x3 7
= 5 [nln) +2{n[N[n)]
22
= 70(2n+1) (255)
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2 Teilchen im Potenzial 2.3 Harmonischer Oszillator

(AP)?* = (n|P?|n)
(253) H2
2l —a? )
h?
= —(n|ad" +a'a|n) (siche oben)

Zo
FL2
= — (2 1 2
2$0( n+1) (256)
h
= AX - AP = 5 (2n + 1) (257)

GZ |0) hat minimale Unschérfe

klassisch: Aufenthalt nur dort, wo £' > V ist also | ;= | < v/2n + 1 fiir n-ten Energie-EZ
E,

QM: |, (z) |? > 0 auch fiir |z | > v2n + 1z

Zeitentwicklung

65




2.3 Harmonischer Oszillator 2 Teilchen im Potenzial

Schrédinger-Bild:

In,t) =e 7t n) (258)
Heisenberg-Bild:
a(t=0)=a
q .
(182) = &a:%[H,a]
1
(229 [NJri,a} =iw [N, a
@9 _iwa (259)
a(t) =a(0)e !
] (260)
at(t) =a'(0)e™!
(253) Zo —iwt T iwt
X(t) =" —=(a e +a'e™?)
—
\/5 a(0)
_ o t t i si
=— |la+a") cos(wi)+ (a' —a) 7 sin(wt
50 fotaf) cost) (ol —a) im0
2
(263)(254) » cos(wt) + x—; P sin(wt)
1
220 cos(wt) + — P sin(wt) (261)
muw
wobei X = X(0), P = P(0).
Analog:
P(t) = P cos(wt) —mwX sin(wt) (262)

— klassische Bewegungsgleichung des harmonischen Oszillators.

Welche Zustdnde zeigen die Schwingungen des klassischen Oszillators?
Nicht die Energie-Eigenzustande

(] 2(0)[n) "E (] b X e h )
=enBrt (n| X |n)e 7Bt = (n|X|n)
Jedoch:
(M X(@)|N) =2z A cos(wt — §)

fiir sog. kohirente Zustéinde | \) (siche Ubung).

Nachtrag zum Heisenberg-Bild

P2
H=_—
2m + V(@)
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2 Teilchen im Potenzial 2.3 Harmonischer Oszillator

(183),(184) implizieren fiir jeden Zustand 1)

d 1
S (w1x19) = = (9] Pl
CIPIY) = (4] 3% v)

m iy =W e v (263)

Ehrenfestsches Theorem
Damit (¢ | X |¢) die klass. Bewegungsgleichungen erfiillt, muss

0

(WI5% V) =35 V{w|X]|¥) (264)

gelten. (264) gilt sogar fiir alle ¢ € H, wenn V hochstens quadratisch in X ist.
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3 Drehungen, Drehimpuls, Spin

3.1 Drehungen und ihre Erzeuger

passive Drehung (also eine Drehung des Koordinatensysstems) im R3 um Achse 7 (mit
2 = 1) mit Winkel ¢.

Aufgabe 6e): Vektor @ € R? wird in @, gedreht, wobei
d, =cospd+ (1 —cosy)(d-7)n—sinp (7 x @) (265)
Kurznotation: @ = ¢ - @ beschreibt Drehung. Suche Matrix R(F) € R3**3 mit

i, = R(P)a fiir alle @ € R? (266)

(265) — Gy = COSYag + (1 —cosgp) (Z amnm> ng — sin @ Z Eklm N Om

l,m=1

(266) Z (‘3 X

3

[R(P)] e, = €OS @ O + (1 — cOS @) N My, — sin 0 Z Ekim T (267)
1=1

R(§) = R(pil) =

cosp + (1 — cos ) n? (1 —cosp)nyng +sinpnsg (1 —cose)nyng —sinpng
(1 — cosp)ning —sinpng cosp + (1 — cos ) n3 (1 —cosy)nans +sinpn,
(1 —cosp)ning +sinpng (1 —cosyp)ngns —sinpn cos p + (1 — cos ¢) n?
(268)

Spezialfall: Drehung um die z-Achse

0
n=10
1
0 cose sing 0
R{|O|] =|—-sinp cosep 0O (269)
1 0 0 1

Drehmatrizen sind orthogonal R(@)” R(F) = 1 mit det R(g) =
Auch: Alle Matrizen R mit R(7)T R($) = 1 und det R(g) = 1 md Drehtmatrizen.

Bestimmung von ¢ und 7 aus R(g):

68




3 Drehungen, Drehimpuls, Spin 3.1 Drehungen und ihre Erzeuger

e 71 ist Eigenvektor zum Eigenwert 1.

R(@)ni=1 (270)
e Spur
3
tr R(P) @5 cos gpg/]_l/Jr(l —cosp) ; ni
M -
1
=1+2cosp (271)

Die Menge aller Drehmatrizen bildet eine Lie-Gruppe. Definitionseigenschaften:

0. Es gibt ein Eins-Element
R(@) -1 =1R(§) = R(P)

1. R(@2) - R(F2) ist Drehmatrix und fir R(Fs) := R(F2) - R(F2) ist F3 eine stetige
Funktion von @1 und @s. (F3(F1, P2) ist sogar analytisch.)
2. R71(1) ist Drehmatrix

3. (R(#1) - R(2)) - R(F3) = R(¢1) - (R(P2) - R(P3))

Die Lie-Gruppe der Drehungen im R? heifit SO(3). S steht fiir speziell (det R = 1), O fiir
orthogonal.

Infinitesimale Drehungen dp < 1 in (267)

R(bp ) =140y - iflw
3

=1+idp Zm w® (272)
=1
wobei
iwl) = —epm (273)
also
0 0 0
ivW=[0 0 1 (274)
0 -1 0
00 —1
iv®=1[0 0 o0 (275)
10 0
0 1 0
iw®=1-1 00 (276)
0 00

Die w® heiken Generatoren der SO(3).
Aufbau einer endlichen Drehung aus infinitesimalen Drehungen:

¥
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3.1 Drehungen und ihre Erzeuger 3 Drehungen, Drehimpuls, Spin

N L P N
[R5 MY = [1+i 5]
- . e NV Y An] i@
o - g [ (5] - - o
eleganter als (267).
Alternativ: Euler-Winkel
R(a, 8,7) := R(ae:) k(G éy) R(ve:) (278)
Die Generatoren der SO(3) erfiillen
_ 3
{wm , w(k)} =iy ejuw? (279)
=1

Beweis:

3
[, 0®) =37 [l — wff )]

In

m=1
@13 <«
= - Z (€1jn Emkn — Elkn Emgn)
m=1
= — (Owk 6jn — Oin Ok — 015 Okn + bin Ojc)
3 3

_ E: (273) . 2 : (m)
= - Ejkm Elmn = 1 Ejkm Wy,
m=1 m=1

Der von {w®, w® w®} aufgespannte Vektorraum heift Lie-Algebra SO(3).
Also: _
53 € S0(3) — ¢%% € S0(3)

Allgemein: Ein Satz {w®),w®,...,w(™} von Matrizen oder linearen Operatoren bilden eine
Lie-Algebra, wenn
[wu) 7 N)} i3 fmw? (280)
1

mit f;r € C gilt. Die Zahlen f;; heifen Strukturkonstanten der Lie-Algebra bzw.
Lie-Gruppe. {€¢’#%} ist dann Lie-Gruppe.
Betrachte Lineare Abbildung

JC) )Y

mit

{ww’ N)’} =i faw® (281)
l

eine sogenannte Darstellung der Lie-Algebra.
Die Matrizen e'#“ bilden eine Darstellung der Lie-Gruppe:
Aus

folgt
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3 Drehungen, Drehimpuls, Spin 3.1 Drehungen und ihre Erzeuger

Darstellung der SO(3) mit 2 x 2-Matrizen:

denn wegen (76) ist

11 < ol
ioj’iok :Zlilejklg

SU(2) := {6“3%}:{Ue@QXQ:UTUzﬂAdetU=1} (282)

SU steht fiir speziell (det = 1) unitér.
e'? % beschreibt eine Drehung der Spin-Einstellung

IS>—a|T>+BI )
ls) — |s’>

|
entspricht (g) ( ) _ .id 3 (g) (283)

(S11@5|8,)=(Si|e #95a Sen?5|8,)
A 6e
29 (51 1@S|Sy)

Hi
8

7_

mlw

Konsistenzcheck:

unabh. vom Koordinatensystem.

Generator von Drehungen der Wellenfunktion:

X
v
<
2 N
T
Fo— T=R0pT D F-65x X

B(@) = (@) = 6 (& + 67 x F) + 0 ((69)?)
= (@) + (67 x ¥) - V(@)
= (@) + (¥ x Vo) - 07

= (@) + %5@- X x Py
= (@) + 5 67 - L)
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3.1 Drehungen und ihre Erzeuger 3 Drehungen, Drehimpuls, Spin

mit o
L=XXxP (284)
Endliche Drehungen: o
V' (R() ) = eh 7L y(T) (285)
(284) bedeutet:
L;=ejn X P (286)
Mit [Xk, Pl] = ih(skl findet man
(L5, L] =ihejm Ly (287)

so dass 3 £; tatsiichlich (279) erfiillt.

Gesamtdrehimpuls . L.
T=L+85 (288)
wobel
[L;, Skl =0 (289)
5, Ti] = ihes Ji (290)
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3 Drehungen, Drehimpuls, Spin 3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators

3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators

3
(72, Tn| = D" 1k [Tk, T + [Tk, T] T
k=1

(290)

IS o (G i+ 370 20 (201)

k=1

Casimir-Operator.
(*): egmt ist antisymmetrisch unter Vertauschung von k und I, J J; + J; Ji symmetrisch.
— gemeinsame Eigenkets von J2 und Js.

T2 Am) = AR2|Am)

TslAm) = mh|Am) (292)
D | T M) 20 = A0 (293)
Leiteroperatoren:
Je=N*iJ2 (294)
also
Il =T+
Dann
a)
(T3, T+| = [Ts, i £i [Tz, Ta]
OO G Bt ) h=+Teh (295)
b)
KARNAR=EY (296)
¢)
F2E g g+ T T
(296)
JI- Ty + T+ Tsh (297)
d)
[iQ , Ji] 220 (298)
Wegen (298) ist
T2 Te | Am) = TJe T* | Am)
— T AR Am) (299)

= T+ | Am) ist Eigenzustand zu J2 mit Eigenwert A h% oder Jo |Am) = 0.
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3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators

3 Drehungen, Drehimpuls, Spin

T Te| xm V2 70 Tl Am) £ Tk Am)
——

hAm| Am)

= (m=E£1DhAJL|Im)

= Ju+| Am) ist Eigenzustand zu J5 mit Eigenwert (m £ 1)k oder J|Am) =0

0< [ T[Am) 2= (Nm|TzTx|Am)
(x| T? = J¢F Tsh|dm)

(207)

Og)\—m2$m

= A>m?+tm

— A>|m|(|m|+1)>0

= Es gibt fiir jedes A ein maximales m:
J = Mmax
| Aj ) heifst Zustand hochsten Gewichts
= J2lNj) =0
= 0= T x) 22 (=gt - me

= A =j(j+1)

Analog fiir muyin und —| Ampin )

(301) (305
0 =" \— mfnin + Mumin

= Mmin = 7‘7

m nimmt also die Werte
_ja _j + 1a---a .7 - 1; j

all.

= 25Ny

11,3

also 7=0,3,1,35

= ) Jj+1)— m?nin + Mmin

(300)

(301)

(302)

(303)

(304)

(305)

(306)

(307)

(308)

74




3 Drehungen, Drehimpuls, Spin 3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators

Bessere Notaion .
J?gm) =3+ DR jm)

: : (309)
Tzl jm) = mh|jm)
und der Zustand hochsten Gewichts ist | jj)
Eigenwerte des Bahndrehimpulses:
L=X+P= Quantenzahlen [, my
Spektrum gegeniiber (308) weiter eingeschrankt
1 Xj _ZL'Op
I e Y 310
RV [fﬁo T ] (310)
Dabei ist z( ein beliebiger Parameter mit [x] = Lénge
1 .
ay = ?(al + iasg)
ai = E(aj{ —ial)
1 (311)
a_ = ?(al —iaz)
P ot
a_ = —=(a; +a
\/5( 1 2)
erfiillen (vgl. (224)):
[a+ , aH = [a_ , aT_} =1 (312)
= Auf- und Absteigeoperatoren
und [ay,a_]=0 (313)
(286)
Ly=" XD — P
3100 h
2 @+ e — o) = (a2 + af) (a1 — a])]
h
= I [a{ag — a1a£:|
(311) h [afa_ — aia.,r}
= R(N_-N,) (314)
mit Besetzungszahloperatoren Ny und N_.
(233) = Eigenwerte von Ny sind ganzzahlig
—> L3 hat nur ganzzahlige Eigenwerte
mp=—l, —1+1,..—1,0,1,..0—1,1 (315)
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3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators 3 Drehungen, Drehimpuls, Spin

= Die Quantenzal [ in der Eigenwertgleichung (vgl. (309))

L[lmy) = B3+ 1) lmy) (316)
ist ebenfalls ganzzahlig.
Normierung;:
(300) = J_|jm) < |jm —1) (317)
(310) A (305) = || J-|jm) |* = (j + 1) = m(m — 1)
Wihle:
1
[jm—1) = —= J-[jm) (318)
Vi +1) —m(m —1)
“Condon-Shortly-Phasenkonvention”
jm+1) . Tiljm) (319)
jm = +gm
Vi +1) —m(m —1)
Analog:
1
|lml—1>: L_|lml> (320)

Vi +1) —m(m—1)
mit Ly = Ly £iLs

Uusw.

m=h/I(l+1)

Gut dargestellt in: Gernot Miinster: Quantentheorie
o
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3 Drehungen, Drehimpuls, Spin 3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators

Ortsdarstellung: Polarkoordinaten r, 9, ¢

3
L .
[X ,L} :Z[Xf,L}
j=1
3
- Z{Xj [Xj, L} + {Xj , L} Xj}
j=1
Aufg. 18b)

0 (321)

Eigenfunktionen:
(F|lm) =: (rde|lm)

(dabei steht m fiir m;)

(FIL2|Im) =R+ 1)(7|lm)

. B (322)
(F|Ls|lm) =hmm(F|lm)
In der Ortsdarstellung bedeutet (321):
[rQ , I_j} =0
d.h. L enthélt keine Ableitung nach r
= Wir suchen nach Eigenfunktionen die nicht von r abhéngen
(T]Im) = Yim(9, ) (323)
LY (0, 0) = B2+ 1) Yim (¥
wobei L; ein Differentialoperator bzgl. ¥ und ¢ ist.
Mit Yi,, (9, ) ist auch f(r) - Yi; (19, ¢) mit beliebigen f(r) eine Losung von (324).
- 0 10 1 9
_e 9 gt9 o 1 O 325
v=e 8T+€197’819+6(’D7’Sin198<p (325)

Mit

=1 € Xy = €, usw.
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3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators 3 Drehungen, Drehimpuls, Spin

. h. -
L = TZZ" x V
i
Al, 0 . 1 0
=7 |Ceg9 ~ G E
i o sin ¥ Oy
A —sinyp P — cot ¥ cos
=z cos %—i— —cot¥siny %
0 1
L? = 1Ay,
wobei L 5 s
Ay, = — | sind— —
7% Sind 09 (sm 819) * sin? 9 Op?
Laplace-Operator ind Kugelkoordinaten:
0? 20 1
A=—+-——+=A
or? + ror + r2 o0

h o
2 Ly=——
(36):> 3 i&p

h 0

= YVim (0, ) = €Y}, (9,0)
Aus (326) finden wir
Ly =L, +iLy
= het® [i{% + i cot 19%]
Aus Ly|ll) = 0 folgt:
0= LiYu(d, )

(331)(330) . igp [% + i cot 19%] Yy (9,0)

) 0
_ il (% —lcot 0) Yu(9,0)

Losungsweg wie (241) — (242)

= Y (9,0) = ¢;(sin®)’

(326)

(327)

(328)

(329)

(330)

(331)

(332)

(333)
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Normierung;:
i 2T
1z/d19$iﬂ19/d<p|Ylm(19,ga)|2 (334)

0 0

—_———

dQ
(333) 2 21+1i 21
> |Cl | = . 4l l (335)

320
L Y0, 0) 2 1T+ 1) = m(m — 1) W1 (9, 9)

Alm

Mit (330) und (331):

almei(m_l)lem_l(ﬂ, 0) = e [—3 + i cot 193} Yim (99,0)e"™?

09 dp
0
= a;mYim—1(9,0) = [—% — mcot 9] Yim (¢,0) (336)
Standarttrick:
0 gn—my s
i Yim—1(9,0) = — 50 + mecotd| (sin?) ™™ (sin )" Yy (4, 0)
= —(sin ﬂ)*m%(sin D" Yim-1(9,0) (337)
denn
2(s' 9)™™ = —m(sin®?) "™ cos ¥
5p (50 = —m(sin
= —m(sin ) ™™ cot ¢
also

0 v—m
{% + mcot 19} (sind¥)™™ =0

Mit ¢ := cos®, sin®9 = 1 — 2 ist

o dtd

90— dodr T Udt
und (337) ist

d

@i Yim—1(0,0) = (sin 19)*<m*1>£(sm19)mmm(19, 0)
w1 d

)

( T g

(1—=1%)% Yin(9,0)
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— Rekursionsformel

m

(1= 12T Vi1 (9,0) = —— [(1 — 1?)

Yim (9, 0)] (338)

fl,mfl(t) = __flm(t)

Anfangsbedingungen m = [ aus(333):
Yu(9,0) = ci(1 — 12)*

= fu=(1-3)2Y,(9,0) = (1 — 2 (339)

Loésung von (338):

Ju-1= a——fu(t) (340)

(338) 1 d
-2 =

(340) 1 1 42
= — —fult
a1 an A2 fu(t)

Jim=— - alm+1wfll(t)

- dl—m
(B3899) y, (9,0)= — L 1 -2 F (1 —2)

Die Lésung schreibt man iiblicherweise als
Yiou(9,0) = Ci P (1) (341)

mit

21+1(z—m)!r 42)

C”":(_l)m[ a7 (I +m)!

und den zugeordneten Legendre-Funktionen

P (t) = ()M e (1= %) 7% (112 (343)

Eigenschaften:

B(t) (344)
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also (via m — —m in (343))

1 d +m
Pt)=—(1—-t)7 [ — 2_1)! 4
o= - 2% (§)  @-D (345)
Die .
Yim (9, ) = Cip P" (cos 9)e"™¥ (346)

heifen Kugelflichenfunktionen

Es gilt:
Yiem (9, 0) = (=1)"Y;;5, (9, ¢) (347)
Physik | Chemie
1
Yoo = — s-Orbital
00 o
3 . ;
Yii =—y 3, Sin ve'® p-Orbitale
3 Pz = YVIO
Yip = I cos ¥ Py = %(Yn LYl
) 1 _
Vi =V =/ —sindeie | Pv =2V —Yio)
8w
1 )
Y22 = % Sin2 1962“0
/15 . . .
Yor = 3 sin ¥ cos ve¥ d-Orbitale
T
Yoou =-Y5
Yoo =Y
Normierung;:
<l’m/ | lm> = 5ll/5mm/
= / dQ}/le’ (197 (P)}/lm (195 50) = 5ll/5mm/ (348)
Vollstandigkeit:

) l
1= 3" [im){Im|

=0 m=-1
0o l
=Y V0, 0)Yim (¥, ¢)
=0 m=-1
=5 -
§(9 —0")d(e —¢')

= 349
sin ¥ (349)

| Yim (9, ©) |? hiingt nicht von ¢ ab. | Y, (9, ) |? A2 ist die Aufenhaltswahrscheinlichkeit im
Raumwinkelelement d©2 um (¢, ¢) fiir Elektron mit Drehimpuls-Quantenzahl (I, m):
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3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators 3 Drehungen, Drehimpuls, Spin

z z
=0
\ m=0 =1
m=1
z z
=2
=1 m=2
m=10
z z
=2
m=1 [—9
m =20
Paritét:
PyY(r) = (=)
Fir ¥(7) = f(r)Yim (9, @) ist
Y(=7) = f(r)Yim(T — 9,0+ )
Aus (346) und (343):
Yim(ﬂ._ﬂvw""ﬂ.) = (_1)lY2m(797§0) (350)
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3 Drehungen, Drehimpuls, Spin 3.2 Eigenwerte des Drehimpulsoperators

= Die Paritéit von Y}, ist (—1)’
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4 \Wasserstoffatom

4.1 Zentralpotentiale

V(X) =V(R) (351)
mit R? = X + X3 + X3

und V(R) = V(r) = V(v #2) in der Ortsdarstellung. In beliebiger Darstellung

V(R) :/}RS 47 &)V (V) (£

Rotaionsinvarianz: . .
en?TV(R)e" %7 = V(R)
infinitesimal ' '
[1 + %@j} V(R) [1 - %@j} =V(R) + O(&?)
(7. vim)] =0 (352)
auch: ..
[J , PQ} =0 (353)
also: .
7, H| =0 (354)
Energieeigenkets
|Ejm) (355)

Ist V(R) zusétzlich von S unabhiingig, so ist
[5‘ : V(R)} -0
also auch (wg. L =7 — S)
{E , V(R)} =0
So kénnen wir die Energieeigenkets mit
| Elmysms) (356)

bezeichnen.

(354) =  [H,Ji]=0
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4 Wasserstoffatom 4.1 Zentralpotentiale

Aus
H|Ejm)=FE|Ejm)

folgt also

Hji|Ejm>=jiH|Ejm>
=EJL|Ejm)
— H|Ejm+1)=E|Ejm=1)

—> FE héngt nicht von m ab. Zunéchst:

{ivwﬂzo
H:;ﬁvm)

|[Elmiysms)=|Elm;)®|sms)
. . . . o 1
Spin-Entartung: E héngt nicht von m, = 45 ab.

H|Elm)=E|Elm)
Mit ¢ g (7) = (7| Elmy ):
K2 . -
[% A+ 1/1(7")} YEim (1) = E¢gim(7)

bzw. mit (327),(329):
1 -
PP=-PA=P+5L
r

wobei )
0 2 0
P?=_p? | ==+ =
" {07“2 + r ar}
Radialimpuls:
h(fo 1
P==|—+-
i (87" T)
erfiillt
Pl =P,
[P.,R=-1

(358) bedeutet also

1
2m

1

53 L+ V()| Yt () = B i, (7)

P2y

Mit .
Lbgim, (F) = B2 11+ 1) Ypim, (7)
folgt (siche Text (324)):
Q/JElmL (F) = fEl (T) leml (19) 90)

(357)

(358)

(359)

(360)

(361)

(362)

(363)

(364)

(365)
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4.1 Zentralpotentiale 4 Wasserstoffatom

und (363) wird zu

{LPQ B2+ 1)
2

T

o2 V(T)] TE1(r) Yim, (0, 0) = E fEi1(r) Yim, (9, )

und mit (360)

|:_h_2 ( 62 + 2 ﬁ) + m + V(T) fEl(T) _ EfEl(T) (366)

om \or2 ' r or 2m r?

— tatséchlich keine m;-Abhéngigkeit
In (366) 0.B.d.A fgi(r) reell.
Trick:
ugl(r) ;=7 fm(r)

denn

0? 0 0 0
ﬁuEl(T): o (a—:) fEl(T)ﬁLTEfEl(T)
=1

2
=22 four) g ()

9 20
EREr G

und (366) wird zu

_5_2 5_2 + m + V(r)} um(r) = BEug(r) (367)

2m Or? 2mr?
entspricht eindimensionaler Schrédinger-Gleichung mit

B2+ 1)

2m r2 (368)

Veps(r) =V(r) +
Zentrifugalpotenzial

Jedoch: r >0
d*r=r? dr dQ

Bindungszustédnde
oo

s> [ 12 ar ) = [ aray)
0 0
= |ugi(r)|vr —0 fiir r — oo (369)
Nun r — 0, zwei Falle:

Lou(0)£0 —  f(r) ~ >

r—0 7
h2
— |5 V0| SOV 00)
= V(r) hat 6®®(#)-singuliren Anteil

I 500+ V) L] Vi 0.0
2m r r r Im \V, P
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4 Wasserstoffatom 4.1 Zentralpotentiale

2. up(0) =0 = V(r) hat keinen §(*)-singuliiren Anteil
Fiir die meisten Potenziale gilt:

P V(r) —0

r—0

so dass Vers(r) in (368) fur r — 0 vom Zentrifugalpotenzial dominiert ist, sofern

14 0.

A% ug I(1+1)
r—0: 2 2 ug; =0

regulére Losung
upl(r) ~ T fir 1 #£0 (370)

irregulare Losung

upi(r) ~ 7" im Widerspruch zu up;(0) = 0

r—0
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4.2 Wasserstoffatom

4 Wasserstoffatom

4.2 \Wasserstoffatom

mit )
e
= = h
T dmey | =&
— gilt in jedem
SI Einheitensystem
wobei
1
QN —
137
Bindungszustinde F < 0
Wellenfunktion
_, (365),(367)
YEm, () = fE(r) Yim, (¥, ¢)
= rug(r)Yim, (V,9)
Die Radialgleichung in (367) wird mit
P=KT
2m | E
:‘<L2 = mh|2 | KR > 0
 2my
po = 72 5
zu )
— — — -1 =0
ap? 2 + P um(p)
Asymptotik:

up(p) o p'tL siehe (370)

Fiir p — oo wird (357) zu

d? upi(p)
TpQ — UEZ(P) - 0
— uEl(p) p:oo e P

(371)

(372)

(373)

(374)

(375)

(376)
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4 Wasserstoffatom 4.2 Wasserstoflfatom

Ansatz:
u(p) = p*e " W(p)
Einsetzen in (375)

pW"(p) +2(l+1—p)W'(p)+[po—2(1+1)] W(p) =0

Losung mit Potenzreihenansatz

Ideal fiir Potenzreihenansatze

d
0=p—
v
denn
opk:kpk

p’s haben die gleiche Potenz.

2

P =00-1)=6>-9
(Y- (0-1)

(378) = [0(0 —1)+2(+1—p)8+ (po—2(1+ 1)) p] W(p) =0
Einsetzen von (379)

D ar " [k(k—1) +2(0+1—p)k+ (po —2(1+1)) p] =0
k=0

Koeffizienten von p*+t1:
[(E+Dk+2(0+D)(k+1D)] ary1 +[-2k+po—2(l+1)] ap =0 fir k>0
Der Koeffizient von p° in (382) ist 0 = ag beliebig

k+1) (k+20+2)

(383) — g1 = ( ag

Noch mehr Asymptotik:
Entweder die Reihe bricht ab, oder (384) bedeutet
Gerr 2
ar k—oo k
also
2k
poo kI

3

= W) ~ e

p—r00
= Widerspruch zu (376) =  Die Reihe muss abbrechen!
(384) = Es gibt ein N € Ny mit

po=2(N+1+1)

(377)

(378)

(379)

(380)

(381)

(382)

(383)

(384)

(385)
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4.2 Wasserstoffatom 4 Wasserstoffatom

so dass in (384) an4+1 =0 und

N
Wip) = ai o (386)
k=0
Die Hauptquantenzahl
n=N+I1+1

erfiillt wegen N > 0,1 >0, N,l € Ng:
neN (387)
Also wg. (385)
po = 2n (388)
2m 2
12 p
Mit (388) sind die Eigenwerte durch die Balmer-Formel

(3714) = E =

2
mry
gegeben.
(372) = SI-System:
5o met 1

Jedes System:

E, = — bl (390)

Statt | E'lmy ) schreibt man |nim;).

Wegen (385),(387) ist
I<n-1 (391)

[ heifit Nebenquantenzahl und m; (was | m; | <1 erfiillt) magnetische Quantenzahl.
Speziell fiirs Coulomb-Potenzial V' (r) = —1:

FE,, héngt nicht von [ ab.

Ursache: Runge-Lenz-Vektor ist Erhaltungsgrofe.
Die DGL (378) lautet in der Variablen t = 2p:

2w dw
t +[RI+1)+1—t] — +n+1-2+1)]W =0 (392)
di? dt
Laguerrsche DGL Die Losung
t
1474 (5) = L2 (@) (393)

heiffen zugeordnete Laguerre-Polynome.
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4 Wasserstoffatom 4.2 Wasserstoflfatom

Es gilt:
d\’ d\"
I3 N t —tyr 4
2(t) ( dt) e (dt) e 't (394)

Lit) =1 (395)
Die Radialfunktion fg;(r) in (373) ist also mit (377) und (393):
fri(r) = fE,1(r) = Npy (26 r)le "" Lffjll(% T) (396)
Normierungsfaktor

No = (397)

k héngt von n ab:

= — = — 398
" hn an (398)
mit dem Bohrschen Radius
h h
a=— = =0,529-10""m (399)
my mca
Knoten
fio(r) =2a7 % e 0
foo(r) = 2(2a)% (1 7 QL) % 1 (400)
a
1 3T r
= —(2a) 2 — e 2a 0
fa1(r) 7 (2a) i

Anzahl der Knoten N =n —[ — 1 (radiale Quantenzahl)

Die Wahrscheinlichkeit, das Elektron zwischen r und r + dr anzutreffen, ist p(r) dr mit

p(r) =12 f(r)

P(T)A

~ 22—
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4.2 Wasserstoffatom 4 Wasserstoffatom

grofleres n = groferes ( R)

(r)nr :={(nim|R|nlm) :/7“3 dr f2,(r)
0

[3n* — (1 +1)] (401)

(VNS
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5 Zeitabhangige Storungstheorie

5.1 Nicht entartete Storungstheorie

H = Hy + H,

Gelost:
Hy | n(0)> — E,(f) |n(0)>

Gesucht:
H|n)=E,|n)

H, sei klein gegen Hy, genauer

(m® | Hy ) < | EY — B |

(402)
(403)

(404)

(405)

insbesondere: Nichtentartung von |n ). D.h. EY + EY fiir m # n, und | n) ist Bindungs-

zustand.
Storungstheorie: Losen von (404) durch Entwickeln in

<m(0) | Hy |n(0)>
B — B |

Zweckméfig: reeller Parameter A und
H =Hy+ \H;

— Organisation der Storungstheorie un Potenzen von A
Stohrungsreihe:
E, —BY 4 ABW + N2EP 4+ ..
In) = |n®) + X\n®)+X2|n@) + ..

|n) ist unnormiert: Im allgemeinen (n|n) # 1

(407) ist Potenzreihenansatz fiir (404)

(Ho + AH)(|n©@) + X nM) +..) = (B + AED + )(|n@) + X nD) 4 ...

Wir 16sen (408) fiir alle A.

Ordnung |

A0 Ho|n©®) = E?|n©®) also (403)

A H @) 4 Ho|n®W) = BV [n©) + B | n)
A2 H|nW) + Ho|n®@) = E@ 0@ + EV|n®) + B |n®)

(406)

(407)

) (408)

(409)
(410)
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5.1 Nicht entartete Stérungstheorie 5 Zeitabhéangige Storungstheorie

Entwicklung nach ungestorten Eigenzusténden:

|n®) = Z(k;(o) [n©@)  usw. (411)
k

Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten (£(© |n(® ) und ESY multiplizieren (409)
mit (k) |:

(KO | Hy |n©@) + (kO | Hy |n® ) = ED (kO 0@y 4 ELO)(10) 5,1y (412)
—_— N————’
E,(C(O)) (k) | n()) Okn

Fiir k = n liefert (412) die erste Korrektur zur Energie:
EW = (n© | Hy |n®) (413)
Fiir k # n folgt aus (412):

(6O | 1y nl®)

(KO |nM)) = (414)
E’r(LO) o E](CO)
Jedoch: (n(® |n(M)) ist unbestimmt!
Wir withlen (n(® |nM) =0 (415)
Also mit (411):
(kO | Hy |n©)
|n) =" [k it (416)
(0 0)
n#k EY) - El(c
(B £ EQ fiir k # n; fiir k # k ist aber E\” = B\ erlaubt, solange k, k' # n)
In héheren Ordnungen kénnen wir auch
(n@ ) k>1 (417)

fordern, denn zu jeder Lésung |n(k)/> von (408) ist auch
@) = | n®"y 4 a|n®)

Losung von (408) zur Ordnung A¥.

0= (n®|nk))

= (n©@ 2™y 4 o (n® |nO)
—_——

=1

/
—a=—(n@ ")
Achtung!: | n) ist nicht normiert, |n(?)) allerdings schon!
Aus (410) findne wir dann:

(nO ) Hy [nW) + (0O Hy | @)Y (0@ 0@y = E@ (00 n0)

ES)) =0 =1
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5 Zeitabhéangige Storungstheorie 5.1 Nicht entartete Stérungstheorie

— Er(?) — <n(0) | H, |n(1)>
(416) Z<n(°)IHllk(°>><k(O>|H1|n(O>>

0) 0)
(0) H, | (0)
@ _ | (B | Hy [n) ]2
= EBEY = ) 50 g0 (418)
k#n

Interpretation:
Wahrscheinlichkeit, ein im Zustand | n(?) ) pripariertes System nach einschalten im Zustand
| k@) # | n©) anzuutreffen:

| n(()) > Einschalten von H | 7’L>

| (K |n) |?
P = = 1
n—k0) [{n]n)

| (KO |n) |2

1+ 0022

@6) | (K| AH; [nl?) 2
T
o (KO | Hy [n(@) 2

_ 4
- A Fumyor + 00\ (419)

[1+0(\)]

E© | Hy [n(©) nennt man Ubergangsamplitude unb P, _,, Ubergangswahrschein-
n—(0)
lichkeit.

Zu E,SQ) tragen in (418) Zustédnde mit beliebig hoher Energie bei.

VAN
AN

Ist B, > (n|H|n), der Zustand also klassisch unerreichbar, so spricht man von einem
virtuellen Effekt.

— Mit Priizisionsmessungen kann man Zustinde |k(®)) erforschen, selbst wenn EY
fiir das Experiment unerreichbar ist.
— wichtig fiir die Teilchenphysik
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5.2 Entartete Storungstheorie 5 Zeitabhéngige Storungstheorie

5.2 Entartete Storungstheorie

E7(10) sein N-fach entartest
Ho|n®a) = EQn®q) (420)

Entarteter N-dimensionaler Unterraum:

&= [{|n(0)a>H mita=1,..., N (421)
(nOa|n®8) =g (422)
Jede Linearkombination
) N
2@y =3 [n®a)ea,  mit o, € C (423)
a=1

ist ebenfalls Eigenket von Hy zu E,(lo).
Wir wihlen den selben Ansatz wie im nicht entarteten Fall in Gleichung (404), (406)-(411).
Mit der Ersetzung |n) — |ny) wird (409) zu:

(Ho — B0 0V} = (Hy = BED)|n0)

Linksmultiplikation mit (n(®)3| ergibt:

0=—(nV8] (Hy — E) [ny) (424)
also mit (423):
N
cap(n OB Hy |nWa) = EMeg, (425)
a=1
Matrixdarstellung:
kigy == (n(o)ﬁ | Hy |n(0)a) (426)
N
(425) = > kipycap = B csy (427)
a=1

Eigenwertproblem einer N x N-Matrix

= det (h1 - E,gl)) =0 (428)
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5 Zeitabhéangige Storungstheorie 5.2 Entartete Storungstheorie

(423) hat N Losungen E)(le), die nicht alle verschieden sein miissen. Die zugehérigen Eigen-
vektoren (siehe (427)) sind:

Cl~y
Cony

N (429)

CN~

mit

ANt = -

Der Basiswechsel zwischen |n(® z) und |n(®) ~) in (423) diagonalisiert wegen (427) also
hi. Die Matrix C' = (Cq,p) ist unitér.

(427) bedeutet:
Ot hy C = diag (Efjf, Efllj\),) (430)

D.h. (423) diagonalisiert mit (427) die Stérung H; im Unterraum &.
(n 5| Hy [n© ) = BN 6, (431)

= Bedingung (405) {iberlistet.
Wir beobachten, dass H; die N-fache Entartung i.a. aufhebt (oder reduziert).

A
—

>\

(431) entspricht (413) im nichtentarteten Fall Er(ll—y) wird jedoch aus (428) bestimmt.
(416) wird nun zu:

O | ;1 n© N
= > 0y BRI S 1n® ) (n® o [ )

(0) (0)
\k“) ygE E By v'=1
v #y
’ <k(0)|H1 n() ’7 ’ ’
) = S St T+ Z [nO ) (n® (a0 ) (432
k#n n
7’757

Neu: Komponenten (n(®" /| n()’ )1
(410) entspricht im entarteten Fall:

Hy[nM y) + Hy [n® y) = EZ) [0l y) + B [n 7)) + B [n®)y)  (433)
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5.2 Entartete Storungstheorie 5 Zeitabhéngige Storungstheorie

Multiplikation mit (n(®"~'|:

(n®" | Hy |0 )+ B (n® o[22 )

= B 8y + B (005 [0 ) 1EO (n® o/ |5} (430)
=0 wg. (415) fiir y=7'
Fir v =~
(434) / ,
B = (0@ y | Hy [n® )
(432)2 | (KO Hy | n(® ) 2 (
3 435)
0 0
Der zweite Term von (432) trigt nicht bei wegen:
(@ | Hy 0@ ) B 6, B =0 fiiey £
Fiir v # ' liefert (434)
E) (n (O)IW’IH(”IM -~
= (n©" | Hy [0 )
g (0 |H1|k(°)><k(°>|H1|n(0)'7>+
- 70 _ 5O
k#n n k
+ Z (n(o)/’y’|H1 |n(0),}//> <n(0),y//|n(1)’,y>
v #EY (1)
E 6 / "
(n© |H1|k0)><k(0)|H1|n(°)/7>
-y © _ O *
fen £y’ — B,
+ B (n0 ' |00 ) (436)

Ist die Entartung aufgehoben, also E%) #* Er(ll,y),, so liefert (436) uns die fehlenden Kompo-
nenten in (432).

1 (" | Hy [KO) (KO | Hy [n© )
(n©@ " [0l y) = 5D TR (437)
EEmOPS Ny
Damit Zustdnde auch in erster Ordnung Stérungstheorie entartet bleiben
(E,glg =B, fiir 1 <7,/ < N' < N) ,
muss man nun im entarteten Unterraum den Operator
E©)) k;(O)
H, Z |E(O | H, (438)

k#n

(siehe (436)) diagonalisieren. Gilt E ;é E ZV),, so liefert die Ordnung \? die Koeffizienten
n (437). Das Verfahren kann man zu beheblg hoher Ordnung treiben.
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5 Zeitabhingige Storungstheorie 5.3 Anwendung: Feinstruktur des Wasserstoffspektrums

5.3 Anwendung: Feinstruktur des Wasserstoffspektrums

T=L0L+8
[Lj, Sk]=0

Gemeinsame EZ von . .
L,L3,52:h2%,53 : [ lmysmyg)

Auch:
7.5 [7.5] -0

= Betrachte Basis aus gemeinsamen EZ von j 2
Js, L2, 57 [imls)
Wegen J3 = L3 + S5 ist |lm; smg) EZ von J3 zum EW m = m; + mg

Js|lmysmg) = (Lg+ S3) |[Imysms) = (my+ms) | Imgsms)

D.h. |jmlis) in (440) ist Linearkombination aus |l m; sms ) mit m = m; + ms:

|jmls>:2|lmlsms> (Imysmg|jmls)

mp,ms
my#Ems=m Clebsch-Gordon-Koeffizienten

j = Mmax = Max (ml + ms)
[m| <t
|ms|<s

< Mymax T Msmax =l+s

Betrachte
L3=7J3—S3 und mg— —my

l:mmax Smjmax_msmin §]+S

(288)
(289)

(439)

(440)

(441)

(442)

(443)

(444)

(443), (444) und die spezielle Betrachtung von [ = 0. In (442) gilt also die Auswahlregel

[l—s|<j<l+s

d.h. Clebsch-Gordon-Koeffizienten, die (445) verletzen sind gleich Null.

(445)

Ausgehend von |jjls) = |llss) berechnet man die CG-Koeffizienten in (442) mit Hilfe

von J_ =L_+5_.

Wasserstoff:
H=Hy+ H,

Relativistische Korrekturen

H1 = H1E§+H1kin +H1p0t

heifst Spin-Bahn-Kopplung.

§I=1 [(E+§)2E2§2] Lo

(446)

(447)

(448)
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5.3 Anwendung: Feinstruktur des Wasserstoffspektrums 5 Zeitabhingige Storungstheorie

Die Eigenkets |njmls) von Hy erfiillen

Ho|njmls)=E® |njmls) (449)
mit
£(0) (39) ~mc*a?
o 2n?

Die Storung H, jg ist in der Basis {|njmls)} im entarteten Unterraum bereits diagonal,
denn

(nj'm'l's'"|H, ;g|lnjmls)

W (nm Vsl g (2~ 12~ &) [ngmis)
m=e cC

7h2 C 3
= 4m2 02 I:J (] + 1) - l (l + 1) - Z] 6].7, 6”/ 677””/ ’
(njmls|gz|njmls) (450)
Fiarl > 1: )
1 v h . 3 1
En%§:m[j(3+1)_l(l+1)_1]<r_3>l (451)
wobei -
1 f2,(r) (396) 2
il — | dr i = 452
<r3>nl / U adn3l(l+1)(2141) (452)
0
Einsetzen in (451) liefert:
1
————  firl=j+1
O v h? (G+1)(2j+1) ?
nLS " 2m2¢2n3ald 1
+— fiir | =5 — 1 0
J(25+1) wi=i-s 7
(389),(399) _p0) 04_2 (453)
"on
Fir [ = 0:
j=s=—, also
3
J (]+1)fl(l+1)71:0
1 ..
— BY.=0  firl= (454)
In (446) folgt Hiyin aus
2 4
_ _ 2 P 1 p
E = m2c4fp2c2fmc%f§m302+~~ (455)
1 pt 1 [/ P2\’
Hlkln 3 2 = ) o
8 m3c 2me 2m
1 v\ 2
S H —) 456
2mc? ( O+R (456)
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5 Zeitabhingige Storungstheorie 5.3 Anwendung: Feinstruktur des Wasserstoffspektrums

Wegen
{Hlkin; jﬂ = [Hixin, J3] = |:H1kin7 EQ}
= |:H1kina 52} =0
ist Hiin in der Basis {| jm!ls)} diagonal.

- EWY ={(njmls|Hikn|njmls)

n kin
Eokin (426)—27”02<njls|Hg+2'yH0%+’}/2%|njmls>
Wir benétigen
(njmls|f|njmls) :#
. 1 . 1
<n]mls|ﬁ|n]mls> :m
2
Eg}zin:i%’ll_& {E£0)2+%E§0)+m}

2 2 2
(389),(399) _ p(0) {_f_ LE @ 1 }

2
__poo [3 1
" n |4n 1+ %
1 . . 1
nofdn | b fir =51
Summe aus (461) und (459):
) -
W, g0 __po® [ _ 1] 4
EnLqu+Enkin* En n |:4n ]+%_ firl >1
Fiir [ = 0 folgt aus (460) und (454)
5 ¢
W g _p® __poo [3
EnE§+Enkin _Enkin - En n _47’L 2
Letzter Term in (446) in Ortsdarstellung:
h? Th2y (3,
Hipow = gror g V) = 575 0@
Eflllgot =(njmls|Hipot|njmls)

mhy 2
= — n O
sz Lu(0)

Wellenfunktion am Ursprung von [ d%z §CNE) | Py |

ch 044

=——7 0

(457)

(458)

(459)

(460)

(461)

(462)

(463)

(464)

(465)
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5.3 Anwendung: Feinstruktur des Wasserstoffspektrums 5 Zeitabhingige Storungstheorie

Summe von (463) und (465):

VY 4 g L pO

nLS n kin n pot = 7E(O) Q_Q i B 1
"on |4n G+ %
denn ! = 0 impliziert j = %
Also gilt mit (462), (466) unabhéngig von I:
1) ._ 1) ) 1)
Enj T En LS + Enkin + Enpot

:_E(O)a_2 3 _ 1
" n |4n j+%

Energie-Niveaus:

2 2 2
) ) mea | et (3
Enj =EP +E,) = ——— 15 |1-—

Mit a? = 5,2 - 10~® — Feinstruktur.

1

(467)

12 ﬂ (468)

its

Relativisitische Wellengleichung des Elektrons: Dirac-Gleichung

Exakt losbar fiir Wasserstoffatome: Quantenzahl j.
l,s keine guten Quantenzahlen.
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6 Streutheorie

Detektor

Teilchenstrahl \ 9: Streuwinkel

I Stofiparameter b

i -
/UStreuer z
Ursprung eines unbekannten,
zu bestimmenden Potenzials V(%)
Einlaufender Teilchenstrahl: Stromdichte jein(f)
dN =7 dF dt (469)
Teilchen strémen in der Zeit dt durch das Flichenelement dF = 7i - dF.
dF
7

Fiir grofe r = | Z| verhalten sich die Teilchen fast wie freie Teilchen (gerade Trajektoren).
Dann ist die Definition des differenziellen Wirkungsquerschnittes bzw. diff. Streu-

querschnitts
do

an

sinnvoll.

o _ 1 an
dQ o jein dQ de

(470)
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6 Streutheorie

do (429) L Jaus dF _ r? jaus

== 471
dQ jein dQ jein ( )
Geometrie:
. 1 .
Jaus X —5 fiir grofe r
r
= g—g ist unabhéngig von r, Limes r — oo impliziert.
Beispiel: Klass. Streuung an Coulomb-Potenzial (Rutherford 1911 an Goldatomen)
do 1
— X — (472)
dQ "~ sin!(2)
Der totale Wirkungsquerschnitt
do
= [ dQ— 473
o= [a05] (473)
divergiert fiir langreichweitige Potenziale wie 1 (siehe (472)).
o hat die Dimension einer Fléiche. Fiir ein klassisches, hartes Target:
i
/
\AA
Quantenmechanik:
0
ih S () = H () (166)
Teilchendichte — Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens.
p(Z.t) = |¥(@, 1) |? (474)
Gesucht: Strom j(Z,¢) zur Kontinuitéitsgleichung
0 -
ot
0] 0 0
ih —p(Z,t) =ih | =~ *ih—
i) =it (507 ) vt in g
(166) % *
=" (-Hy" )Y +y"Hy
h? h?
=— (AY") v — — YT A 476
o (AG") = 5yt AY (476)
d.h. V(&) fliegt raus!
= —ih Vj(Z,t)
mit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte
= h P - - -
J@0) = o (070 VAT 0) — (V05 (7,0)) (7, 0) (ar7)

Teilchenstromdichte = Teilchendichte n mal ;

Quantenmechanische Streuung:
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6 Streutheorie

gestreutes Wellenpaket

ungestreutes Wellenpaket
>

Einlaufendes Wellenpaket

- d3k 7 —i (ko —w (ke
v = | oyt AlRo) L= (478)
ebene Wellen

. hko
k —
w(ko) 2m
und EO = k/’o é'Z_
Gestreutes Wellenpaket:
7 &k 2 1 o —iw(k) t
Vs (T,1) = W A(k) ps(T,k) e (479)
—_——
allg. Ansatz
Wir betrachten nur elastische Streuungen
- hk?
Foin = Faws = E, also w(k) = —
2m

mit k = ko wie in (478) (jedoch i.a. k # ko)

Superpositionsprinzip: = Wir miissen das Streuproblem nur fiir e?*0* () l6sen; statio-
néres (zeitunabhingiges) Streuproblem.

., . hk?
H o(7) = E o(7) E=—>0
= 2m
P B (480)
H=-—
2m +V()
() = €™ + ps(7)
Weitere Annahme: V ist kugelsymmetrisch.
V(i) =V(r) (481)

105




6 Streutheorie

vs(7) wird nach Kugelwellen entwickelt

. eikr
P~ f0)E (152)
mit der Streuamplitude f(¥).
Keine o-Abhiingigkeit wegen (481) und Lz ¢o = 0 (o = €%0?), also L3 ps = 0
(Drehimpulserhaltung).
Einsetzen von (482) in (477) liefert die Wahrscheinlichkeitsstromdichte:
- _hk|f@) 3
Jo= g + O(r°) (483)
do (71) 72 js (as3) L2 | f(0) ? )
— = =/ m = Y 484
oo o = 1) (184)
wobei js = jaus und jO = jein~
do
= [ — d2
- o= [ %
2 iy
(12 /d(p /dc0519|f(19)|2
0 0
=27 /dﬂ sind | f(9) |2 (485)
. " eikr
o7 ~ e 4 f(0) (456)
erfiillt die Schrédinger-Gleichung, sofern
lim rV(r)=0 (487)
Nicht erfiillt fiir Coulomb-Potenzial!
Kugelsymmetrie
{H, Lﬂ = [H, Ls] =0 (488)
= Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen
h o
Ly=—-— 489
- (489)
©(7) in (486) hat keine p-Abhéngigkeit
= L3p() =0 (490)

= (7) ist Eigenfunktion zu Ls mit m = 0.

= ¢(7) kann in
20+ 1
Yio(W, @) /| = Pi(cosd) (491)
4T e —

Legendre-Polynome

entwickelt werden.
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6 Streutheorie

In

i w(r (cos ¥)

=0

erfillt u;(r) also die Radialgleichung

2 d2 K21 1+1)
e — - 7 = E
[ 2m dr? + 2m 12 +V(T)] wlr) wlr)
bzw. 2 n )
om 9 +1 2m -
d?“2 + <l€ — 72 — 7 V(T)) ’LL[(T) = 0
mit 5 5
> he k
2m
Randbedingung
ul(()) = 0

Zunéachst V = 0, also ¢s(7) = 0 in (480).

po(F) = e’ = Z _u{”r(r) Py(cos V)

=0

wobel z = r cos? = rt.

Orthogonalitéat
1
2
dt Pi(t) P,(t) = —— 6in
/ 1(£) Pa(?) 20+1°"
21
1
(0)
- 2wy (r)
495) = dte* ™t p,(t) =
(495) / R = o T
21
2 ﬁ (426) L [ ikr P 1 /1dt ikrt P/
2A4+1 r  ikr  ikr €
21

1 , ; 1
— % [ezkr o (71)l ezkr] +0 (ﬁ)

1
(Entwicklung in — durch partielle Integration)
r

1 -] i(kr—1% —i(kr—1% 1
ab=U G B

Einsetzen in (495)

oo

; 1 : x ; x
__ ikrcosd ) i(kr—1%) —i(kr—1%)
) =¢e ~ 204 1) —— (e 2) —¢ 2) ) Py(cos?d
ol RO D ARG . ) Prleos)
=0 auslaufende, einlaufende Kugelwelle

Bemerkung: exakt:
ul(o) =i 20+ 1)r ji(kr)
——

sphérische Besselfunktionen

(492)

(493)

(494)

(495)

(496)

(497)
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6 Streutheorie

Nun zu V # 0: ©s(7) besteht nur aus auslaufenden Kugelwellen

pi(kr=1%)

or(7) = ethreos? 4 o (7) = Z ui(r) Py(cos )

=0 "
- 1 or 1 or 1
N Z(2l + 1) il : (Sl ez(kr—lg) B ez(kr—lg)) PI(COSQ9) (498)
r—00 =0 2tkr

also S; = 1+ Betrag der gestreuten Welle.
Summand in (498): I-te Partialwelle

0 S-Wellen
=1 P-Wellen
2  D-Wellen

Elastische Streuung

Radialkomponente = 0, keine Teilchenvernichtung oder Erzeugung durch V (7)!
(477) und (498):

0=j, x iPz(cosﬂ) Im [UZ—(O) - M}

— r dr r
x1—]8;|?
= |S|=1 (499)
= Sy(k) =: 20k (500)
mit der Streuphase 0;(k).
Einsetzen in (498) (mit (480),(497)):
IRRS 5
f0) =+ ;(21+1) e Sls_ull(;l Py(cos ) (501)
%
(482), (484)
= j—g = % 2(21 +1) (2" +1) =% sin §; sin 6 Pj(cos ) Py (cos )

[RL
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6 Streutheorie

und -
g = Z gl
=0
mit 4
™ .
=13 (20 + 1) sin? (502)

= keine Interferenz verschiedener Partialwellen.

oy wird maximal fiir §; = £5
= Resonanz

Aus (501) und (502) findet man das optische Theorem

o= 4% Im f(0) (503)
N2

Amplitude der Vorwiértsstreuung

Beispiel: Steuung an der harten Kugel

Vi(r) =

oo firr<R
0 firr > R

also (7) = 0 fiir » < R Losung:

Ji(kR) sph. Bessel-Fkt
0;(k) = arct 504
1(k) = arctan n;(kR) \ sph. Neumann-Fkt (504)
Grenzfille
1. grofe Wellenldngen kR < 1
(kR)QH-l
tand; ~ —
R O SR I
also
(Sl+1 < 6[ tan (SO ~ 60 ~ —kR, |60 | <1
= praktisch reine S-Wellenstreuung und
o 2 4r B2 (505)
2. kleine Wellenldngen kR > 1
tand; ~ — tan (kR — lg)
= viele Partialwellen, ca. bis | ~ kR tragen bei.
o=21R*=2 Oklassisch (506)
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