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1 Einfiihrung

1.1 Physik um 1900
e Klassische Mechanik
e Elektrodynamik

e erweritert 1905 zur speziellen Relativitétstheorie

nicht erklarbar
e Physik der Atombhiille
e Physik makroskopischer Korper
e Kernphysik
e Elektrodynamik
e Teilchenpyhsik

QM: Relativitédtstheorie —>Quantenfeldtheorie
hier: neicht relativistische QM

1.2 Historische Entwicklung
1. Hohlraumstrahlung: Plank 1900, Hypothese:

Energieasustausch zwischen Oszillatoren der Materie und dem EM Feld
in Form von Energiepaketen/Quanten
E = hv
h=6,626-10"%*Js

Planksches Wirkungsquantum

2. Photoelektrischer Effekt
Mindestfrequenz:
R Vimin 2 WAustritt

Elektronenemission instantan
Hypothese: Licht besteht aus Photonen de Energie

EF=hy=hw
h

T2



. Compton-Effekt

Elastischer Stofs zwischen Photon und Elektron
Energie und Impulserhaltung

B dnh . 50

s —

/_
A=A MeC 2

Hypothese von Compton: Photonen sind nicht nur Lichtpakete, sondern
reelle Telchen mit Impuls B
Teilchencharakter (E;P), Wellencharakter (w = 27v; |k| = 2F)

. Planck-Einsteinbeziehungen:
E=h-w=h-v
7= hk
. Dualitét: Licht hat Wellen- und Teilcheneigenschaft

. Doppelspalt-Experiment I(z) # I (z) + Iz(x)
E(x) = Ey(z) + Fa(x)
I(I) X E($)2 = El(I) + EQ(I)|2 = |E1|2 + |E2|2 + 2R6(E1,2) 7& Il + IQ

. Hypothese von de Broglie (1923): Materieteilchen besitzen Wellencharak-
ter

. Rutherford (1911): Elektronen umlaufen planentenartigen positiv gelade-
nen Kern. Problem: Elektronen beschleunigte Bewegung —strahlen kon-
tinuierlich Energie ab. Diskrete Emissions-/Absorbtionslinien:

1 1
H(Wasserstof ) : 1/Anm = Ry (ﬁ - W)

. Bohrsche Postulate (1913):

(a) Elektronenkreisbahnen (Coulomb-Anziehung)

(b) Quantisierung der Kreisbahnen L = nh n € N|

(c) Strahlungsemmission/-absorption hv = E; — Ef
—Problem:

e kann Intensitdt und tatséchlich auftretende Linien nicht erkldren
e veragt bereits fiir Helium
o willkiirliche Teilerkldrung



2 Dualismus Teilchen und Welle
2.1 EM Wellen und Photonen

2.1.1 Zusammenhang zwischen Energie und Frequenz, zwischen Im-
puls und Wellen

-

p=h-k
EF=hw=hw

2.1.2 Ausbreitung
I(z) o |E(x)?

I(x)= Wahrscheinlichkeitsverteilung der Photonen auf dem Schirm. Die
Bahn eines einzelnen Photons kann nicht mit Sicherheit angegeben werden.

Gilt Superpositionsprinzip: Eq (z), Eo () Losung der Maxwell GLeichungen —
soauch E(z) = M FEy(x) + A2 Ea(x), \; = konst.

2.1.3 Spektralzerlegung

Polarisiertes Licht mit Ausbreitungsgrichtung.
Oy fillt auf einen Analysator, klassisch: p-polarisiertes Licht in €,-Richtung :
E(F,t) = Eoépeikz=wb

Intensitit: EZ, Nach A: E'(F,t) = E}jé,e'*>=v) wobeiE) = Eyé;é, =
Eocos® — Intensitit : B2 = E2cos?©

QM:Photon wird im Analysator gestoppt oder durchgelassen —zwei mogliche
Resultate der Messung: “Eigenresultate”. Einzelresultat kann nicht vorherge-
sagt werden. Nach A wiirde das Photon weitere Analysatoren(bzgl. x-Richtung
sicher durchlaufen: nach A ist es im Eigenzustand. Es gibt 2 Eigenzustinde
fiir A mit Polarisation in x-Richtung o €,,€,. Fiir diese Eigenzusténde ist
das Messresultat sicher in A: Durchgang oder Stoppen. Jeder Zustand mit
Polarisation é,kann in Eigenstustinde von A zerlegt werden: &), = cos©ée, +
sin©¢,.Wahrscheinlichkeit fiir “durch™ cos?Ofiir “stop™ sin?0. — Zle P =
1. “Spektrale Zerlegung” von é,nach Eigenzustinden.



2.2 DMateriewellen

E
V= —
h
r=n
p
- 27
k|l = —
=2

Ein freies nicht relativistisches Teilchen ist also mit einer ebenen Welle os-
soziiert.

U(7t) = Woeap{i(k7 — wt)) = \Ifoeacp{%(ﬁf'— Et)}

Kohérent mit Interpretation der Geschwindigkeit der Welle: Punkte gleicher
Phase:

k7 — wt = const.
kdF — wdt = 0

— Phasengeschwindigkeit : ¥

Propagationsgeschwindigkeit der Energie der Welle:

d dE
— Gruppengeschwindigkeit : o _ a2 _ v
dk  dp
Dies ist die Geschwindigkeit eines Matereieteilchens unter Beriicksichtigung
von

p=muv

und eit _Q
e

2m

1. Klassische Tajektorie Z(t) — zeitliche Verdnderliche Wellenfunktion ¢ (7, t)

2. [1(7,t)|* =Wahrscheinlichkeitsamplitude
/d3r|¢(f,t)|2 —1

3. Klassische Bewegungsgleichung —Schrodingergleichung.



2.3 Schrodingergleichung
Suchen Bewegungsgleichung fiir ¢ (7, t). Forderungen:

1. DGL 1. Ordnung in der Zeit, damit ¢ (7,¢) durch die Anfangsverteilung
(7, t = 0)bestimmt ist.

2. Sie muss linear in tsein, damit Superpositionsprinzip gilt (d.h. Linear-
kombination von Losungen stellen wieder Losungen dar —deshalb treten
Interferenzeffekte auf wie in der Optik. (Optik: Diese folgen aus der Lin-
earitit der Maxwellgleichungen)

3. Sie muss homogen sein, damit [*_d®r|i(7,t)|? = 1fiir alle Zeiten erfiillt
bleibt.

4. Die ebenen Wellen ¢(7,t) = ¢ - exp{i(pr — %t)/h}sollen Losungen der
Gleichung sein.
2

Fiir diese ebenen Wellen gilt: %w(f', t) = — 2 a)(F,t) = rg‘; Ap(F,t
——

" h2m

2 _
— 23 A L)

Aus 1.-4. erhalten wir die zeitabhingige Schodingergleichung fiir ein freies
Teilchen:

0 h
h—U (7, t) = ——AY(T,
zhat (7)t) 5 (7, t)

Annahme: Teilchen der Masse m unterliegt einem Potential V (7, t)

_%A‘I’(ﬁ t) + V(7 1) U(7, ) = ih2 U (F,t)

2.4 Wellenpakete |k| = 2
2.4.1 Freies Teilchen (v=0)

2
ih%ﬁ/(ﬁ t) = —;—mA\II(F,t)
Losung: U(7,t) = Ae'F=9t): A = constundw = g—fj
de Broglie-Beziehung:p'= hE; E = hw
damit (wie in klassischer Mechanik) hw = E = %
Ferner |W(7,t)|> = |A|? = const. (*) D.h. die Aufenthalswahrscheinlichkeit
im ganzen Raum gleich.
Lineare DGL: Superpositionsprinzip: Jeder Linearkombination von ebenen
Wellen des Typs (*) ist wieder eine Losung.
Uberlagerung ebeneer Wellen =Wellenpaket.

V(7 t) = b [ kg (R)eiFF=t) (A)

(271.)3/2
g(k)(kann € C'), muss hinreichend regular sein
Bei fester Zeit ¢y (per Konvention (ty = 0))



(7, 0) = [ d*kg(k)e D
Zu einer bestimmten Zeit kann zu (7, ¢)immer die Fouriertransformierte
angegeben werden. Die Gleichung (A) legt (7, ¢) fiir alle Zeiten t fest.

2.4.2 Zusammenhang V(7 ¢t = 0)und g(k)

Ansatz: |g(k)|e*™®)

Annahme: a(k)sei im Intervall [ko— 2E, ko+ £E], in dem |g(k)| nennenswert
von null verschieden ist, hinreichend regulér

(Grafik) —Linearisierung von «(k) um k = kofiir Ak < 1|

d
Taylor: a(k) = a(k) + (k — ko) (d—Zmo +O(Ak)?
—
0.B.d.A. eindimensional: -

‘I/(x,tZO) :ijk_w g(k‘) etk %f\;I_Qk_ﬂ|g(k,)|eia(ko)f(k7ko)xo+kz) :ez‘(a(ko)Jrkox)f\}iTk_ww(k.”ei(kfko)(n
lg(k)|etek

1
Falls = xgnur positive Beitrdge — |¥|maximal. Falls 2 — o > N Viele

k—ko
Osrzillationen des Integranden innerhalb des Integrationsgebiets = || klein.
(Grafik)
Maximum des Wellenpakets im Ortsraum bei Z,,0; = 2o = *(‘;—%)k:kg (stationére

Phase des Integranden bei zg)

Breite im Ortsraum Ax ~ ﬁ

Abfall von |¥(z,0)/macht sich bemerkbar, wenn e’(F—Fo)(@=zo)ungefihr eine
Schwingung ausfiihrt, falls ka das Intervall Ak durchliuft.

Ak(z —x9) = 1

Sei Az = x — zpdie Breite des Wellenpakets, dann gilt also Ak - Az > 1.
Mit p = hk

Heisenbergsche
Unschérferelation
AzAp > h

2.4.3 Zeitliche Entwicklung eines freien Wellenpakets

2.5 Zeitunabhingiges Potential

Annahme: V = V/(7) # 0 =Wir haben E = K = Ey;, = £
- E=K+V= % + V(7).Mit dem Hamiltonoperator H=K+V.

—

Schrodingergleichung eines Teilchens im Potential V' (r) :

ov
h— = HW
Zhat



bzw:

2
z‘h%\l/(ﬁ 1 = —;—mA\I/(F, 1) + V(U 1)
Ableitung nach t Ableitung nach 7
Ansatz: U(7,t) = ¢(7) - x(t)
L2y = = (L AG 1) + V) = konstt = huw
x(t) ot o(r)  2m '
Funktion vont Funktion von 7

=fiir x(t) : ih-2x(t) = hwx(t) — x(t) = A e7™!
Gleichung fiir ¢(7) : — 22 AG(7,t) + V(P)$(7)) = hw 6(F)

—~—
Zeitunabhéngige Schrodingergleichung: :
(2L A+ V() 617 = Bl
2m

Hamiltonoperator H

Eigenwertgleichung des linearen Operators H.
E: Eigenwert, ¢: Eigenfunktion.

stationéirer Zustand, da |¥|? = const.

2.5.1 Stufenpotentiale qualitativ

Eindimensionale Bewegung (Grafik)

stationédre Schrodingergleichung:

LE L 4 V()ela) = Boz)  ~ [+ 22(E—V(2))lp(z) =0

2m dx?

Analogie zuriick: Elektrische Feld E(7,t) = eE(z)e !
Wellengleichung im Medium mit Brechungsindex n:

d?2  n?d? - ?  n2w?
- __ 2 \E —wt _ 0 _ E =0
[5m — = gplE@) [5s + = 1B)
QM: 22(E - V) = ¢
5} >0 transparentes Medium

<0 totalreflektierendes
n2>0: [dd_; + kQ]E(x) =0k= %w/nQ;E(:p) o e(Fikz)

n?<0: [%22 — p?|E(z) = 0p = £vV/—n?%; E(z) o e*r®
Beispiele:

10




1. Stufe

Figure 1:

2.4.1Stufe.png

Brechungsindex; n; = ;5v2mkE ;

Nng = ﬁ\/Zm(E — VZ)),

E >V, :QM: Wahrscheinlichkeit P reflektiert; Wahrscheinlichkeit (1-P):
transmittiert

Totalreflexion, aber: Eindringen in Grenzschicht (geddmpfte Welle). QM:
Wahrscheinlichkeit # 0,das Teilchen in der Region 2 zu finden.

2. Barriere:

Figure 2:

2.4.1Barriere.png

,Tunneleffekt”; 0 < E < Vj

3. Potentialtopf

Figure 3:

2.4.1Potentialtopf.png

(a) —Vp < F < 0 “Energiequantisierung

(b) E > 0 teilweise Transmission, teilweise Reflexion

11



2.5.2 Stufenpotential quantitativ

(i) E>V (L 1 kp(x) =0 k= /2(E-V)
o(x) = Ae*® + Be=** A BeC

(i) E<V [L —p?ex) =0 pbzw. k= /22 (V — E)
p(x) = CeP? + De=P* C,DeC

i) E=V ¢x)=E+Fx E/FeC

2.5.2.1 Anschlussbedingungen

V(x) mit Unstetigkeit bei x=a.
Sei V, in [a — d; a + 6]V beschrénkt; einmalig integriert
d d +6
d_i|a+6 - d_ila—é = j,(g 25_21(‘/6@) - E)(,D(I)dI
beschrénkt~-rechte Seite —0 fiir 6 — 0

%LH,; = %‘f|a,5 = ¢ = %5 ist stetig bei x=a

= ¢ ebenfalls stetig bei x=a

2.5.2.2 Potentialstufe

V() =VoE(@)={Vox>0 0z<0
E>V:

I:
%g+k12<p:0, k1:1/2ﬁ—7;7'E
II:
TE k20 =0, ky = /38 (E - V)
s0](1,) — Aleik1$+Allef’L'k1d?
sDII(Q,:) — A2eik2$+A/2€7ik2$
Teilchen kommt von links = A, =0
i) ¢r(0) = ¢rr(0): A; + Ay = A>
ii)7(0) = ¢7;(0) + K1(A1 — A) = K24
Al ki—ko
Ay T kitke
ﬁ—? = kfilkz; wahle A; =1
Reflexionskoeffizienten:
o(z;x <0) = elikiz) _|_ —Zijrl]j; e(—ikiz)
o(z;z > 0) = —k12‘1;:‘1k2 e(ih2)
Transmissionskoeffizient: T' = Z—f|‘3—f|2 = (é’j},’:jp

R+T=1; Totalreflexion T=0

K

2
o (b) E<Vo(Il): £5 —p?o=0;p=/22(Vy — E)
ko = ip; drr(x) = BoelP®) 4+ Bée(ﬂx);Beschréinkung von ¢ = By =0

Al ki—ip. BY 2k _ A2 _
® A T Eitip AL Faitip _>R_|A_1| =1

12



° (725(56,1 < 0) —(A1=1) ,(ik12) + :1;2267%19:

= 2k -
o O(x;x>0) —(A1=1) kl—Jrlipe pT

o V) —»oo(p—ox); Al = —A1; Bo — 0

d(x =0) = 0; looschwelte =0

2.5.2.3 Tunneleffekt, Potentialschwelle
V(z) = VoO(a — |z|)

(bild)
FE < Vz) :
r<a Aethr 4 Be—thz
pl)y=<¢ —a<z<a Ce "+ De
T >a Fetkr 4 Qe ke
Mit k = U% undKZ\/M};’_E)
(k= p)

Anschlufibedingung bei x—-a
(i) pr(z = —a) = pr(x = —a): Ae Ea 4 BeKa = Cer® 4 De~ra
(ii) ¢}(—a) = @) (—a) : ik(Ae e — Betla) = —k(Cer® — De™ ")
Entsprechend bei x=a
Betrachten: von links einlaufendes Teilchen G=0
(Rechnung)

A = F(cosh2pa + £ sinh2pa)e*™™®

B = F(=2)sinh2pa

2

=P _ k.o _p ok
wobei: € = £ Sn=%+5

Definition Transmissionsamplitude: S = % =

6727:]‘:&
arsh(2pa)+%5 sinh(2pa)
T _ |S|2 _ 1 _ 4E(V07E)

1+(1+%)sin}12(2pa) 4E(V0—E)+V02$inhz(\/Qm(Vo—E)Qah
Grenzfall: pa >> 1sehr hohe und sehr breite Schwelle

T = o(—4/2m(Vo—E)#)

2.5.3 Potentialtopf
Vi(z) = =Vob(5 — |zl)
Vo< E<O0:
¢ — k2%  k=./2(Vo—E) fiir 2| > &
"+ k2o k= /E(E+Vy) fir |z < g
pr = B1e" + Ble "
w111 = Bze"™ + Bie™ "
orr = A2eikx +A/267ik:v
Beschrianktheit ~~ Bz = 0

13



r=—5 (B} =0) xistnegativ darauf folgt die Beschrénktheit von ¢;
@) a () a

op’ (z=-%) ey (5‘9 =-3)

— A,2 = 6(_H+lk)-§ %Bl

= Ay = —e (FFiRS sk B,

Anschlussbedingung bei z = 3:

° g—f = —Z;]:: [(Ii +ik) 2etke — (k —ik) 26”““}
’
o B—f = ”;2‘:2 sin ka

o\ 2 )
Bs =0~ (2;;’;) = ¢?*e . Energiequantisierung

=—eht s B —tan(E); ko = /200 = VE? + K2

2 2 2
o = S ()

k—ik
L. K+ik

e

cosz(k—;)

N {|cos<%a>| - £

tan(E2) > 0

(Grafik), Schnittpunkte mit Welle=Geradenlésungen

- (kay| _ K
2. £tk _ cita ., lsin(G) = 55
oot tan% <0

14



3 Mathematische Hilfsmittel
Literatur (zur Vollstdndigkeit-.-)

e S.Groffmann:Funktioanalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der
Physik

e Achieser,Glasmann: Theorie der linearen Operatoren im Hilbertraum

Ziel: Abstrakte Beschreibung des Zustandes als Element eines Zustands (Hilbert)
Raums und der Messgrofien ducht hermitische Operatoren unabhiingig von einer
Basis.

3.1 Zustandsraum der Wellenfunktion

L? = {quadratintegrable Funtktionen}
— F = {geniigend regulare Fkten € L2}

—

1. F ist ein linearer Raum U4 (r), ¥o(7) € F
= \I/(’F) =MV + U, € F )\172k0nst eC
da| ¥ (7)|2quadratintegrabel |¥|? = |A\1|?|W1]%+|A2|?|Va|? = 2ReA A5W U5 <
o (42 + [2]2)
~» ¥|? < Funktion deren Integral konvergiert

2. Skalarprodukt ¢(7), ¥(r) € F
(0.0 = [ o

| ——
C
Eigenschaften: (¢, ¥) = (U, ¢)*
(@, M1 + Aaba) = Ai(p, 1) + Aa(p,12) beziiglich der zweiten Kompo-
nente linear

(A1 + A2z, ) = AT (¢1,0) + A3 (@2, ¢)beztiglich der ersten Komponen-
te antilinear

Falls (p,%) =0 ¢ und ¢ zueinander orthogonal

() 20 = [dry*y
(Y, 9) =0 () =0

Norm in F: |¢| = (zp,qp)%
Schwarzsche Ungleichung
(1, 902)] < |14

[Norm: 1 — %l/}g]

1. Lineare Operatoren
Linearer Operator A: ¢(7) = A- U(7), ¢, ¥(7) € F
A()\l\Ill + )\2\112) = MAY + )\214\1/2; )\1’2 eC
Beispiele:

15



(a
(b
(c
(d

Ortsoperator x : XVU(z,y,2) = ¥ (x,y, 2)
Differntialoperator D, D,V (z,y,z) = 6—‘1\11(% Y, 2)
Partatsoperator II : IV (x,y, z) = ¥(—z, —y, —2)

o~ —

Hamiltonoperator H: HU(x,y, z) = (—%A +V(z,y,2)¥(x,y,2)
2. Produkte von Operatoren

(a) A,B lineare Operatoren ; Produkt (Def.):
(AB)y (7) = A (B (7))
v
w(r)
Kommutator: von A und B: [A,B]|=AB-BA

Bsp: [x, D] ¢ (F) = (xa—(i; — %x) Y(x,y, z) = —P(x,y, 2)
= [x.Dz] =-1 oder [x,2D,]=ih
(b) Orthonormierte Basis
Vektor charakterisiert durch Komponenten bzgl. einer orthonormier-
ten Basis {u;} ; u; () eF
Orthonormiert:
(ui;uj) = dij

3. Komponenten einer Fkt. in Bzg. auf eine Basis {u; ()}
P (F) = 32 coui ()
[ d3r- ui (7) =3, ci/dsru;‘ui =g

N————
5ij

¢j = [ d®r - uj (7)) (7) Y=
D Cili
(uj, ¥) = 32, i (wi, uy)

———

6ij
Cj = (Ujﬂ/))
4. Skalarprodukt in Komponentenschreibweise

o(r) = 32, biuy ()
() = 3, ey (7)
[ &BrU () U (7) =3, bic; speziell: (U, ) =" |c¢;|?

5. Vollstandigkeitsrelation: YU € Fgilt:
W() =32, cjui() = 32, [ dPr'ui ()@ (")ui(F) = [ d*r¥®(r) 3, wi(P)u;
————

L] =%
—
3
I

[ &3V (7)F(F,7) VO
Vollsténdigkeitsrelation
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6. Ebene Wellen und andere verallgemeinerte Basiszustéinde
Ebene Welle (eindimensional): V}, (z) = ﬁe% mit p £ Index
Zerlegung eines Wellepaketes nach ebnen Wellen £ Entwicklung nach Ba-

sis {vp }
Fouriertransformation

7. Parsevalsche Gleichung

[ e @v@) = [t i) 2 (0,0) =3l

Vollstandigkeit: [ dpwy(z)vy(z') = d(z — ')
[22; wi@)ui(2) = 0(x —2')]

Orthonomeritheit: (v, v, ) =  6(p—p’) (Distribution, nicht Deltafkt.!)
———

Verallgemeinerung auf beliebige kontinuierliche Basis

{wa (7)}

e orthonorm: (wq,we) = 6(a — o)
e vollsténdig: [ daw, (7) w}, (ﬁ) =6 (;f ;/)

Hiufig gemischte Basis:

(usyuj) =6y
(Wa, war) =6 (a—a)
(uiawa) =

3.2 Dirc Notation

| Basis | Index | Komp. | v | Bezeichnung
u; () i ¢ >, ciui(T) allgemein
v (7) p U(p) [ dp¥ (p)v, () Impulsdarstellung
G (7) o U(ry) | [dio®(r6)C, () Ortsdarstellung
Wen(7) n Cn > o CnwWEn (T7) Energiedarstellung (gebundene)
wg(T) E c(E) [ dE ¢(E)wg(r) | Energiedarstellung (Streuzustéinde)
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Verallgemeinerte Basen:
(i) Ebene Wellen (eindimensional)

Basis: vp(z) = ﬁeimm
Y(z) = / dp ) (p) vy(z)
" ——
_i,—/ éc% éui
ézi

zpa/ﬁw( ) 27‘—5 zp’:c/h

zﬁ(p) = (vp(x),¥(x)) = fdx-v* (x)(z) = fdp'fdx
=fdp’/dx- ;h ie=r2/ha(p') = [ dp'é(p — p)w(p)m@(p)

#8((p—p")/W)=5(p—p")
Anmerkung:
§(z) = 5= [dk - e
6(p) = 5= [dax - e®”
orthonormiert: (v, vy ) = [ da-vj(x)-vy () =
p)/h) = 6(p—p')

1 . -
vollstandig: [ dp - vp(x) - vi(2') = /dp- ﬁie”’l/ﬁe_””c M=o(x—a)

76((z—a")/h)

J e /hew It = L5((p—

(ii) Ortsdarstellung:
{&r, (M} & (7) = 6 (7 = 70)
() = [ d®ro -1 (r5) 6 ("= 75)
S~

A A
=c; =u;

¥ (70) = (& (7),¥) = [ dPr - 6(F —10) - ¥ (F) = ¢ (%)

vollstindig: [ d3ro&m ()&, () = [ d3rod(F — 7)8(7" — 1) = 6(F — 1)
orthonomiert: (§5,&7,) = deTgO (7)&m (7) = [ d3rs (7 — 70)0(F — ) =
0
8(7 — )

1. Zustand eines Teilchens charakterisiert duch Wellenfunktion ¥ (7)bzw.durch
Komponenten beziiglich einer bestimmten Basis.
Analogie: Vektor @im R®bzg. einer Basis {€165,63} @ = (a1,a2,a3) =
3 ~
i1 i€l
3

Basiswechsel: neue Basisvektoren &imit e; = 0€; : @ = ) ;_, a;€;wobei

o . 05
aj = Do a;€;e; = E a;€;0€;

1
—_——
Eoﬂ,
22 ai€i =32, a8 & 30, aidie), = 37, a) €85 = 305 aidj, = ap
v

5jk
a'hat die Bedeutund unabhiingig von der Basis; @ - bliefert in jeder Basis
das gleiche Resultat.
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i-b=3,aib; =Y, ;b = Skt wOikbi 01 = 3. 1 axb 0707
O- OT =A = Zk‘,[ akblékl = Zk akbk

2. “Ket” und “Bra”
Beschreibung eines Zustandes ohne Bezug auf die Ortsvariable.

(a) MKet”
“Ket” = Element eines Zustandsraums H (Hilbertraum) symbolisiert
la >
Speziell: Fiir jedes ¢ (7) eF <= |¢ > eH

(b) “Bra”

Zu jedem “Ket” |p >gehort ein Bra: < ¢|, der zusammen mit einem
beliebigen ket |¢) >eine komplexe Zahl definiert:

< p|tp >=komplexe Zahl = Skalarprodukt Anm.: Analogie wire Vek-
tor und konjugiert komplexer Vektor

Es gilt:

<@l > x =<l >

< QD|>\11/)1 4+ Xothg >= A1 < QD|1/)1 >+ < 30|1/)2 >mit, Ay AgeC

< A1+ dopa|th >= AT < @1|th > +A5 < @a]tp > Skalarprodukt ist
in Bezug auf vorderen Faktor antilinear:

Bemerkung: Werden auch (als math. Hilfsmittel) “verallgemeinerte
ket” zulassen; z.B. |z, >, |vp, >

3. Lineare Operatoren
Linearer Operator ordnet jedem |¥ >¢€ H einen ket |¥’ >€ H so zu, dass
de Zusammenhang linear ist: ¥/ >= \4_/ | > ist wieder ket
Operator

ANi|T; > +A2| T >) = MA|T; + AT > A€ C
Produkt zweier linearer Operatoren, AB, ist definiert durch: (AB)|¥ >=
A(B|V >) LLA. AB # BA
Kommutator [A,B] = AB — BA #,,. 0
einerseits Salarproduktvon < ¥|mit|¥' = A|¥ >: |o’ >

——

<o|(A[T>

andererseits Matrixelement von A zwischen |¢ > und |¥ > . Ist eine Zahl
die linear von |¥ >, antilinear von |¢ > abhingt.
Gegeben sei |¥; >und < ¢1] fest. Dann definiert |¥; >< ¢1] einen linearen
Operator auf einem beliebigen ket | > durch |¥ > < ¢1|¥ > Die Anwen-

ket Zahl
dung von |¥; >< ¢4|fiihrt auf einen anderen ket — stellt einen Operator
dar.
Bei kets, bras, Operatoren ist die Reihenfolge wichtig!
< alb > Skalarprodukt
|b >< a| Operator
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Analogie Vektoren < alb >Analogie (a;......an)* | ... | =31, aib; Ska-
bn
larprodukt
b1 bla*{ ............ bla:‘l
|b >< a| Analogie bat = | ... | (a...a}) = dya-
bn braf..cc....... bnal,

disches Produkt

Projektor Py,

Es sei < 9|¢p >= 1; Operator Py = [¢p >< 1|

Anwendung auf | >: Pyl >= |¢p > < 9|¢ > Projektion von |p >auf
M~ ——

? Richtung” Gewicht”

(0
Es gilt: P2 =P,

Plle >= Pyl ><plo >= ¢ > <9l > <o >= [¢p ><olp >= Pylp >

Beispiel im R3:

0 0 00 0
i=|0] Po=aat=(0 |0 0 1)={0 0 0
1 1 00 1
P2=rp,
0 0 0\ /b 0
Ph=[0 0 o) [0] =05 [O
00 1/ \bs 1

Richtung a

Anwendung des Projektors auf einen Unterraum:
Seien |11 >, ..., |12 > orthonormierte ket: < o;|¢p; >=d;; fiir 1 <4,j <g¢q
durch [¢1 >... |1, >aufgespannter Unterraum H,
Dann ist P, = Y_7_, |¢; >< v;| Projektor auf H,

zz P2 =P: Pq2 = Z,j:l |w1 > < ¢Z|¢J > < ¢J| = ;-1:1 |¢Z >< ¢Z| =

dij
P
Sei | > eH beliebig: Pylp >= >0 | [t >< ¢y]p >
Projektion von |¢ >auf Unterraum H,

. Hermitesche Konjugation

A angewandt auf |U >liefert A |¥ >

Definition von A™ (linear) : |/ >= A|¥ >< U| =< P|AT
Es folt hierraus: Skalarprodukt

(W'l6) = (0] ') * — (W] AH]6) = (9l A1) "

Beachte: A|¥ >=|A¥ > Schreibweise

< AU =< ¥|AT

Eigenschaften:

ANt =4
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(AA)F = XA+ Ae C

(AB)* = B+ A+

|¢p >= AB|¥ >= A|x >

< ¢l =< VU|(AB)t =< x|AT =< ¥|Bt AT

Anmerkungen:

A £Einheitsmatrix
+ transponiert und komplex konjugiert

* komplex konj.

zu A adjungierter Operator
AT (gl ATY) = (¥lAlg) "

Eigenschaften:
(AT =4

(M) =X\ AT, Aec;

(AB)* = Bt At

Betrachen Operator:|u >< ¢|
Es ist
(Ju>< o))" = v >< |

Beweis: < ¢| (Jlu ><v|) T|¢p >= (< Ylu >< v]p >)*
=< Plu >*< vl >F=< plv >< uly >
Speziell:

(Jju ><u))t =|u><u|

Der Projektionsoperator ist hermitesch

Hermitesche Operatoren:
AT =A

(o Alp) * = (|At @) = (Y| Alp)

A =AT o AT = A
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3.3 Darstellungen im Zustandsraum

Wahl einer Darstellung entspricht der Wahl einer orthonormierten (diskret; kon-
tinuierliche) Basis im Zustandsraum H ({|ket >})
Zustinde werden dargestellt durch Komponenten bzgl. dieser Basis.
Operatoren werden dargestellt durch Matrizen bzgl. dieser Basis.

Orhonormierungsbedingungen: {|u; >}diskret (kontinuierliche Indizes: ana-
log)

< Uilu]‘ >= 5ij

Vollsténdigkeitsrelation: {|u; >} bildet eine Basis in H, wenn jeder |¢p >€ H
auf genau eine Weise nach |u; >entwickelt werden kann.

[ >= 3", cilu; > und ¢; = (u;l))

[ >= 32 (wil) [ui >= 325 [ui ><wiltp >= (3, [us ><wil) [ >
Sei AEinheitsoperator in H: P,y = >, [u; >< u;| = A < Vollstandigkeitsrelation

3.3.1 Darstellung der ket, Bra, und Operatore

e — Ket|typ >in der durch die Basiskets {|u; >}charakterisierten Darstel-
lung entspricht der einspaltigen Matrix

(ua|y) c1

(un|) Cn
e — Bra < 9lin der durch {|u; >}char. Darstellung: einzeilige Matrix
(lur) . (Plun)) = (c1....c,)
e — Operator A in der durch {|u; >}charakterisierten Darstellung: A;; =<
uz|A|uj >
= >k (wil Aug) (ug|Blus) = Y, Aix Br; — Matrixmultiplikation
e — Matrizdarstellung [¢' >= A|¥ >in der {|u; >}Darstellung:
¢; = (wily') = (uil AlY) = (uil AP,y [0) = 35 (il Alug) (usl) = 32, Aije;
e Darstellung von (¢|A|)
in der {|u; >}Darstellung: (¢p|Al)) = Zij (@lui) (uil Aluj) (ujl) = Zij brA;jc,
e Darstellung des zu A hermitesch konjugierten Operators A™
in der {|u; >}Darstellung: (A*);; = A%,
[(AT)ij = (uil At |uy) = (uj|Alug) * = A
e Fiir hermiteschen Operator AT = A :

22



3.3.2 Darstellungswechsel (Basiswechsel)

In gegebener Darstellung sind bra, ket und Operatoren durch eine Matrix dar-
gestellt.
Darstelungswechsel— die selben Objekte sind durch eine andere Matrix darge-
stellt. Frage: Wie hingen diese Matrizen zusammen?
Ubergang von Basis {|u; >}zu Basis {|t;, >}: festgelegt durch Komponenten der
neuen Basisvektoren bzgl. der alten Basis:

It >= 3 (uilt) |u; >

——
Komponenten von |t > bzgl. {|u;>}
Matrix (Einfithrung):
Sik =< ui|tk >

(S]:;) = (Sik)* =< tk|ui >

S ist unitéar:

SSt =818 =1
vollstandig
orthonormiert
Beweis: (S51);; Z (wilty) (trluj) = (uiluj) = 8ij
————

k
Sik S]:’J

Verallgemeinerung der Drehung auf komplexe Vektoren.
orthogonale Drehmatrix: A7 A = A

e Neue Komponenten des ket [1) >:
() = (GlllY) = (tlPuraly) = X, (telw) (wily) = 3, Skl >—
<tk|w> Z Smcz

e Neue Komponenten des bra:
(Bltx) = (GIAltx) = (B Praay [tr) = 3, (lus) (wilty)
————

br San

e Neue Komponenten einer Matrix:
Alep = (elAlt)) = (el Ppuy APy t) = 3055 (telua) (wil Alug) (uslts) =
>4 Sk A Sit

3.4 Eigenwert-Gleichungen / Observablen

3.4.1 Eigenwerte / Eigenvektoren

Definition: Ket|t) >sei Eigenvektor (oder Eigenket) des linearen Operators A,
wenn mit einer komplexen Zahl X\ die folgende Beziehung gilt:
Eigenwert(=EW)
=
Al >= A > (%)

——
Eigenvektor(=EV)
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(*) heift Eigenwertgleichung des linearen Operators A.
Gesamtheit der Eigenwerte: Spektrum von A.

e )\ cinfacher Eigenwert <zul gehorige EV ist eindeutig festgelegt (bis auf
einen konst. Faktor: [ >sei EV zu A mit EW \; a € C
Alalyy >) = aAlp >= oAl >= AMaly >); €| > kann dranmultipli-
ziert werden.)

e )\ ist g-fach entartet <g linear unabhéngige EV zu A: [¢/ >; i=1...¢g
Diese spannen einen g-dimensionalen Eigenraum auf (jede Liearkombina-
tion ist wieder EV) denn:

[ >= 39 ¢;|¢" >ist EVvon A zu \; ¢; € C:

Al >= 30 Al >= 370 aAYt >= AT il >= >
Beispiel: Projektionsoperator Py = [1) >< 1| Wy =1
EW-Gleichung: Pylp >= A¢ >— [ >< | >= Ao >

EV von Py :

- Y>> =1 [t >< |t >= A >
— alle zulyp >orthogonalen kets|¢ >mit A =0 [ >< ¥|¢p >= A|p >

Spektrum von P, : 0,1
Bemerkung: konjungierte EW-Gleichung: < |AT = \* < 9|

3.4.2 Bestimmung der EW und EV eines Operators

Beschrinken uns auf Zustandsraum mit endl. Dimensionen N

Wihlen eine bestimmte Darstellung {|u; >} : ¢; = (u;|))

Aij = (ui| Aluy)

(A = A (i) & 3, (il Aluy) (ugl) = A usl) & X, Ayge; = Ae; &
25 Aijej = 205 Acidiy &

D (Aij = Adij)e; =0
J
Homogenes Gleichungssystem:
Hat nur dann Losung # 0, wenn

Det(Aij — )\ij) =0

Charakteristische Gleichung/ Sakulérgleichung

Fiir NxN-Matrizen: Gleichung N-ten Grades fiir A — N Wurzeln: reell, kom-
plex, einfach oder vielfach.

Durch beliebigen Basiswechsel zeigt man, dass die charakteristische Glei-
chung unabhéngig von der Basis ist. Die EW eines Operators sind die Losungen
seiner charakteristischen Gleichung.

Fiir hermitesche Operatoren gilt:

Falls EW X n-fach entartet ist = existieren n linear unabh. EV zu A. Di-
mension des zugehorigen Eigenraums ist n. (~»Operator ist diagonalisierbar

)

24



3.4.3 Observable

Im folgenden sei A hermitesch: A = A? ~

‘ (i) Die Eigenwerte eines heriteschen Operators sind reel.

Denn es gilt:

Alp >= Mo > fir EV ¢ >

(Y] AJp) = A (W)

N (W) = @lAlp) " = (Y|ATIY) =, (@IAW) = X {¥lp)

~—
. A hermitesch
~> X ist reell

Fiir alle ¢:
@A) = (ol ATI9)* = (el = A (o) = Ale)
A hermitesch (plpyx=(|p)
(W|Alp) = X (¢|p) oder A wirkt nach links < 9|A =\ < |
(ii) Zwei Eigenvektoren eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigen-
werten stehen orthogonal.
Al >= Ay >
Alp >= ple >
X{@|Y) nachrechts

< oAl >= wi{p|Y) mnachlinks

(¢l) =0

Definition: Ein hermitescher Operator A ist eine Observable, wenn dessen
Eigenvektoren im Zustandsraum eine Basis bilden. D.h. jeder Zustand kann nach
Eigenvektoren der Observablen entwickelt werden.

Beispiele:

> (A=) ($¢) = 0, Firh#p—

1. Hamilton-Operator: Energie- Eigenzusténde sind vollstindig.

2. Projektionsoperator Py = [¢p >< 1| mit < ¢[¢p >=1

(a) Py ist hermitesch. Ein EW=1, alle anderen EW=0
(b) [¢ >= Pyld >+ (I - Py)l¢ >
—_—— — ——
=|¢;> =¢2
|p1 >= Pyl > ist EV von Pyzum EW 1. Denn Py (Pylo >) =
———

‘¢1>
Py|p >= Pylo >
——

[¢1>
lp2 >= (1 — Py)|¢ >ist EV von Pyzum EW 0. Denn Pyl¢s >=

RM1—30W>=(Rw—i§ﬂ¢>=0W2>

Pw
= Jeder ket |¢p > kann nach den EV von Py, entwickelt werden — Py,
ist Observable.
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3.4.4 Komuutierende Observable

Satz 1: Es gelte [A, B] = AB — BA =0 und Al >= My >= B|¢ > ist EV
von A mit dem selben EW.

Denn: Alp >= A|[¢p >~ BA|y) >= BAjjp > A (Bl >) = X(BlY >)

[A,B]

Satz 2: Es gelte [A, B] = 0; A|y1 >= M|y > Alpe >= Aa|tha >= (12| Bli1) =
0 mit )\1 7é )\2

Denn 0 = (¢2|AB — BA|¢1) = Ao (¥2|Blty1) = A1 (2| Bltr) = (A1 — A2) (W2 Bl¢1) 5 A1 #
A2 ~»Behauptung
Zentraler Satz:
Satz 3: Falls [A,B]=0 = Existiert eine othonormierte Basis mit Basisvektoren,
die simultan Eigenvektoren zu A und B sind.

(i) |u; > sei EV zu A mit nicht- entartetem EW a; . Blu; >ist EV zu A

Also proportional zu |u; >; Koeffizient = b; = Blu; >= b;|u; >

(i) Sei a; m-fach entartet {|u’ >,j = 1..m}; Alu’ = a;|u} >

orthonormiert <u§|u}§> =0k j,k=1.m

B|u; >ist EV zu A

Blu >=Y77" ) Bjk|uj, > Bk ist hermitesch (B hermitesch) und somit diag-
onalisierbar durch unit‘areﬁ Transformation.

1
U_lﬁU = Bdiag =
Brm

Wihle also neue Basis-Vektoren |i; >= 3", Ul;1|u§- >

|a; >ist EV zu A mit EW q;

Ist BV zu B mit EW §,denn Y-, BU,  |ul >= 32, U Bivluf, >= > UL Biw(U Uyt ujs >

VRARD) Y
a7, >

. ) ) (Bdiag)in
Blﬂ; >= Zn(bdiag)lul'a:l >= leﬂ} >

Vollstindiger Satz kommutierender Observabler (v.S.k.O)

1. Alle Operatoren vertauschen untereinander

2. Angabe der Eigenwerte aller dieser Operatoren reicht aus, um (bis auf
einen Faktor) eindeutig einen gemeinsamen Eigenvektor zu bestimmen.
Bzw: Wenn eine orthonormierte Basis gemeinsamer EV existiert und diese
Basis (bis auf einen Faktor) eindeutig ist.

Diese Eigenvektoren sind somit eindeutig durch die EW charaktersisiert.
Beispiele:

¢ Eindimensionale Potentiale: yoder P

A, B (ai;bi) el > | (¥ly) =1
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e Dreidimensionale Probleme: X,Y,Z oder P,, P,, P, drehinvariantes Poten-
tial H,L?, L, (siehe spiter)

Bemerkungen:

Wenn O mit allen Operatoren eines vollstindigen Satzes vertauscht, ist er
keine Funktion dieser Operatoren.

1-dimensionales O vertauscht mit X ~~Qist Fkt. von X.

“ket” (oder auch “bra”) werden oft durch die EW eines vollst. Satzes charak-
terisiert:

e |p > entspricht der ebenen Welle mit Impuls p
e |E, >entspricht dem Grundzustand des H-Operators

|n, I, m >entspricht Eigenzustand mit Energie ~ n?, Drehimpuls L? = [- (I+1)h
L, =mh
Wichtige Beispiele:

e Observable Impuls

Basis Vo (T) = (2#5)_3/2 e/MT { Bigenzustinde, |py >} = Basis
——
lpo>
orthonormiert: <ﬁ0|p_6> =0 (p'é - p%)
vollsténdig: [ d®polpo ) (pol =1 [¢ >= [ d®polpo > (poly)
und (poly = deT-’U;-b (F)(F) ~ Impulsdarstellung :
(Pol¥) = ¥ (po)

e Observable Ort: { Figenzustinde|ry >} = Basis

orthonormiert:
< 7|7y = 0(70 — 7p)
vollstindig:
/d3T0|770> <7?0 | =1
v >= [ Eralfo > (7ole)
Ortsdarstellung:

” N

Im folgenden lassen wir die Indizes 7" weg.

e Observable Energie:
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e {Figenzustinde |E, >} = Basis
Energiedarstellung:

(Enlv)

Funktion eines Operators: f(A)

ai
e In einer Darstellung, in der A diagonalist (i|A|j) = a;d;; =
an
flar)
(il f (A7) = flai)ds; =
flan)
o f(A)=>", c, A" als Potenzreihe
Beispiel: ek P Impulsoperator, a Konstante
Plpo >= po|po >
(phleFIpo ) = (phle®* Ipo) = e 6(po — pf)
(pole[v) = [ dpf (pole™ F|p') (1) = e (po)
—
¢ F 3(po—p') v
In der Ortsdarstellung: p = 22 = 2d et = etds =Y Liadl)r =

X, o)
<x|em%|w>fdx'<x e oF |m'><x'|w>
——

(z')
>, (ags)n Y(a’
= [dr'5(z — ') & () (o) = 5, (k) b(x) = 0z +a)

Beispiel: Hamilton- Operator

H = % + V(X) mit p als Impulsoperator, X als Ortsoperator
Ortsdarstellung

/ 2 ’
(i) = (45)"5 () Ao X >l

7dzg
(2olV (X)) = V()6 (w0 — o)
(aolt) = f ey (aol o) (wolo) = Fasy [ (3% ) 4V (50)] 0 (20— i) v ()
H,l_/
P(zq)
(ol HI) = [~ &5 + V(a0)] ¥(a0) = B (a0) ¥ Anma: Hlyp >= Elyp >

(xo|H|Y) = E (xo|y)Differentialgleichung
Impulsdarstellung

<po|P2|p;> = (pb)Q 5 (po —p6>
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(polV(X)lpo) = [ dordas (polar)  @IV(XOlaa)  (walpy )

Vi (m1) V(w2)d(w1—m2)=(z1|V(X)|z2)

V. (12)
Po
= deldIQV* (Il)‘/pg (xg)V($2)5 (Il - IQ)
—fdaclV* $1)V;D ($1)V($1 _fdxlLﬁe(i/h)pgxle—(i/h)pgxlV(xl)
Qthdxl e(z/ﬁ)(po PO)TLY (1)

= V (po *po) /\/27Tﬁ
Uy (¥) = e
(polH1p)y = [ dpfy (polH|pp) (0)|)

= [ dpl 56 (po — pl) (hl) + [ eV (po — ) (b l1)

<p0|H|’¢> pO +f\/ﬁ ( plo)i(plo)

‘% p0|H|1/J> = E (po|)) Integralgleichung

4 Die Grundpostulate der QM

Klassisches System: vollstindig charakterisiert durch generalisierte Koordinaten
und die zugehorigen konjungierten Impulse (g;(to), pi(to)), ¢ =1,2,3
[pi = g—(f]Beliebige Zeit: ¢;(to), pi(to)+ Hamiltongleichungen.

dgi _ OH dpi _ _ 9H. o
#*api d_tliiaq ) H= H(Qlapz;t)

4.1 Die Postulate (1925/26)

1. P1: Der Zustand eines physikalischen Systems zu einem bestimmten Zeit-
punkt towird durch einen ket [1)(tg) >€ H definiert

2. P2: Jede messbare physikalische Grofse (Ort, Impuls, Energie,... ) wird
durch einen im Zustandsraum H wirkenden hermitischen Operator A be-
schrieben: “Observable”

3. P3: Die moglichen Messwerte der Observablen A sind ihre Eigenwerte

Bemerkung:

e A ist hermitesch — Messwerte von A sind reell

e Falls das Spektrum von A diskret ist sind die moglichen Resultate
bei der Messung von A quantisiert

4. P4:
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e Nicht-entartetes, diskretes Spektrum
Bei der Messung der physikalischen Grofse Ain einem normierten Zu-
stand |¢) >: Wahrscheinlichkeit, den nicht entarteten EW a,der zu-
gehorigen Observlablen A zu finden gegeben durch:
Play) = | <un|v > % [Alun >= anlu, >]

e g-fach entartetes, diskretes Spektrum: P(a,) = Y 9_, | < ul |y > |?
gnist der Entartungsgrad von a,,
{|uf, >}System von orthonormierten Vektoren, bilden im Eigenraum
H,, zum EW a,, von A eine Basis.

e Nicht-entartetes, kontinuierliches Spektrum
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Messung einen Wert, zwischen
a und a + da liefert ist: d P(a) =| < Vuly >
~——

Wahrscheinlichkeitsdichte
|2da; EV der Observablen Amit EW o =V,

Beispiel:
= dw(@) = | (z]¢) Pde = [¢()Pda
— dw(p) = | (plY) |Pdp = |4 (p)[*dp

5. P5: “Reduktion des Wellenpakets”
Nach der Messung mit Resultat a,ist der Zustand des Systems unmittelbar

nach der Messung gleich der auf 1 normierten Projektion von |¢) >auf den
zu angehdrenden Eigenraum: ¢ = —2elé>
"8 & v WIP.D)

Zustand mit EW a,,

An

[ > ="

; P, =Projektor auf den

gn

1 . .
_ [ur, >< ul | >
Vo [ (ud ) 2 ; " "

<Y|Pplp> P,

o Jede weitere Messung von Aunmittelbar danach dndert den Zustand
nicht mehr und liefert das gleiche Resultat (gleiche EW).

o Sukzessive Messung von Observablen aus einem vollstindigen Satz
fiihrt auf einen Zstand, der Eigenzustand von allen Operatoren ist.
Dieser ist dann eindeutig festgelegt.

6. P6: Zeitliche Entwicklung des Zustandsvektors [¢(t) >bestimmt durch die
Schrédingergleichung:

0
ih (1) >= HOlW (1) >

H(t) - der Gesamtenergie zugeordnete Observable,
H= Hamiltonoperator, der aus der klassischen Hamiltonfunktion gewon-
nen wird.
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7. P7: Korrespondenzregeln: Wie die QM Observablen aus den klassischen
Grofen abgeleitet werden.

Ortsdarstellung:
Ti = Xi

pi — P = %%
Berticksichtige:
[xi> x;] =0

[Pia Pj] =0

[P, xi] = %64

Alle anderen Observablen, die klassisch Funktionen von x und p sind,
werden durch diese Substitution gewonnen: Korrespondenzprinzip.

Wdh: Korrespondenzregeln

Ortsdarstellung:
und

[wi, 2] = [P, Pl =0
[Pi, X;] = 243
Beachte:

° Symmetr_iasi_‘erun_‘ggregel:
o — %(RP + PR)
(RP)* — P*R* — PR+ P
e nicht alle Grofien haben klassisches Analogon (z.B. Spin)

4.2 Interpretation der den Messprozess betreffenden Pos-
tulate

Erwartungswerte

(Mittelwert der erhaltenen Ergebnisse, wenn grofe Anzahl von Messungen
dieser Grofe an Systemen im Zustand |¢) > durchgefiihrt werden).

Einzelne Messung liefert einen der EW a,,mit Wahrscheinlichkeit:

Wy = | < upltp > 2

Viele Messungen:

= 2 (Dl Alun) (unl)) = ($|Al9)

Der Erwartungswert A einer Observablen im Zustand erhalt man durch:
(4) = (W|Alp)

Falls |t >nicht normiert ist dann: (4) = %

In der Praxis wihlt man eine bestimmte Darstellung;:
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(X) = (WIX[y) = [d®{ l/f|f>< > J &Pry(r) -z (7
——
Yr(m x>
= [ &pi*(p) - p-d(p)
Standardabweichung (Maf fiir Unschéfte der Observablen bei einer Messung
im normierten Zustand |¢) >)

quadratische Abweichung vom Mittelwert:

(A4) = (A= (4))%) = V{SI(A = (4)%])

= ((1A%[) = (($]A)?)2

NR: (4 - (40)%) = (42 = 24(4) + (4)) = (47)=2 (4) *+(4)? = (4?)

{4)

Die Unschirferelation Es gelte: [Q, P] = ifi
Betrachte: | >= (Q + iAP) |y >

0 < {plp) = <¢| (Q —iAP) (Q +iAP) |¢> =(Q%) + X (p*)
Q2+x2P2+ix [Q, P]
——"

Wahle A = gt = (Q2) + iy — gl 2 06 (Q%) — iy > 0
& (Q7)(P?) > I

Dies gilt auch fiir:

Q =z —(Ylzl)) = Az

P = p— (blplv) = A 2

(vl (a2)? ) (vl (Ap)? ) = &

N————

(Ax)?

(Az) (Ap) >

N St

Préparation eines Zustandes und Dichteoperator Messung einer Ob-
servablen A =Nach der Messung |¢) > € Eigenraums des gemessenen entarteten
Eigenwertes, aber nicht eindeutig bestimmt.

nicht entartet

entartet
Messung mit vollstdndigem Satz kontinuierlicher Observablen

— nach der Messung Zustand eideutig bestimmt durch den gemeinsamen
Eigenvektor der Observablen
=-Préparation des System bei bekanntem Zustand
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Nun folgende Situation: Das System befindet sich mit einer Wahrschienlich-
keit p;in einem Zustand |¢; > , wobei die Summer der Wahrscheinlickeiten 1
erbigt: > . p; = 1 (statistisches Gemisch).

Wir wollen von solch einem statistischen GEmisch den Erwartungswert be-
stimmen:

<A>=30pi <Vl Al >= 37, 1 pi < Vil Aldr >< drltpi >
= < Okl D pilths >< i Algr >= 30, < drlpAlgn >= tr(pA)

=Dichteoperator p
Spur eines Operators (Definition:) Spur A =tr A=>", < ¢r|A|dr >
Ausdruck ist unabhéngig von der Orthonormalbasis:
25 (Dl AlDR) = Dk 1 (DrXm) (Xm | AlXn) (Xl k)
=2 mn Xm|AIXn) (Xnl 205 0k) (Dr[Xm) = 225 (XnlAlXn)
Insbesondere Sp p = 3, ;. pi (@ |vi) (Vilor) = 32, pilhi ) (il = 32, pi =1

Reiner Zustand p = [¢) (Y| p= >, pili) (il
|P5: ihgp = 3, pi{|v > ihd < |+ (ihZ | >) <]} mit ihZ |y >=
Hy >
=3 i {—0i) (il HY + Hlepy ) (5] } = —pH + Hp = [H, p]
mit Hf =H

Beispiele:

1. Messung eines entarteten Messwerts |uf, >
Keine Kenntnis des System vor der Messung —alle Zustinde im Eigen-

raum sind gleich wahrscheinlich.

(Entartung g,) p = i In L ul, ><

2. Messung von A ohne Feststellung der Messwerte (A diskretes, nicht en-
tartetes Spektrum) —statistisches Gemisch der Eigenzusténde |u; > mit
pi = | (w;]¥) |2, wenn das System vor der Messung im Zustand |¢) >war:

2
p =22 [l )] Jus ><
N——
pi

3. System im therodyn. Gleichgewicht:
p=Z"te /KT 7 — Spe H/KT  Spp=1

In einer ONB von Eigenzustinden |n >: (n|p|m) = 6,2~ te™En/kT

—> Thermodynamik QM Systeme

4.3 Zeitabhingigkeit isolierter quantenmechanischer Sys-
teme

Schrédingergleichung: ih 2|y (t) >= H|(t) >

allgemeine Eigenschaften:
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1. Zeitentwicklung zwischen zwei Messungen ist deterministisch/ kausal:
[1(to) >~ |p(t) > eindeutig bestimmt

2. Superpasitionsprinzip: Sind |y (t) >, |2(t) >Losungen zur Anfangsbedingung|+y (o) >
s J1a(to) >, soist auch Aq |1 () > +A2|th2(t) > Losung zur Anfangs-
bedingung )\1|’¢1 (to) > +)\2|’¢2(t0) >

3. h — 0 : klassische MEchanik

4. Erhaltung der Norm: <4 (¢ ()|¢( ) = (L <)) |w(t)>+<v(t)](L]p(t) >)
= -4 ()IH+()Iw( )> 7 (WO H)|p(t)) =0

Zeitentwicklungsoperator

es gibt einen linearer Operator U(t,tg), so dass
[h(t) >= Ut to)[¥(to) >(*)
@®)(t) = (W(to)|UT (¢, to)U(t, o) (to)) = (¥ (to)|tb(to)) ~

Erhaltung der Norm
Ut (t,to)U(t, to) =1
U(t,tp) ist unitér

Eigenschaften von U(t,ty) : Ul(t,tg) =1
Ult,to) = U (t,t1) U (t1, to)
() >=U@tt)| () >=Ultto) | (to)
——
Utisto)ld(to)>
* in Schrodingergleichung
ZH%U (ta tO) = H(t)U (ta tO)
= Ul(tto) =1— % [} dt'H(#)U (' to)

1. Kontinuitétsgleichung in der Ortsdarstellung
mit: H = *%A + V(f, t) 5 %w* = _ml/f*, 5,51/1 m?/}
@ O) = & (@ (7,070 (7,1)) = — g (0" (F,1) A (F,1) — b (T,1) Ap* (,1))

—V (G [ (F4)V(E, 1) — (T, )V (7, 1)]
—>% (@ t)—l—dwg(f t)=0

Bsp: o= £ = LY. 4 = feiPT-E)/h
p=IA? j=|APZ
klassisch: Stromdichte= Dichte -Geschwindigkeit

|
- %(w*(fv t)H (fv t) - w(fv t)Hw*(fa t)
= W (@ OV (@ OP(E, 1) — (& )V (T, )" (& 1) — 5 (" (&, 1)..... (hier




muss noch was hin, ist aber nicht so wichtig, hatten wir schon in der letzten
Vorlesung)
~ Bp(,t) + divg(Z,t) = 0

. Zeitentwicklung von Erwartungswerten
(4) = (¥[|AY)
(A v = & WOIAWD) (1))

wHp()>

= (SO0 + (3 < 90 AL > + < vl (oo >)

(V|G| — L (W) HTAl) + & (w(t)|AH[(t))
2 (A p () = (58) vy + 5 (A HD yoy

Erhaltungsgrofie: Falls A nicht explizit zeitabhingig ist und mit H kum-
mutiert ist (A)eine Konstante der Bewegung.
Bsp: Wiihle speziell A = REOrtsoperator, H = % + V(P;)
- - 2 e
(R H| = [R£] = 25
(a) [A,BC] =[A,B|C + BJA,C]
(b) P,F(z)] =3 ,[P, fnX"] = (durchvollst. Ind.) Y, —ihnf, X"~ =
—ihF'(x)

9 p _ o p _
5P =0, R=0

Ehrenfest’sches Theorem:

4 (R) 1) =(Z)w

4 (PY () =~ (YV(R) )
OH - OH AV (q)

Analog zu Hamiltongleichungen: ¢ = 5, p= -5 = ==~
Quasiklassischer Grenzfall: <6V(1§)> (t) =~ VV(7)

Konservative Systeme:

ZH=0, &(H)=0

Eigenzustinde von H bei t = to : H|,(to) >= En|tn(t) >
P(t) =22, en()lion(to) >
ihgg i (t) >= H[p(t) >

= 3, i (Fea(t)) Ynlto) = 32, cat) En|¢n(t) >
~ ihdke, (t) = Epcn(t) DGL zur Bestimmung von ¢, (t)
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iBn(t—tg)
h

en(t) = en(to)e™
() >= X, enlto)e [nlto) >
Wichtige Konsequenz: Falls nur ein ¢ # 0
(A) (1) = WOIARE®) = (Ynlto)e T
= (Un(to)[Altn(to)) = (A4) (to)

Erwartungwerte dndern sich nicht: “Stationarer Zustand” <=-scharfe Ener-
gie

B (t—tg)
— R

En

AJet R (to) )

. Schrodingerbild (Darstellung) und Heisenbergbild der Zeitabhéngikeit

Schrédingerbild: Zustéinde zeitabhéingig

- En (t—tg

() >5= 3, e T e, (to) [bn (o) >= Ut o) |¢(to) >

mit U(t, to) = ¢ = 3 enlto)tn(to) >= |$(to) >s
Obserable Ag(t)

Messung: (¢ (#)[As (£)[1(1)) ¢

Heisenbergbild: Zustinde zeitunabhéngig

Y >u=U*(tt0) [P(t) >s = (o) >s
————

U(t,to)|Y(to)>s

Messung: w(t)|U(t,t0)U+(t,t0)A5(t)U(t,t0)U+(t,t0)|w(t)>

H<y| An (1) > m s
mit Ay (t) = UT(t,t0)As(t)U(t, o)
Ap(t) auch dann zeitabhingig, wenn Ag im Schrodingerbild zeitunab-
héngig ist.
FAu(t) = (U (t,t0)As(t)U (1, 10))

vut

= —%UJF(t,tO)HS(t)/-\AS(t)U(t,to)+U+(t,to)%As(t)-U(t,to)—i—%UJr(t,tO)AS(t)HS(t)U(t,tO)

0
=+ Hy(t)Au(t) + %AH(t)\'/HH(t) + U+(t7t0)5AS(t)U(t, to)
UU+
(%As(t))H

ihd A (t) = [Au(t), Hu ()] +ih (L As(t)) ,;
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5 Der harmonische Oszillator

5.1 Harmonischer Oszillator in der klassischen Mechanik

Teilchen der Masse m im Potential V(z) = $ka?

Bewegungsgleichung: m <& dt2 =9V — [y

dx
Losung: x(t) = zprcos(wt — @)

%; Tp, o Anfangsbedingungen

w =
Gesamtenergie: E =T +V
kinetische Energie: 7' = 2mac2 = émwa?MsinQ (wt — )
wir hatten :
ihZU(t, to) = H(t)U(t,to)
—ihZU*(t,to) = Ut (¢, t0)H(2)

V(z) = gmw?z?cos?(wt — ¢) = E = $mw?a?, = const.

Bemerkung: Die potentielle Energie U(x) vieler physikalischer Systeme hat
bei z = xzgein Minimum

Entwicklung um x = x(fiir kleine Schwingungen um )
U(x) =U(zo) + U'(zo) (x—wmo)+3 U'(x0) (x—m0)?+...
—— —— ——

=0 =0,da Min. 20=mw?=k

5.2 Harmonischer Oszillator in der QM

Klassische Grofen durch Operatoren ersetzt:
_r 2y2
H=1-+3uwX
Eigenwertgleichung H |1p > Ely >
im Ortsraum: X , P — 2L ~Ortsdarstellung (DGL)

2 2
FE&+ mw%ﬂ o) = Bgla) (v)
5.2.1 Analytische Lésung der DGL

“ho hw?

Setze & = x\/T2, €= £, (xx)& w{% - +2e} cp(ﬁc) 0 (L)
Verhalten ¢(2)fiir grofe (22 > €) ~ (% — :22) o) =

Ansatz: Go(2) = et unabhéngig von e
G+ (Z)Losung fiir folgende DGL [— -2 F 1} Gi(2)=0

(G”i(fc) =ty | §2eE

asymptotisches Verhalten & — oo : #2 £ 1 ~ &2 — 2¢
2

~ {# — &%+ 26} G+ (%) = 0 Verhalten wie (A)

Normierbarkeit: nur exponentiell abfallende Lésungen
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= Ansatz fiir DGL: (%) = h(2)e~%"/2

Einsetzen in (A) :[%22 — 284 +2¢ — 1] h(z) =0 (AD)

Losung mit Potenzreihenansatz fiir h(Z):

h(z) = >0 amx®™ P und ag # 0, a; = 0 fiir negative i

Diesen Ansatz in (AA) einsetzen:

(2m+p+2)2m+p+ 1agmiz = (4m + 2p — 2¢ + 1)azy,

normierte Losung nur, falls die Potenzreihe abbricht:

nach unten: a_2 = 0= p(—1+p)ag = 0undag #0~ p=0,1

nach oben: 4m + 2p —2¢+ 1 =0 ~- Bedingung: 2e — 1 =2n; n=20,1,..
2n

€, =N+

DN | =

€= %; n = 0 gerade Losung
mit dieser Quantisierungsbedingung folgt:
2
[ — 224 + 2n]h,(2) = 0
Losung: Hermite Polynome H,,(Z) : h, (&) = N, H, (&)

mw

Ny = (Vnl2") "5 (55)7

2 dV e
—e
dzm™

Stationare Zustande des harmonischen Oszillators:

H,(3) = (—1)"e

32

en() = NpHn(Z)e™ =

zugehorige diskrete Eigenwerte:

o ANFE = hw = const.

o Fy= %hw = 0 Nullpunktsenergie; QM kleinste Energie # 0

5.2.2 Algebraische Methode

2 1
Zu 16sen Eigenwertgleichung;: {;—m + §mw2z2} v (x) = Eo ()

Hamiltonoperator
definiere dimensionslose Grofien:

i = =ty mit e =
H:%leé @?Aﬂsj ; f:AE/ﬁfu
undazﬁ(x ip) a =7§($—zp)
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=-dimensionslose Eigenwertgleichung

Hlpy >= €]y > (1)

Es gilt:
L. [a7aT] = % [‘f—i_lﬁaj_lﬁ] = % [Awﬁ] - % ['%7]5] =1
2. N =ala=1(&+p?+idp—ipt) = 3 (2% +p> — 1) wobei N der Beset-

zungsoperator ist
3. I:I:aTa—l—%:N—l—%

— Eigenzustinde von H sind auch Eigenzustidnde von N und umgekehrt
Ldsen von 5.2.2ist dquivalent zur Losung der Eigenwertgleichung

Nl‘PV >= Vl‘PV >

denn dies entspricht H = Hhw = hw (N+ %) v H|p, >= hw (y—i— %) oy >
|, > sind Eigenvektoren von H und N. Falls v bekannt ist:

_ B 1
T hw 2

€y

Problem: Bestimmung von v und |p, >

Eigenschaften von N, a,a':

1. [N,a] = [ala,a] = al [a,a] + [af,a]a = —a

2. [N, aw = [aTa,aw =al [a,aT] + [aT,aT] a=al
—_——  ~——

=1 =0

3. Fiir die EW von vvon N gilt: v > 0. Denn

0 < | (aley) ||2 =( apy| aSDV> = <90V|a+a|50nu> = (@u|Nlpw) = v {pvlow)
~—— ~—~— ———
lagp, > <pulat >0
v=>0

D.h. der niedrigste EIgenwert von N ist > 0. Falls v = 0 = algpg >=0

4. Sei |p, >Eigenzustand zu N mit Eigenwert v =
alp, > ist auch Eigenvektro N mit EW v — 1
a™|p, > ist auch EV zu N mit EW v + 1
denn Nat|p, >= (a™N +a™)|p, >= (v+1)a™|p, >
T

Verlangen, dass |¢, > auf 1 normiert sei:
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<a+<pl,|a+ga,,> = <<pl,|aa+|ga,,> = <<pl,|a+a + 1)
=+ D{plpy) =v+1
——

=1
atloy >= Vv +1pp1 >
Nat|o, >= v+ 1N|py41 >= Vv +1(v +1)|ppi1 >
=+ 1)at|p, >

analog;:

alpy >= Vv |py—1 >

= (v +1)a'|p, > analog al|p, >= /V|p,_1 >

D.h. falls eine Eigenfunktion |p, >bekannt ist, erhélt man durch sukzessives
Anwenden von a und a' alle anderen!

Bestimmung von |pg > Es gilt: apo >= 0 und somit in der Ortsdarstel-
lung:

0 = (z]a|po) = == :2+% z|po) ~»Normierte Losung:
(xlalgo) = 5 (i + &) (xleo)
wo(w) )
—32 s _ (nmw 1/4
(|00) = Noe™*/% mit No = (2T)

Im folgenden v — n mit n=0,1,2,...
Wegen af|p, >= vn+ 1|pni1 > bzw. [pni1 >= ﬁa“g&n >
sind mit |po >auch alle anderen Losungen bekannt.

1 t 1 nn
|90n >= ﬁa |§0n—1 >=.. .= ﬁ (a ) |(,00 >

mit EW: (n+ 1/2) hw n=0,1,..
Also angeregte Zustinde:

(2. 00) —= (3@ e0) = == (6 = )" (oo

(zlat|po)== (2% ) (z|¢o)

Losung durch Rekursion

) 1 )
<I|<,0n—1> = WHn—l(f)Noe 2
Rekursion erfiillt fiir n=1: (Z|pg) = Ho(fU)Noe_%
. A 1 s d
Damit also (|p,) = \/—n—Q(aU - ) (2|pn-1)
22
Vo Hn-1@Noe™
Verwende:
(&) = 2(n — 1) Hy (%)

Hy(2) = 28H,_y — 2(n — 1)Hy_y = 28H,_1 — H,_4(¥)
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72

(Z[pn) = ﬁ(i - %)Hn—l(j)Noe_T

) % e RO
= s — Hy ~(< 2D, )Noe = e H ()N
N G —
+2Hp -1

28H,_1—H!_,=() H, ()
Nochmal zu EW: |¢,, >sind EF zu N mit EW n € Nj
Denn gibe es ein 7 mit n < 7 <n+ 1~ Nl|ps >= V|py >
und damit N(a"|ps >) = ([N,a"] + a"N)|ps >= (0 —n)a"|ps >
N gy >) = (7 —n — 1)a™ g >

5.3 Quantenmechanik fiir Spin 1/2

Postulat:
T
S =158, | wobei S, . Operatoren
S
Zwei Zustidnde: Basis so, dass S, diagonal ist

h
S:lt >=+5[+ >

h
S.|—>=—2|-
= >= 2>

1 0
i . g _h
In {|£ >}-Basis Darstellung von S.: S, = 3 < >

0 -1
[Sia SJ] - ieiijk mit iaja k= ]-a 27 3/397 Y,z
(Motivation: spéter)

0 1 0 —
51:3(0 1)sy:g(i O)Sk:ggk

Mit < +[+ >=< —|—->=1

< H|=>=0

Vollstandigkeitsrelation: |+ >< +|+ |- >< —| =1

Allgemeiner Zustand im Spinraum: [¢) >= «a|+ > +6]— >

mit [af® + 8> =1 (+ (Y[y) =1)

Zeigen: Zu jedem Zustand |¢) >existiert eine Richtung [, so dass [¢) > kolli-
near zu |+ >,

Kunstruieren ufiir gegebenes a, f3.

Ansatz:
stnfcost
U= | sinfBsing |Einheitsvektor
cosf
Sy
= 0 1 0 -1 1 0
S, =Su= gy u=3 K 1 0 )szn@cos¢+< 1 0 )sm@smgﬁ+< 0 —1 >cos€}
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h cosf sinfe~i®
2\ sinfe”®  —cosf

Sill >,= 11>,

Si|2 >,= —L2 >,

Losen der Eigenwertgleichung (det (S — M) = 0)

Eigenwerte :l:% und die zugehorigen Eigenvektoren

[1>,= cosge_i%H— > +singei%|— > EW :+41

|2 >,= fsinge’i%H > +cosgei%|f > EW -5

Wihle:

el

loo| = c?sg

|B] = sing

0<0<m~ 0=2arcos|al

®=¢8— Pa ) )

X=¢s+t¢Pa~pa=5(X—9);ps=5KX+9)

Wobei: a = |a|e?~ [ =|8|e¥s

~Losung: 1 >= eX/2[1 >,

denn eix/2|1 >u: ei(Wﬂ"l‘(Pa) [|a| e_i(Wﬂ_Wa)/2|+ > + |/3| ei(<PB—<Pa)/2|_ >} =
la| e+ > + |B| er|— >

Es gibt zu jedem Zustand |¢p >= a|+ > +S|— >eine Richtung , so dass
| > Eigenzustand zu S ist.

5.4 Teilchen mit Spin 1/2 im konstanten Magnetfeld

0
SeiB=[0 | — potentielle Energie des magnetischen Moments
By
U=-MB= —vB,S, = H = wyS, mit wg = —yBy(Frequenz)
Zeitliche Entwicklung: Lose EW-Gleichung

H|p >=E|y >

H=2x2 Matrix in Diagonalform

1 0
— hwg
ity )

Also: H|+ >= h_‘2”0|_|_ >, H|— >= _%F >
Zeitliche Entwicklung: t=0 Zustand sei Eigenzustand von S
W(t = 0) >= |+ >:>|w(t) >= ei'LWOt/2|+ >

oder |— > =[(t) >= eiwot/2|7 >
[6(t) >= 32, enlto)e™ B0 M (t0) >
hier: to =0
[n(to) >= |+ >~ E = 20
W)n(to) >= |7 > B = ,%

Ein Eigenzustand von S, bleibt Eigenzustand zu S,auch bei Anwesenheit
eines Magnetfeldes in z-Richtung.
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t = 0) >sei Eigenzustand zu S mit EW=+2. Feld zeigt in z- Richtung.
g ) g g

Also zur Zeit t=0: . .

[h(t =0) >= cosle "2 |+ > +sinfet'Z|— >

2
~ ih(t) >= cose= i |+ > +sing€+i¢+;0t |-

2
= Zeitliche Anderung der relativen Phase zwischen |+ > und |— > .
Zu jeder Zeit t konnen wir eine Richtung (¢) finden, beziiglich welcher
[(t) >= a(t)|+ > +6|— > Eigenzustand ist:
sinf(t)cosp(t)
a= | sinf(t)sinp(t)
cos(t)
a(t) = cosge’iw;m
B(t) = sm%ei”;”‘”
Es gilt offensichtlich:
O(t) =0(to) =0
o(t) = o(t = 0) + wot
D.h. der Winkel zwischen Bund @(6) bleibt erhalten @ prizediert um die
7z-Achse: Lamor-Prizession (wg = —yBy)
Ferner ist die Observable S.eine Konstante der Bewegung:
H = wyS. = S,vertauscht mit H.

0
4 S >t)=2<[S:.H>t)+< =5 >@1)=0
—_—— N

ot

0
Der Erwartungswert der z-Komponente ist zeitlich konstant. Test:

< Sz >=L <) o.lp(t) >
———

=0

*

= I (< +leoslel®Hent)/2y < _|ginle—i(@+wat)/2), (cosgei(<1>+wot)/2|+ N 78ingei(¢+wgt)/2|7 >)

=%

= % (cong — sin2§) = %0059 zeitlich konstant
Hingegen sind S, Sy keine Konstanten der Bewegung
) 0 1
(1 (£)[Se¥ (1)) = ... = Lsinbcos (@ + wot) S, =L <1 O)
L 0 —i
(W (1) 1Syl (1)) = ... = Bsinfsin (B +wot) S, = & (l Oz)

Die Erwartungswerte von S, Sy, S.verhalten sich wie die Komponenten eines
klassischen Drehimpulses mit dem Betrag % , der zu einer Lamordrehung an-
geregt wird.

Wie grof is die Wahrscheinlichkeit P(t) zum Zeitpunkt t den EW +2 in -
Richtung zu finden?

Py (t) = [(u(t = 0)[4(1)]
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<9 (t=0)| [ (t)>

0 & . 0 _ie 0 _i(w+w0t) 0 $twot
=] < +|cos§e 24 < f|sm§e 2 cose T4 > +sm26 T = >

2
- wQ _swot s wot
= |cos?8e™1"5 +sm2gel 3 ‘ ‘ (1+ cosf)e 2 + 1(1 — cosh)e™>

2W0t 2 wot
2

= cos + cos30sin

Wie grof& ist die Wahrscheinlichkeit 7% in ¥—Richtung zu finden.

[ B 6 <9t ) 0 —i<0t | . 24 - 2wt
P (t)=..= singcosge' 2 — singcosge” 2 = sin“0sin ==

= Pri(t)+ P (t) =1

5.5 Allgemeines Zwei-Zustands-System

Problemstellung:
Betrachten System in einem 2-dimensionalen Zustandsraum.
Die allgemeine hermitesche 2x2 Matrix:

Hyy H #
H= (H; H;i) Hyy, HypeR; Hip = Hy,y
hat 4 reelle Parameter und kann in der Form H = Al + B geschrieben
werden.
¢ Paulimatrizen = Behandlung in enger Analogie zum Spin—%—System

By o1
Anm 5 B2 g9 = 3101 + BQO‘Q + BgO‘g ] Bl72,36(c; ag; . 222
B3 03

Betrachte zuniichst Hy diagonal mit Hy = (Lf)l lg )
2

wahle als Basis {|1 >;]2 >}

Anm.: <ilj>=4d;4,j=12[1><1[+[2><2|=1

Addiere nun Wechselwirkung zwischen den Zustanden

H=Hy+W

mit der hermiteschen Matrix (Annahme: W zeitunabhingig) (hermitesch)(W1 =
W)

(Wi Whe e
W = (ng ng) Wit, WaoeR Wio = W3

Ohne Kopplung:

E4, Eosind die moglichen Energien des Systems und die Zustdnde
|1 >,]2 > stationdr

Mit Kopplung;:

1. Mogliche Energien sind nicht mehr F4, Fs sondern E, E_ sind
die Eigenwerte von H
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2. |1 >,|2 > nicht mehr stationdr. Im allgemeinen keine Eigenzu-
stinde zu H. Die Kopplung/ Stérung induziert#

Eigenzustinde und EW von H

In der Basis |1 >, |2 > ist der Hamilton-Operator H gegeben durch:
Ey + Wiy Wio
H) =
(H) ( Way Eo + Wa )
Diagonalisierung der Eigenwerte

By =3(B1+ Wiy + Ey + Wa) + %\/(El + Wiy — By — Wag)2 + 4 [Wio|?
Wij =0~ Ei =E1/2
Eigenvektoren: _ _
[y >=cosbe 5|1 > +sinfe'f|2 >
|1/)7 >= 751'”%671%“ > +cosgei§|2 >
. _ 2| Wia| .
0,p: tanf = —E1+W11711;27W22 wobei 0 <0 <7
Wia = [Wiale™*¥
Vereinfachungen:

1. Wiy, Was tauchen nur in der Kombination (Ey + Wi1) , (Fa + Was) auf
= konnen in Fy, E5 absorbiert werden.

2. Energie-Nullpunkt des Systems beliebig ~~ wihle:
(bild)
=FE = —Fy, By +E; =0, E — By = 2A

~ neuer Hamilton-Operator: <W WX) = Ao,+Re (Wi2) op—Im (Wiz) oy =
21 —
Re (W12)
—Im (W12) c
A

(1 0 (10 0 =i
72=\o -1)% \o 1)~ \i o

und also: By = +£1/A2 4 [Wio[*  tand = 22l
Interpretation:

[Wia| < A

Ly =+ (A + %) kleine Verschiebung der Energie
=10«

[ty >=*|1 > + kleine Beimischung von |2 >(* bis auf globale Phase)
[)— >=*|2 > + kleine Beimischung von |1 >

1. Wiz > A (starke Kopplung)

Ey =+ (|W12| + 2@—1)‘) gilt insbesondere fiir A =0

A = 0 £ Entartung der ungestérten Niveaus
tand > 1= 0= 3
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i _i¥
e "2 |1>+(e 21>
|1/)+ >= ( . 2 )

_eTih eTiE L
|w7>&( \>2+< 1>)
(bild)
Ist der Grundzustand eines physikalischen Systems doppelt entartet (und
hinreichend weit von den anderen Niveaus entfernt), senkt jede rein nicht-

diagonale Kopplung zwischen den beiden zugehérigen Zustdnden dei Energie
dieses Grundzustands ab — er wird also stabiler.

6 Drehimpuls

In der klassischen Mechanik ist der Drehlpuls eine Erhaltungsgrof&e
(auch im Zentralpotential: F||7 — aL — =M=7FxF=0)

Notation:

L jeglicher Drehimpuls der klassisches Aquivalent hat

s Spin

J beliebiger Drehimpuls

t

6.1 Vertauschungsrelationen fiir den Bahndrehimpuls

klassisch [ = & x P & Li =€pxipr
d.h. Ly = xops — s3p2, Ly = x3p1 — x1p3 , L = x1p2 — T2p1
QM: X P Operatoren, die Vertauschungsrelationen gehorchen. Aber z kommu-
tiert mit P, , Y mit P, etc.
=Wir k&’)nnen schreiben
L =X x P L ist hermitesch
Anwendung der Vertauschungsrelation:
[Xi, Pj] = Zh&L] Z,] = ]., 2, 3 liefert:

[Le,Ly) = [YP, — ZP, ZP, — XP,| = [YP., ZP,] + [ZP,, X P.]

=Y |P.,Z]| P, + X [Z,P.| P, = —ihY P, + ihX P, = ihL.
——
—ih
Analoge Rechnung liefert:
[Ly, Ly =ikl
(L, L.] =ihL,
Ly, L;] =ihL,
[Li, LJ] = iheiZkLk (*)
Die folgende Uberlegungen gelten fiir jeden Satz von Operatoren mit Ver-
tauschungsrelation (*). Im folgenden : J;, i =1,2,3

Wir definieren: J2 = J2 + J2 + J2 ist hermitisch, da Ji, Jo, J5 hermitisch
[J2, 0] =0, i=1,2,3
da z.B. [J?, J5] =0
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[J22, Jl] = JQ[JQ, J1]+[J2, Jl]JQ = JQ(*ZhJ3)+(*ZﬁJ3)JQ = *ih(J2J3+J3J2)
[anJl] = [J12+J22+J§7J1] =0

6.2 Eigenwerte und Eigenzustinde

Wir suchen vollstdndigen Satz kommutierender Obswervablen: diirfen hier nur
L? und eines von L;nehmen.

Wir wihlen J2 und J3 = Jsy

Definition J : Jy = J, +iJ,

(nicht hermitesch) J_ = J, —iJ,

Werden J., J., J? beniitzen.

Vertauschungsrelation:

[T, J4] = [Tz, Jo] + iz, Jy] = ihdy, +i(—hJy) = hJy

[, J ] = —hJ_
[J1, 4] = 2hJ;
[‘]2a JJr] =0

v.5.k.O (vollstandiger Satz kommutierender Observablen): H, EQ, L,
Definition:

Jp=J, +1idy

J_ = Jp —iJy

[‘]2a<]:t] =0

Ferner:

JJ =24 T —i[Je, Jy) = T2+ T+ h. =T = T2+ hJ.
ihJ.

J_J+:...:Ji—i—Ji—hJZ:JQ—JZQ—hJZ

T2 = LI Jo T Jy) + T2

J2ist die Quadratsumme hermitischer Operatoren.

Es folgt, dass fiir jeden Zustand |¢) >: <1/) ‘J2| 1/)> >0

W17 9) = X0y (@ 2] 0) = 171 > P + [l 1* + | Jsle > |1* > 0
= Damit sind also alle Eigenwerte A von J? > 0.

Kann man schreiben als A = h?5(j + 1) wobei j > 0

Eigenwerte J, : mh

Eigenwertgleichung fiir J2,J.

Index k unterscheidet zwischen den verschiedenen EV, die zu denselben
EW j(j + 1)A? und mhvon J? und J, gehéren.

= Zu losende EW-Gleichungen:

j2|kaj7m >= hQ](j + 1)|ka]7m >

J.\k, j,m >= hm|k,j,m >

Eigenwerte von J2,J,: Zunichst sind 3 Lemmas zu beweisen:

1. Lemmal:

Wenn 725(j + 1)und mA die EW von J? und J, sind, die zum selben EV
|k, j,m > gehoren, dann gilt:

—j<m<j
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Beweis: || Jx|k,l,m > ||> >0

= (k,j,m|J_Jy|k,j,m) = (k,j,m|(J* = J2 = hJ.)| k,j,m)
=hj(j +1) — m2h% — mh?

(kyj,m|JyJ_|k,j,m) = <k3,j,m‘(J2 —J2+ th)‘ k:,j,m>
= hj(j + 1) — m?h? + mh*(¥)

=i+ —mm+1)=G-m)(j+m+1)
=Jj+1)-—mm-1)=(G-m+1)(j+m)
d.h

>0
>0

—(+1)<m<y

—9<m<y
' _]{j§m§j+1

2. Lemma 2:
Sei |k,I,m > EV von J?, J,mit EW A2%j(j + 1), mh

(a) Fallsm=—j: J_lk,l,m>=0
(b) Falls m > —j : J_|k,I,m > nicht-verschwindender EV von J2 und
J. mit EW A%j(j 4+ 1) und (m — 1)h

Beweis:

(a) Geméh (*) Quadrat der Norm von J_|k,l,m >:
h%5(5 4+ 1) — R?m(m — 1) ~= 0fiir m = —j
m = —j = Alle Vektoren J_|k,j,—j >=0.(A)
umgekehret zeigt man: J_|k,j,m >=0=m = —j
Jyangwenden auf (A)
Jid_ |k, Lm >=") (hj(j + 1) — m?h? + mh?) |k,j,m> =0
= (>0)m=—j

(b) Seim > —j: (x) = J_|k,j,m ># 0, da Quadrat der Norm # 0
zu zeigen: EV von J2,.J,
[J2,J ] =0~ [J% J ]|k, j,m >=0
s JET Nk, jom o >= J_J?|k, j,m >= R%j(j + 1)J |k, j,m >
= J_|k,j,m >ist EV von J?mit EW A%j(j + 1)
[J., J-] = —hJ_ =~ [J,, J_||k,j,m >= —hJ_|k,j,m >
= J.J_|k,j,m >= J_J.|k,j,m > —hJ_|k,j,m >
=mhJ_lk,j,m > —hJ_|k,j,m >= (m — V)hJ_|k,j,m >
= J_l|k, j,m > ist EV von J, mit (m — 1)A.

3. Lemma 3: Sei |k, j,m > EV von J?,J, mit EW h2j(j + 1) und mh.

(a) Falls m=j: Jy|k,j,m >=0

(b) Falls m<j: J, |k, j,m > nicht verschwindender EV zu J? und .J, mit
EW /2j(j + 1) und (m + 1)k
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Jisind Auf- und Absteigeoperatoren bzgl. m.

Bestimmung des Spektrums von J? und J.:
Sei |k,j,m > nicht verschwindender EV von J? und J, mit EW
R%5(j + 1) und mh :
Laut Lemma 1 gilt:
Es gibt ein p > 0,s0dass —j <m—-p< —j+1.
Wir betrachten Set von EV |k, j,m >, J_|k,j,m >, ,JE|k,j,m >
Laut Lemma 2 gilt:
Jeder dieser EV (J_)"|k,j,m > (n=0,1,....p)
ist nicht-verschwindender EV von J?und J, mit EW j(j + 1)h?.
(Beweis durch Tteration)
Wirke nun J_auf (J_)F|k, j,m >
Annahme: EW von J, : A(m — p) sei grofer als —jh.
Dhm-p>—j
Dann ist J_(J_)F|k,j,m ># 0 mit EW A%j(j + 1), (m —p— 1)h:
Widerspruch zu Lemma 1, denn es gilt: m —p —1 < —j
= m-—-p=—j
Dann gehort (J_)P|k, j,m > zum EW —jh von J,
und J_(J_)P|k,j,m >= 0. (Lemma 2)
= Die obige Serie der Vektoren ist also beschrénkt.
Es wurde gezeigt: Es gibt ein p > 0 mit m—p = —j, p ist ganzzahlig.
Analog findet man, dass es ein ganzzahliges ¢ > 0 gibt, mit m+q = j

Insgesamt findet man, dass p+q = 2j, d.h j ist ganz- oder halbzahlig
und positiv.

Fiir gegebenes j sind die einzig moglichen Werte fiir m die (25 +
1)Werte:

—j,—7+1,.....;,+7. m ist daher halb- oder ganzzahlig.

Konstruktion einer Basis
La. sind J?2, J.nicht v.S.k.O (~ Indexk)
Wir betrachten Drehimpuls f, der im Zustandsraum ewirkt,.

EW-Paar: j(j + 1), mh : Set der EV zu diesem EW-Paar bil-
det einen Vektorunterraum von €, genannt €(j,m), dim(e(j,m)) =

9(j,m)
ia > 1, da J2, J, nicht v.S.k.O.
Wihle in €(j, m) eine beliebige ONB {|k,j,m > k=1,..,9(j,m)}

Falls m # j = es muss einen anderen Unteraum e(j,m + ¢) in €
existieren,

bestehend aus EV zu J, J,mit EW j(j + 1)h2, (m + 1)k
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Falls m # —j = 3e(j,m —1), EV zu J2,J, mit EW (j +1)jA2, (m —
1)

Falls m # 47 : konstruieren ONB €(j,m + 1), €(j, m — 1) ausgenend
von der in €(j, m) gewéhlten.

Zeigen zunichst: ky # ko = Ji|k,j,m >L1 Jy|ke, j,m > denn
<k27jam|J—J+|klaj7m> = <k25j7m| (J2 - J22 - th) |k15j7m>
= (hQJ(j + 1) - m2h2 - h2m) <k2aj7m|k17jam> =0

Wir haben || Jy|ki,5,m > || = [1(j + 1) — m(m & 1)]h? (k1, 5, m|k1, 5, m)
—_— —_—
NE1,5,mE>(2 1
. . o 1 .
Man zeigt, dass |k, j,m £1 >= h\/j(j+1)—m(mi1)<]i|]’ k,m >
ONB in €(j, m + 1)bilden.

Man sieht ferner: g(j,m+1) = g(j,m — 1) = g(j, m) = ¢g(j) unabhingig von
m.

Konstruktion einer Basis

1. Fiir jeden Wert von j wahle einen zu j gehorigen Unterraum,
z.B. den, m—=j, d.h. €(j, j).

2. Wihle hierin beliebige ONB {|k, 7,7 >, k=1,...,9(j)}

3. Mit |k, j,m+1>= 1 J+lj k,m >
it [k, J,m /i G+1)—m(m=E1) <15, b, m

konstruiere durch Iteration die Basis, aus der sich die Basen der 2j anderen
Unterrdume €(j, m) ergeben.

4. Fiihre dies fir alle j aus.

Standardbasis des Zustandrausm e mit der
Orthonormierungsrelation (k, 7, m|k’, j',m') = 6xrr 07 Smm:
Vollstindigkeitsrelation: 3, S99 1k, Gyml ) (K, jym]| =1

E(Jam:j) |1a]7] > |g(j)a]7] >
1J— LI -
LJ—  LJ-

|17ja _j > |g(.7)7.7) _j >

Darstellung der Drehimpulsoperator Im folgenden verwenden wir die
Raume € (k,j), d.h. wir gruppieren Kets |k, j,m > mit festen Werten k und
j.

e dim € (k, j) = 2j+1 unabh. von k und vom betrachteten physikal. System
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e ¢(k,j) global invariant unter J

-

Suchen nun Matrix, die in einer “Standardbasis” die Komponente Jy von J
darstellt.

Niitzen hierfiir: J,|k, j,m >= hm|k,j, m >

J £k, jom >=h\/j(j+1) —m(m=£1)|k,j,mEt >

=< k,j,m|Jz|k’,j’,m’ >= mh5kk/5jj/5mm/

< kv]am|‘]:l: |k/7j/am/ >= h\/] (] + 1) - m(m + 1)5kk’6jj/5rn(m’il)

Beispiele:

1. j=0,m=0 J,(LO) reduzieren sich Zahlen =0
1 me=tlt m=_1
2’ S22

wahlen Basisvektoren in dieser Reihen folge

J§1/2)%<1 0 )und

0 -1
a2 _nf 01 _

AP =40 5) n=yE-C
(1/2) _ & 0 0

0 =4 (4 7)

Jo = J, £ +iJ,

12 _af 0 1
= Ja —2(10)

2 0 —2
:Jél/)zg(i 0 )

3. J=1(m==+1,0,—1)

) (=3 +1)

(SIS

10 0
JYV=rl o0 0 |« 01,0,41 = 011
00 -1
0 0 0
JY=nl v2 0 o0
0 V2 0
010 0 —i 0
sJP =20 1), V=50 0 i
010 i 0
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7 Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten

7.1 EW-Gleichung in der Ortsdarstellung [|7" >}
X, P— Operator in Ortstarstellung:
e Multiplikation mit X

e Differentialoperator %6

Die Drehimpulsoperatoren wirken nur auf @, ® nicht auf r ~ Ubergang zu
Kugelkoordinaten

r= 7r-sinf-cosd
mitr>0;0<0<7m;0<P<2r y= r-sinf-sind
z= 1-cosf

und &®r = r2sinb - dr - d® - df = r2dQdr

— ; 9 cos® 9
= L, = ih (sin @55 ;‘ tan © a‘g)a
- sin

Ly =ih(~cos®z5 + {5 55)

L. = h O

z2 7 0P

72 2 18

so dass L” = —h (892 + e 69+sm2eaq>2)

Ly =he'® (& +icot0:%) (L)

L =he " (=2 +icot %)

Wir suchen Funktionen 1/1(7" 0, ®), die die EW-gleichungen erfiillen:

—h? (am + cana 89 + & a%;) ¥ (r,0,®) =1L-(I+1)¢ (r,0,P)

il (r, 0, ®) = mh) (r, 0, ®)

Da r nicht im Differentialoperator auftritt, sei Y, (6, ¢) gemeinsame Eigen-
funktion zur L2, L.mit EW A2I(l + 1) und mh :

L2Y™ (6, ¢) = B2+ 1)Y;" (6, 6)

(%) L, Yi"(6,6) = m["(0.0)

—ihgs

mit ¥(r, 0, ¢) = f(r) - Y;"(0, ¢) fir beliebige Fkt.

(*)~» Separationsansatz: Y, (0, ¢) = F]"(0) ., (¢)

Byn () = €MO((%) s —ihL By (6) = mhD (6)

Da ¢ € [0,27] und ¥(r, 0,1) stetig sein muss , muss

e2™=lund m,l ganzzahlig.

Es gilt LY} (0, ¢) =0

Aus (A) und Y, (0, ¢) = F"(0)ei™?

= (&L — lcoth) F} () = 0 — F/(0) = ci(sind)!

[l u”W(sm@)l Lsind — lcotf = 0]

lsin®
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¢ aus Normierungsbedingung ~Fiir jedes (> 0 3Y/ (6, ®))
mit V! (6, ®) = ¢; - (sin )’ ei™®

Wiederholtes Anwenden von L ~ Y/~1 ¥/ 72 . v,

(zu jedem Paar (1,m) nur eine Eigenfunktion)

Normierung:

2m
/de / ch>/ sindf [Y,™ (0, ®)|* =

- 27r/t9|Flm O) sin6 = 1

/Oor2|f(r)|2dr1
0

-1t 2141
200 4
Und schlieRlich noch lingerer Rechnung: Kugelflichenfunktionen

= C] =

. D @AY ) e pm AT
0,0) = 5171 \/ p .(l—m)!e ® (sinf) " —————— (sin§)*

Alternative Form

Yy (0, @) = (—1)F \/(21411) E§+:Z:) - PI™ (cos0) - e

P = assoziierte Légendre Polynome:
P (u) = (1 —u®)™? 55 Pi(u)

du‘rn
PO(u) = Plu)
Pi(u) = (;Lll.) dT( U2)l

Struktur von Y, (0, ¢) :P/"(u) =Polynom l-ten Grades in m;
I gerade N gerade Potenz

ungerade ungerade
Vi = (=0" )

Beispiele: Y =

VY =4/ 4 cosf

V= —/&sinfe™®

YY) =y/12= (3cos?0 — 1)
Yy = /22 sinf cos fe'®

E\H
3

53



YP = \/Esm 0 - e2®
Verhalten unter Paritét: © — —&

dh.r—->r,0 >7—-0,® > >+

Y (m = 0,7 +60) = (=1)' V" (0, )

Orthogonalitit: [dQY;™ (0, ®)Y;™* (6, ®) = 61y S
Vollsténdigkeit: Z Ym (0,2)Y™ (0',®") =0 (cost —cosb') 6 (P — D)

Zusammenhang mlt ket:

Y, (0, @) = (0, ¢|l,m)

7.2 Drehimpuls als Erzeugender (Generator) von Dehnun-
gen

In Polarkoordinaten L, = %i

i 0P

<1+%aLz>f(9,<I>) <1+a0%>f(9,<1>+a) a1

Fiir endliche a (und analytische f):

el E0,0) =) % (ai) [(0,2)=[(0,®+a)

0d/0® n=0 oe
Allgemein: .
e M (7) = v (&)
wobei X’ aus X’durch eine Drehung um Richtung T% um den Betrag |J|
hervorgeht.

7.3 Integrale der Bewegung und Symmetrieeigenschaften

A ist Integral der Bewegung sind alle Erwartungswerte zeitlich konstant.
[ (A) (1) = (52) (0) + 5 ([4, H]))
Falls % =0und [A, H] =0 ist A Integral der Bewegung/ Erhaltungsgrofe

Wir betrachten rducmliche Verschiebungen oder Drehungen des QM Sys-
tems.

Betrachten Ortsvektor der Teilchen.

Bsp. fiir Drehungen: X — X' = X X = $~1X/(A)
' (2") = ¢¥(x) (*) bestimmt ¢’

Suchen Operator R, so dass

V@) = Reb(@)

®) = (&) = Rop(&)
G ) = Ry(&) v’
= (S X) = Ro(%)
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1. Homogenitét des Raumes: Eigenschaften eines abgeschlossenen Systems
bei Parallelverschiebungen ungeéndert <H bei Verschiebungen ungeén-
dert.

Verschiebung: X — X' = X +6a da < 1
= Ryersonicrung (@) = ¥ (7 = 6@) = (1 - (60) V) 0(@) = | 1~ 203 | v(@)

Invarianz von H:

(W'|H[Y') = (W|RFHR W) ' = Ryt
N—_——
(H)'

= (YlHp) V¢ >

= H=R'HR,

infenitesimale Translation: Rssz = ( — %562]3')
~ Rl_HRss = <1 + %507;7) H <1 - %50715)
i[53 -2
= H+20d |P,H| +0(0a%) = H

= Invarianz unter Verschiebung = [H , ]51 =0

2. Isotropie des Raumes: Invarianz unter Drehungen
(VH|v) = (VIRHHRp|Y)
infinitesimal: Rp = 1~ $65L = |H,L| =0
Wenn EErhaltungsgrE)fée dann folgt Isotropie des Raumes

3. Homogenitét der Zeit:
% = 0 Hist nicht explizi8t zeitabhingig
= 4 (H)=(LH)+ % (H H])=0

d.h. % (¢|Hv) = 0 H Konstante der Bewegung = Energieerhaltung

4. Allgemein

unitérer Operator: U, = e @/TA

Wenn fiir alle Zusténde [¢) >: (Y|H ) = (Y|UF HU,|v)
also H=U}HU, = [H,A] =0
0A

Und wenn 37 =0 :
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e U bewirkt Symmetrietransformation

e A Generator (ls,f, )
o & (¥lAjY) =0

Gilt auch fiir innere Symmetrien(Isospin)

Satz (Noether):

Ist U eine Symmetrietransformation, A eine Observable, H der zeitunab-
hingige Hamiltonoperator, dann ist die A zugeordnete physikalische Grofse
eine Erhaltungsgrofe, d.h.

1. (A) = const. (erhaltener Erwartungswert)

2. Ist das System einmal in einem Eigenzustand von A, bleibt es ohne
dufere Einwirkung in diesem

3. Die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Eigenwert von A in einem
beliebigen Zustand |¢) > zu messen, ist zeitunabhéngig.

7.4 Rotation eines zweiatomigen Molekiils
7.4.1 Qualitative Betrachtung
Einfachstes Beispiel: Hs 2e¢7,2 Kerne
(bild)
adiabatische Nédherung;:
Fiir kleine Anderungen des Kernabstandes kann die Wirkung durch ein Po-
tential ~ (7 — %) beschrieben werden = harmonischer OZ
(bild)

Betrachten hier Drehungen um Massenmittelpunkt — Rotationsanregung

7.4.2 Starrer Rotator
1. klassisch (bild)

im Schwerpunktsystem: miry = mors

T r2 _rmitrz v
mz T omi mamz | mime
— _Mmimso i =
p= i reduzierte Masse =11 + 12

Trégheitsmoment beziiglich O, : I = mlr%—l—mgr% = m

Drehung um feste Achse TEEl mit einer Winkelgeschwindigkeit wp

|L| = Iwg
Energie: H = 1w} = %

im Ruhesystem des Massenmittelpunktes nur kinetische Rotationsenergie)
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2. Quantisierung

Verallgemeinerte Koordinaten 0,p= Rlchtung von 7
Wellenfunktlon W(0,0) = 0, 00), [|Pd2=1

H= (Operator)
2 2 2
(0 790|H|1/’> —% 8892 + g 89 + 5 83; } P(0, o)

. . vl N _ I+ DR?
Eigenfunktionen: Y, (6, ¢) = (0, ¢[lm), H|l,m >= =—=7—|l,m >
vorlesung 11.juni

1. Quantisierung
EQ

H=37
Eigenfunktionen: Y, (6, ) = (0p|lm)
H|lm >= D0 ),
Konvention: B = ﬁ “Rotationskonstante” Einheit [ ]
By = 2D — BRi 4 1)
Niveaus: E; — E;_1 = Bh2l

2. Interpretation

Implikation fiir EM Uberginge: Kopplung an Dipoliibergagsmoment

< | |lm> = T(Smml |:6l’l 14/ 4[2 1 + (Sl/ 41 4(ll—:,11)2 77:2:|
rcosé
—m 2—m?2
cosf - Y™ (0, @) = 12l2 me (0,¢) + 1/ %Yz%(a ©)

(a) Uberginge nur zwischen benachbarten Niveaus. Auswahlregeln:

Am =0, Al =
(X): Al =41, Am =+1
Y): Al =

(b) Photonfrequenz: (E; — Ej_1)/h =2Bl =v;_1

8 Zentralpotentiale/Wasserstoffatom

8.1 Hamiltonoperator: Zentralpotential, d.h. V() — V(r)

1. Klassisch: Kraft auf klass. Teilchen: F' = —ﬁV(r) = ‘2‘7{ ;

Kraft zeigt in Richtung Ursprung 0 ~~ dU =7 x p folgt (Drehimpulssatz)
‘Zl—f = 0 = Drehimpuls ist ErhaltungsgroRe
Bahn des Teilchens in Ebene durch 0 L auf L

dr

wobei v, = ¢ und mit |7 x U] = r |V |
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hat man ‘I_;‘ = |7 x pt| = pr ||

= Gesamtenergie des Teilchens:

E = Epin + Epor = 502 + 202 + V(1)
wE:%uvf—i—Qﬁ%—i—V(r)

~ klassische Hamiltonfunktion: H = g—z + 2;6% +V(r)
pr=%5=mw,, L=T-V

Pr = u% kanon. Impuls zu r

L? auszudriicken durch 7,6, ¢ und p,, pg, p, d.h.

EQ :pz + sinl29pi
2. QM:
EW-Glg. des Hamiltonoperators/Schrédingergleichung
2 —
[FEA+V ()]0 () = Be()
V nur abh. von r = Kugelkoordinaten. Mit
2? 2? ) 22
A (W + G on sinl208_<p2)
L2 in Kugelkoordinaten:

B} 2 1 0 1 &
I i — —
<8¢92 T an006 " snZo &,02>

h? 1 92 1
——=—r
2u r Or? 2pur?

2+v (r)

8.2 Separation der Variablen

L; wirken nur 6, ~~ vertauschen mit jedem Operator der nur auf r wirkt.
~ [H, I_j} =0 —L; Konstante der Bewegung

ebenso [H, EQ] =0.
Da die (Li,f?) nicht alle untereinander vertauschen, verwenden wir nur

L2 L,. H,L?, L. vertauschen paarweise.

=Moglich Basis des Zustandsraums zu finden, deren Elemente gleichzeitig
Eigenfunktionen zu diesen 3 Observablen sind.

Hip(F) = Ep(7)

L2o(7) = R2I(1 + 1)(7)

L.o(r) = himep(r)

D.h. Niveaus werden nach E,l;m klassifiziert. Suchen Lésungen der Form:
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o(F) = R(r)Y;™ (0, ¢)
Hep(r) = Ep(r)
L1+ B0 4 v(r)| R(r) = ER()

Forderung: Wahrscheinlichkeitsdichte

p(7) = |R(r)|* |Y;™ *integrabel beziiglich d3r

= |R(r)|*integrabel beziiglich d3r

Energie E héngt ab von | und einem weiteren diskreten (Bindungszustinde)
oder kontinuierlichen (Streuzustinde) Index k: Ey;

Ubergang zu Funktion u: R(r) = Lu(r)

L(&r) bulr) = 2u(r)

so dass {—%j—; + ﬁzlff;l) + V(?‘)} (1) = Ergug(r)

Diese Gleichung ist analog zu der eines eindimensionalen Problems, bei dem
sich ein Teilchen der Masse i in einem effektiven Potential

Vopr(r) = V(r) + LD bewegt.

2ur?

Achtung: r > 0! und |u (r)|? integrabel bzgl. dr.

Verhalten der Losungen bei kleinem r:  Annahme: V (r) bei r—0
regulir oder weniger singulér als %2

Ansatz:
u(r) ~ Cr®
~~
r—0
h? RAL(1+1) | X .
——s(s—1)r" 2+ (L + )r5_2+ V(r)r® = Er®
o 2 —— ~
vernachlassigbar

vernachlassigbar

s(s—1)=1(+1) = s=1+1 oder s=-1

R(r)~rt R(r)~ iy

Anmerkung: Fiir =0 wire R ~ 71 zwar nicht integrabel aber wegen A% =
—47§ (r) nicht Losungen der Schrodingerglg.

Bleibt nur Losung R (r) ~ r!. Also verschwindet u (r) bei r=0. u(r) ~ r
(fiir 1=0). R (r) geht gegen eine Konstante (fiir 1=0) oder verschwindet fiir 1>0.
Also fiige DGL die Bedingung hinzu u; (0) = 0.

Wellenfkten von H eines Teilchens in einem Zentralpotential V (r) héngen

von 3 Indizes ab:

1

Pkim (Ta 0, 90) =R (T) }/Em (9, 50)
Bezeichnung: |k|m >
k  radiale
Quantenzahlen ¢!  azimutale orbitale

m  magnetische
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8.3 Enartung der Energieniveaus

Die Energieniveaus Ej; sind (2 + 1)-fach entartet:

zu fesetem k,I: m= -1, -1+ 1,...,+I

Diese Entartung existiert fiir alle Formen des Potentials: “wesentliche Entar-
tung”. Moglich, dass EW Ej; der Radialgleichung zu gegebenen 1 nochmals als
EW Ej/ 1o der durch [ # I’ charakterisierten Radialgleichung auftritt: “zufillige
Entartungen” (z.B. bei H).

Die Radialgleichung hat fiir gegebenes | héchstens eine physikalisch akzep-
table Losung.

Zur Eindeutigkeit:

Mit EW von L? — Gleichung fiir Radialfunktion EW von H legt diese Ra-
dialfunktion eindeutig fest. Zu gegebenem Paar (1,m) existiert nur eine Kugel-
flichenfunktion Y, (6, ¢).

8.4 System aus 2 Teilchen

2 Teilchen ohne Spin, Massen my, msy , Ortsvektoren 7, 75
V=V —7s)

Klassisch: L(7, 7, 1, Bt) =T -V = Imy y

oL -

Konjugierte Impulse: p; = e p——— Do =mso B

Massenmittelpunkt: rg = Za0EM2™ ypd 7 =7 — 7
S my o o Mtma
n=ret mitms 0 12T T.G T omitma

~ L(Fg, "6 7,7y t) = SM 73+ 2u 7 — V(7)

mit der Gesamtmasse M = mj + mound der reduzierten Mase p = %
Konjugierte Impulse pg = ;f@ = M "¢ = mq n+ms s = p1+p» Gesamtipuls

> __ OL __ > maepi—mipo E
P=SE = pT = e Relativimpuls

Klassische Hamiltonfunktion H =", ., Di - L

o o
H(Fq,pa,T,p,t)stem = 2%\% + g_u + V(%)

Bewegungsgleichungen pﬁ =— gg
".g: — gg; =0 Ruhesystem des Massenmittelpunkts MMP
p=-2 = vV
Wihlen das Ruhestystem des MMP: Hamiltonfunkton:
=2 —
Hy =5+ V(7)
QM: Operatoren Ry, Pi, Ry, P> mit
(X1, Pix] =R
[X2, Pox| = ih analog ....7

Observablen Rg, R: Rg = M, R=R, - R,

., L magme _ _
und die Observablen Pg = P, + P, p= %
Man findet die Kummutator-Relationen:[X ¢, Pox] = if

(X, Px] = ih
{R, P}vertauscht mit {Rq, Pc}
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52 — —
Hamilton-Operator: H = QP—AC} + % +V(R)

—

dh. H = Hg + Hymit Hg = L& und H, = F V(R
und [Hg, H,] = 0 das heift es gibt eine Basis aus EV zu H, die gleichzeitig
EV zu Hgund H, sind. Wir suchen die Losungen des Systems

Hgle >= Egle > H.|lp >= FE.|p>mit = FEqg+ E,

8.5 Das Wasserstoffatom

besteht aus einem Proton mit mp = 1,7 - 10727kg und einem Elektron mit
me =9,1-1073'kg mit der Ladung ¢p/e = +1,6-107°C

. . . 1
WW elektrostatisch, potentielle Energie V(r) = — g~ = —%

- 4meq
. _ 2
r: Abstand zwischen p und e~ €% = =
TEQ

Uberlegungen aus (System aus 2 Teilchen) Beschrinkgung auf Ruhesystem
des MMP. Auferdem: p = —<"2 = m, (1 — Ze)

Me+m m

In der Ortsdarstellung haben wir die EW—Glgichung des Hamilton Operators:
2 S _,
[ 2] o) = B

Ry (r)
1
Wir haben ein Zentralpotential: @, (7) = —uwi () -Y;™(0, ¢)
r

I(1+1)R2 2
g N - ) = Buwalr) ()

Verr(r)

und ug (0) =0

(bild von nem Potential)

FE > 0 kontinuierliches Spektrum
E < 0 diskretes Spektrgm

Dividieren (*) durch 455 = Ey = Ionisierungsenergie
T

wihlen dimensionslose Variablen: p = 2o it Bahn-Radius ap = R

pe?
wir betrachten Ey; < 0 und Ay = /_%

2
{dd? ~ gz Ail} ur(p) =0

Losung der Radialgleichung: Verhalten fiir grofe Abstéinde p :

[% - )‘il} upi(p) =0

Losungenhiervon sind wug;(p) ~ e(F) e

modulo Polynom in p, + wird ausgeschlossen wegen Normierbarkeit.
Ansatz fiir ug(p) = e MYy (p)

DGL fiirYy : [uf, = A2, e ™ 1PYjy + (=2X\)e Py, + e Py /)]

[ — 20 — " 4 2] Yia(p) = 0 und Yia(0) = 0 ()
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o0

Potenzreihenansatz: Yy (p) = p° 3. c1p? und ¢y # 0 vorausgesetzt.
q=0

(A)=5s>0

Ableitungen: d%Ykl (p) = 3 (q £ 8)cgptts1
q=0

#xYulp) = X (a-+ s)(a -+ 3 = Derpr=e?

Einsetzen ianGL fiir p : Alle Koeffizienten miissen gleich null sein.
Term in niedrigster Ordnung in p (N pS_Q):

Koeff=0 [-I(I+ 1)+ s(s—1)]co =0

—-(Rechnung)—

s =1 —1 oder s = —I[ nicht akzeptiert.

Mit s = [ + 1 und Forderung Koeffizienten von p?+s=2 =0
=Rekursionsformel: ¢(¢ + 2l + 1) =2 [(¢ — ))A\er — 1] cg—1

.. c 2[1+ DA — 1
Verhalten fiir grofie ¢ : i % % —r g0 %L —0
D e ———
21
Wir haben also fiir [(¢ + 1) A — 1] # 0: cc—jl A0 %
Potenzreihenentwicklung der Funktion e?**x!
s q
€20 k1 — qgo dgp? mit d, = %
dq
dg—1
VLG: Betrachte Reihe verhilt sich fiir grofe p wie e?*# physikalisch nicht

Hieraus. = 2%

sinnvoll — Alle Fille auszuschliefen, fiir die die Reihe nicht abbricht — einzig
moglichen Werte von Ay sind die, fiir die die Reihe nur eine endliche Anzahl
von Termen hat, d.h. Y};(p) sich auf ein Polynom reduziert. Suchen also k, so
dass fir g =k .

18.

(k+l)>\k171:0:> Akl:%—l—l k>1
Die einzig moglichen diskreten Energie EW sind also Ay = ,/—%—’“Il
Ey :—(k’i—gy, k=1,2,..;1=0,1,.. Vorlesung
und 21.Juni fehlen (Southside)
B konstant = H = Hy + Hy + H»
2 . - —
Hy = S—MJrV(R); H =-BEL-B
pp = 51
Hy = TR AEy > AE > AE,
Interpretation des paramagnetsichen Terms
magnetisches Moment M, das zu einer Ladung q auf einer Kreisbahn gehort:
M = 5L = QM: Operatorgleichung M; = 5L
so dass: Hy = _M-B B
H, entspricht also der Kopplung zwischen dem magnetischen Feld B und

dem atomaren magnetischen Moment ~»H;paramagntisch

Kopplungsterm:
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Bemerkungen:

e Die EW einer jeden Komponente des magnetischen Moments

( i ) (mh) = mup (m ist eine ganze Zahl, m, ist Masse des Elek-

2mee
trons)
up gibt die Grofenordnung des zur Bahnbewegung gehérenden ma-
gnetischen Momentes

—

e Elektron hat auch einen inneren Spin ]\ZS = 28BS | 2—¢g, gyroma-
gnetsiches Verhéltnis

Interpretation des diamagntetischen Terms
Sei Drehimpuls=0(Grundzustand) ~ H; = 0. Bleibt Hy. Homogenes Ma-
gnetfeld modifiziert Wahrscheinlichkeitsstrom. Mit zugehorigem elektrischen Strom

ist magnetisches Moment <Mdm> antiparallel zu B verbunden — positive Kol-

lungsenergie.
Betrachte:

./\/ldm:<2m 7 X Ml ):2merx p—qA

Pkanon
o [E e A
Fiir 1=0 — L :6(E1chungA*f% x B)
— =~
m=0 0
0
L,

= Maia = 5 q 7x (7 x B)
- T [(T-B)r—r B}

dme
./\/ldw ist, proportlonal zur Grofe des magnetischen Feldes. Es handelt sich um
das durch B induzierte magnetsiche Moment im Atom. Entgegen B- Richtung
~ B wird geschwiicht (Lenzsche Regel).
Kopplungsenergie mit, B (E langsam angeschaltet)
B B

— [ Myin@.dB' = — [ dB'¢. B’ [(7¢.) z&, — r?¢,] B' = Be,
0 0

2 2 2
2 2
— i B2 2| =gl Bh
e H/—/ e

9 Streutheorie in der nicht-relativistischen Quan-
tenmechanik

Streuexperimente: Information {iber Wechselwirkung (WW) zwischen (funda-
mentalen) Teilchen.
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e Spektrum der gebundenen Zusténde

e Verhalten in Streuexperimenten

1. Hochenergiephysik
L<1fm ~ 107°4’
E>16eV
Streuproben
Bsp: ete” : LEP(CERN)~200GeV
PP:LHC 14TeV
PP Tevatron 2TeV

2. Kernphysik
L~ 10fm (atomkern)
E~1MeV
Bsp: Gold-Gold Kollisionen ~ 100GeV ~~» Quark-Gluon Plasma

3. Atomphysik
L~ 1
E~ eV
Bsp: Optische Spektroskopie

4. Physik der kondensierten Materie
L~ — o0
E~meV —eV

Bsp: Rontgenstreuung, Photoemission, Optische Spektroskopie, Neutro-
nenstrahlung

9.0.1 Strahl von Teilchen auf Stationdres Target

skizze)

Vorteil: Bei geniigender Dichte des Targets voller Gebrauch des einlaufenden
Strahls

Nachteil:Energie im Schwerpunktsystem reduziert

Laborsystem: E = %va

Schwerpunktsystem: F = %m% -2 = %mzﬂ
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9.0.2 Teilchenstrahlene gegeneinander

Vorteil: Energie im Schwerpunktsystem E = ) Strahlenergien
Nachteil: Starke Fokussierung am WW-Punkt erforderlich, um geniigend ho-

he Raten

zu erziehlen

Wir betrachten nur elastische Streuung: Innere Zustdnde der Teilchen un-

verandert

Potentialstreuung: Folgende Annahmen fiir Streuung am target

1.
2.
3.
4.

Teilchen hat kein Spin
Innere Struktur der Teilchen unberiicksichtig
Target ist sehr diinn, Mehrfachstreuprozesse sind vernachléssigbar

Keine Kohirenz zwischen an verschiedenen Target-Teilchen gestreu-
ten Wellen

. WW zwischen Teilchen durch V(i — 7%)beschreibbar = im Ruhe-

system des Schwerpunkts: Streuung eines Teilchens mitredzuzierter
Masse p am Potential V =V (7), ¥ =7 — 7%

Nicht-relativistische Behandlung

9.1 Stationire Streuzustinde

Zwei Beschreibungsmoglichkeiten:

1. Wellenpakete(“einzelnes Teilchen”)

2. Stationire Streuwelle (“Teilchenstrahl?)

Beide dquivalent. 2. meistens einfacher. Zu 2.:
H = Hy+ V(7
—2

Hy =

ok
2p

Annahme: V (7) falle fiir [7] — oo schneller ab als .

Suche Losungen (7, t) = o(7)e *FY/" mit Hp = Eqp,
E > 0 (E=kinetische ENergie weit weg vom Steuzentrum)

mit U(7) := 24V (7) und E := ZE

& [A+R -V o) =0 ()

2p

Im Allgemeinen: co viele Losungen von (*) zu gegebenem E!
Idee: Randbedingungen entsprechnd der phyiskalischen Situation.
Ansatz: Weit weg vom Streuzentrum V « 0 H « H

fiir grofe |7:

ezkr

(diff) = ikz .
o (M2 7 i) —
einlaufend S~ ——

auslaufend

65



Erlduterung:

e ¢** £ Ebene Welle in z-Richtung

e ¢ £ Teichenstrahl in z-Richtung
16st (*) fiir grofse|r|

o < 2 Kugelwelle (A + k%) £ =0

ro T

eikr

fr(0, )% £ Kugelwelle mit richtungsabhiingiger Intensitét.

£ Gestreuter Strahl
16st (*) ebenfalls fiir grofe |7

o f1(0,¢) l6st Streuamplitude
e Experiment: Bestimmung von | (6, )|’
Theorie: Zusammenhang f3(0, ¢) < V()
e Kann zeigen: Diese Randbedingungen fixieren Losung eindeutig! (An-
nahme an V(%) wichtig!)
Beschreibung durch Wellenpakete: (Zur Vereinfachung nur in z-Richtung)
oo
W7 t) = / Ak) " (e~ iRt/ M,
0

A mit Maximum bei ko(bild mit peak an k0, k x-achse, A y-achse)

o . : Rl etkr ]
w(ﬁ t) = / dkA(k.)ezkze—zEkt/hbar + / A(k’)fk(e, (p)Te—zEkt/h
0 0
Bewegung de Maxima: MIt v, = %und r grofs, Zeini. (t) = vg4t,

Tausl. (9; ®, t) = 70‘% (97 90) +Ugt
—
<0

t < 0 kein Maximum in auslaufender Welle.

(bild von Welle wiche sich in z-Richtung fortbewegt; bei Erreichen des Streu-
zentrums hat die Welle eine Form, die sich nicht so leicht interbretieren ldsst;
theta=Winkel vom Streuzentrum aus, Peaks in einem best. Abstand vom Streu-
zentrum)

9.2 Stromdichten, Streuquerschnitt

Interpretation der Streuwellen als Teilchenstrome:
Zur Wellenfunktion ¢(7) gehoriger Strom:

=

J(7) = lRe {cp*ﬁﬁga}
1 i
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@I 1) ¢ grof:

ikr
i ikz €
P = N e+ (0, 0)—
e S———
Pa
hk
J,=N?=—¢,
I
Fir
O _¢ 0 La 10 e 1 0
: =€,  — ep —— e, — —
7a " or T ro0 T rsing 0p
fur groke r unterdriickt
o eik'r‘ eikr eikr
Il =ik _
or r r r2
~—~—
NT%ﬁunterdruckt
- N* 2 hk
Jo = | f k( )| Cr
. . 0. 0)|
7=z ( ,Qso)l
r
Definition des Stromquerschnitts = Wirkungsquerschnitts
do = % L —|f(0,¢)> = (Zahl beobachteter Teilchen im Detektor/

A/ Zeiteinheit )/ (Zahl elnlaufender Teilchen/ Fliache F/ Zeiteinheit)
Dimension: f ~ L, 4 o5 ~ Flache!
Ototal = f g" d$) = totaler Wirkungsquerschnitt
Im Experiment misst man Zdhlraten, die zu J. sowie zur Anzahl der Streu-
zentren proportional sind.
Wiederholung der letzeten Vorlesung:

Stromdichten, Streuquerschnitt

j’ N2EE
J:f%m o) e
2 — | £(0, )

9.3 Optisches Theorem
J.=N 2%’; raumlich konstant

j;(f’) =N 271%&”(97%)‘2 nur in auslaufender radialer Richtung
Strom _(;lurch Flache F nach auflen
f » dFj. =0

67



| e]

Otot

——
) NQH‘E‘ ) 2 NQH‘E"—'—
/dFjszi/ dFa'f(@’@)' = /dQIf((%cp)l2
F m F m

r2

Scheinbarer Konflikt mit Stromerhaltung!
Losung. INterferenzterm zwischen einfallender (¢ (7)) und gestreuter (¢ (7))
Welle.

B h

v ¥
Tt = quzm;wzm FOf ()7 <F>> +he

2m
+ h.c. = das gleiche nochmal nur hermitisch konjugiert
Ziel: Zeige, dass der Interferenzterm einen negativen Beitrag in Vorwértsrichtung(f =

0) liefert.
Wir sind nur am radialen Anteil (~ €,.) bei § = 0 interesiert.

Radialer Anteil:

Tui(r) "
N2 | ik ek
—*T ot = —ik7 9’ ikr * 9’
e = o er( e + , f70,¢)

- sz [(e—z‘lziﬂrikrf(e’(p) n k:.c.) n (ez’lzi‘fikrf*(e, H)cosh + h.c.)}
= T [k 4e0) (14 cost) 6,) + ]

.féllt mit ~ Lab.
Fiir beliebige cosf # 1 liefert der schnell oszillierende Phasenfaktor e

Faltung mit dem Wellenpaket Ay, (E) Null.
Der Beitrag nur im Bereich 1 2 cosf 21 —¢€, e < 1

kT nach
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N2hk

/ AF Jint(F) = [dQr2E, Jis (F) = Sy
N27Th’l“ 2 ikrx 1 1 ikrx ‘
— — | — = - (0 h.c.
m [ikre + ikr \akr )€ 0 J(0)+ hee

Term mit e**"¢ schnell oszillierend: triigt fiir grofe r nach Faltung mit Ay, (E)
nicht bei. Stationére Phase nur bei x=0. (Vernachlissigen Term ~ T% gegeniiber
1,dar>1)

N2nhkr 2 N2%4rmh
- [—%f(t?:O)—i—h.c.] = Im(f(0=0))
— _4x k Im (f(6 = 0))
- - | 4w
= |Je| Otor — |Je ?Im (f(@ = 0)) =0

= Optisches Theorem. oo = 2ZIm (f(6 = 0))

Anmerkungen

1. Bis Gesagtes gilt nur fiir Potentiale mit “endlicher Reichweite”.
Insesondere muss oy,: endlich sein. (Gilt also nicht fiir V(r) ~ 71)

Umgekehrt: Potential “unendlicher Reichweiter” ~ g4, = 00

2. Optisches Theorem gilt auch, wenn Teilchen bei der Streuung verschwin-
den

3. f hat immer Imaginértiel, wenn Streuung auftritt

4. Fir k — 0 muss Im (f(0 = 0)) ~ k, damit o4, nicht divergiert.

9.4 Integralgleichung fiir die gestreute Welle

Aufstellen einer Integralgleichung, deren Losung die Wellenfktenen sind. die zu
den Streuzustinden gehort.
EW-Gleichung von H:

(A + k) () = U(F)p(F); V(7)) = —U(F) (x)

Annahme: es gibt eine Greensche Fkt. G(7) des Operators (A + k?), so dass

(A + E*)G(7) = 6(7)
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wr @(7) = o) + / B G - U )p() (D)

mit ¢o(7) Losung der homogenen Gleichung (A + k2) wo() =0
Erfiillt die DGL. (Anm: A wirkt nur auf Variable 7.)
Denn

(A+E%) o(7) = (A +K?) /d3r’G(Ff YU )(7)

_ /d%’d(?— U )e() = U)o ()

Umgekehrt kann man zeigen, dass jede Losung von (*) die Gleichung (A)
erfiillt.
Mit der richtigen Wahl von ¢ (7)und G(7) kann das asymptotische Verhalten

VY (F) ~" 7 etz 4 £(0, )el:T in die Gleichung eingebaut werden.
j:zk

Die G4 (7) = —4= - = sind Lésungen von (A + k?)G(7) = 6(F) .
_______ Vorlesung 7.Juli fehlt

Vorlesung 09.Juli

V = 0 Asymptotische Verhalten

—ikr il % ikr ,—il 5
(0) ~kr—o0 2k? m e eze e 2
—\/ —Y"(0,
Prim ™ ™ 32 2ikr

Z 4 (20 + 1), (kr)Y;°(0)

Zzl (20 + 1)ji(kr) Py (cost)
1=

9.4.1 Partialwellen im Potential V(r)

Prim (7) = Ria (r)Y," (0, ) = —uw (r)Y," (6, ¢)
mit uy(r) Losung der Radialgleichung

K2 d? l(l + 1)52 K2 k>
—ZW + W + V(?‘) ukl(r) =

mit Bedingung uy;(0) = 0
Fiir grofe r findet man

up(r) &7 C - sin(kr — lg +61)

Pasenverschiebung §; heifst Streuphase.
Physikalische Bedeutung der Streuphase
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Vergleich Partialwellen und freie Kugelwellen:

sin(kr — 15 + ;)
r

r—00 C

et (T) = Y0, )

o—ikT il —01) _ pikr o—i(5—61)

=N, ¢) 2ir

. . . . . . )
Vergleich mit freier Kugelwelle: Modifikation von ¢, ~
e~k il3 _ ikr g—ilF ;206

~ 7y aTo0 _ym

9.4.2 Streuquerschnitt als Funktion der Streuphasen

Rotationssymmetrie um Streuachse bedeutet keine Abhangigkeit von ¢

o0
) = E Pkl
=0

Bestimmung der Koeffizienten ¢; :
Herleitung intuitiv:

V(r)=0: ¢p(F) = e**
und Partialwellen=freie Kugelwellen

Z dm (20 + 1)5,(kr)Y,2(0) (%)

Vir) #0: (@)
i (F) = 22720 i/ AT (2L + 1)@rio() (D)
Herleitung explizit: Zeigen, dass(A) die gesuchte Entwicklung ist

Z 47‘(‘ 21 + 1)90kl0( )

—ikr il _ pikr o —il% ,2i0

2ikr

o Z A2l + )Y, (0)S

Mit €29 = 1 + 2ie™ sind,

= Z 4 (20 + 1) Prio(7)

il 5 eikrefil% eikr

& —ikr o o
AT — Zil\/47r(21 +1)Y,°(0) {e S - —e 1T P ging
1=0

2ikr r k
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ikr
— . ikz €
= Z 47‘(‘ 20+1) (pklo(’l“) AT gikz g fk(e) ,

mit
1 & ,
6) =7 > VAr (2l + 1)y (0)
=0

= Entwicklung (A) ist richtig
Berechnung des Streuquerschnitts
differentiell.

o(6) = [fr(0 k2 Z\/47r (20 + 1)e™ 5in5, Y, (0)

= /an =12 Z47T\/2[+ V21 + 1efCr=2r) smélsmél//dQYl Y;(0)

LU

:—Zi 20+ 1)sin 25, = iol
1=0

=0

i—z (21 + 1)sin?0;

g =

o1 < 75(20 + 1) Partialwellenunitaritét

Partialwellen und Streu hasenbestlmmun
Bestimmbar oy,;: Annahme: nur dg, ;1 # 0
[Po(cost) = 1, Pi(cost) = cost]

0 - %—ilpz(cose)]

2
d o0
oo =00 =10 Z (21 + 1)e™ sind, - Pj(cost)
1=0
li VAT (20 + 1) sind Y, (6)
k l
1=0
507 51 7é O
do — & |e0sindy + 3¢ sin510059|2

Beitrag von dg : isotrop

Beitrag von 0, :~ cos?0 = Messung = do, 01
Intferenzterm: ~ cosf

Konstistenztest: Tauchen hohere Potenzen in cosf auf?
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9.4.3 Optisches Theorem

Wir hatten fi(6, ) =>",(20 + 1) fiP(cosh)
mit f; = %e' lsinél Pi(cosh =1) =1
= fu(0,0) = % 21(21 + 1)e®tsing,
und I'm fk( @) = £ >,(21+ 1)sin?4
Mit o; = —§(2l + 1)sin?é; und o0t = >, 0y

oot = 2ZIm f1,(0, ) Optisches Theorem

10 Stationire (zeitunabhingige) Stérungstheorie

10.1 Problemstellung

Storungstheorie anwendbar, wenn Hamiltonoperator von der Form
H=Hy+W
Eigenzustinde und EW von Hj bekannt, und W < Hy
Hy : ungestorter Hamiltonoperator,
W: Storung;
Sei W unabhéingig von der Zeit: stationire Storung
W =AW X< 1 (da W< Hy)
A= Entwicklungsparameter
W = Matrixelemente vergleichbar mit denen von H
Eigenwertgleichung von Hj :

Hyolg!, >= Ep|¢, >

p: zéhlt Niveaus(Annahme: diskretes Spektrum)

i: zahlt Entartung

0 £ ungestortes Problem

s, > orthonormiert, vollstindig

<<p§,|<pg,> = 8, Oy orthonormiert

Zp’i |<p]"g ) g0§,| =1 vollstindig

Mit Storung: Suche EW und EZ als Funktion von A, ausgedriickt Eg und
|0y > )

Hamilton-Operator mit Stérung: H(\) = Ho + AW

(Skizze mit EY auf der y-Achse und \ auf der x-Achse)
Vorlesung 14.Juli fehlt

vorlesung 16.juli

en|Wlpp) (plWlen
) = B+ {pulWlpn) + 3 1) Wbl len) | )
p,i;pF#n " p

(oLIW |on
[Pn(A) > Ison>+z 5 EO>| o), > +0(N\?)
p#n Ey
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10.2 Storungstheorie bei Entartung

E%sei g,,—fach entartete(g, > 1, < o0)

Prtoblem: |0 > ist nicht mehr eindeutig festgelegt ¢ = E° da Hpl0 >=
€0|0 > kann durch jede Linearkombination der g,, Vektroen ¢!, > (i = 1,...g,)
enfiillt werden.

Stérung : Elspaltet in mehrere Unterniveaus auf Anzahl der Unterniveaus

fo 1< fu<gn
fn < gn ~ einige Unterrdume entartet
Ausgangspunkt:

Holl > +WI[0 > — (e1]0 > 4€0]1 >) =0

Projektion auf ¢!, >,i=1,....,g, :

<sa:;|Ho |1> + (GhIW10) = (e (£110) + o (¢h[1) = 0
ER <l
(Hpist hermitesch) ~~ <¢§I|W|O> = €1 (¢} ]0) ()
0>= 379" 7, ) (#5,]0 >
> (k

In
> (eWlel)  (Ahl)  =ea(ello)
=1  —— ——

J n + gn Matrigel, VF—el-d-Dimgn

=(w(n)

= wijp; = e19;  EW-Gleichung (.[W].)

10.3 Gestorter harmonischer Oszillator

10.3.1 Storung durch ein lineares Potential

o1
Hy = o + §mw2X2
mit den EV
|‘Pn >
und EW
EY = (n+ %)hw
Storung:

A <1, hwX ~ O(Hy)
H=Hy+W
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Exakte Losung:

2
1 [ h [ h 1 h
Vo+ H=-mw? [ XZ+20/—X+ | M/ — Zmw?\2—
2 mw mw 2 mw

2

h 1 1 1
= mw? | X + M/ — ——)\Qim:§mw2X'2—§)\2hw

mw 2

= Energie-EW:

1 1
E,=(n+ 5)% - 5)\2%

Storungsentwicklung

X=—(a"+a)~W= )\@(a +a)

V2

E\H

Ferner gilt:

atlpn >=vVn + 1pni1 >

a|§0n >= \/ﬁw)n—l >
Damit
<90n+1|W|90n> - )‘\/—

<§0n—1|W|§0n> = \/_

A
\/—

22 2,2
(n+1) hw n "
2 (—hw) 2 hw

1
E,(A) =(n+ 5)hw +0+

En(N) = (n+ $)hw — X hw + ...

Bem: Terme O(\3), ..verschwinden
(Pn-11Wlepn) = )‘\/ %hw
(n—1[Wlpn) = )‘\/ghw

[thn(X) >= lon > +A /B Lo 0 > A/ TR 01 >+

:|80n > 7}\“an1|¢"+1 > +)\\/g|90n71 >+
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10.3.2 Storung durch quadratische Potential
1 A 1
W = §;J7icuX2 = §pmw2X2 p <1

21 1
H=Hy+ W= r —mw?(1+p)X? |- —mw? X?
2m = 2 2

w? =wi(1+p)

1 1
En:(n+§)hw':(n+§)hw\/1+p

Entwicklung der Wurzel:
1 2
En = (n+ >)hw [1+3—%+...]

Storungstheorie:
1
W = thw(aJr +a)?

1
— Zp?‘u,u(aJr2 +a*+aTa+aah)

1
= thw(a+2 +a®+2aTa+1)

nicht-verschwindende Beitrige:

(oulWlon) = ohw(en +1)
(ons2lWlon) = 7ohoy/T+ D)0+ 1)
(pu-2lWlen) = 7o/l —1)

p Lo P2y s(n+2)(n+1) p* 5 on(n—1)
Ep=E° 1+ Phwm+ o)+ L p22 TN T ) Pz 2T T )
n=En+ Sho(ng)+ Jghw “he 160 YT 2
S S e
= En + Shw(n+ 3 n+ g 5 o
2
:(n——)hw[1+g—p—+ }
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10.4 Stark-Effekt des Wasserstoffatoms
Wasserstoffatom in statischem el.Feld parallel zur z-Richtung. W = geZ; e =El.Feld
1. quadratischer Stark-Effekt

Niveau n=1, 1=0,m=0 Grundzustand
1. Ordung: (n=1,1=0,m =0n=1,l=0,m = O)ww VY100 ~ Y = 1
W ~ z, 1100 rotationssymm.
= —qe [r|f(r)]?z=0
|<n'l'm'\z\n:1,l:0,m:0

2
2. Ordnung ¢?€? DLl FE) ) #0
denn es gibt n’l'm’ > mit entgegengesetzeter Paritit zu [100 >

&
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