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1 Einführung1.1 Physik um 1900� Klassishe Mehanik� Elektrodynamik� erweritert 1905 zur speziellen Relativitätstheorieniht erklärbar� Physik der Atomhülle� Physik makroskopisher Körper� Kernphysik� Elektrodynamik� TeilhenpyhsikQM: Relativitätstheorie �>Quantenfeldtheoriehier: neiht relativistishe QM1.2 Historishe Entwiklung1. Hohlraumstrahlung: Plank 1900, Hypothese:Energieasustaush zwishen Oszillatoren der Materie und dem EM Feldin Form von Energiepaketen/Quanten
E = hν

h = 6, 626 · 10−34JsPlankshes Wirkungsquantum2. Photoelektrisher E�ektMindestfrequenz:
h · νmin ≥WAustrittElektronenemission instantanHypothese: Liht besteht aus Photonen de Energie

E = hν = ~ω

~ =
h

2π
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3. Compton-E�ektElastisher Stoÿ zwishen Photon und ElektronEnergie und Impulserhaltung
λ′ − λ =

4π~

mec
sin2 θ

2Hypothese von Compton: Photonen sind niht nur Lihtpakete, sondernreelle Telhen mit ImpulsTeilhenharakter (E;P), Wellenharakter (ω = 2πν; |~k| = 2π
λ )4. Plank-Einsteinbeziehungen:

E = ~ · ω = h · ν

~p = ~~k5. Dualität: Liht hat Wellen- und Teilheneigenshaft6. Doppelspalt-Experiment I(x) 6= I1(x) + I2(x)
E(x) = E1(x) + E2(x)
I(x) ∝ E(x)2 = E1(x) + E2(x)|2 = |E1|2 + |E2|2 + 2Re(E1,2) 6= I1 + I27. Hypothese von de Broglie (1923): Materieteilhen besitzen Wellenharak-ter8. Rutherford (1911): Elektronen umlaufen planentenartigen positiv gelade-nen Kern. Problem: Elektronen beshleunigte Bewegung →strahlen kon-tinuierlih Energie ab. Diskrete Emissions-/Absorbtionslinien:

H(Wasserstoff) : 1/λnm = RY

(
1

n2
− 1

m2

)9. Bohrshe Postulate (1913):(a) Elektronenkreisbahnen (Coulomb-Anziehung)(b) Quantisierung der Kreisbahnen L = n~ n ∈ N |() Strahlungsemmission/-absorption hν = Ei − Ef
→Problem:� kann Intensität und tatsählih auftretende Linien niht erklären� veragt bereits für Helium� willkürlihe Teilerklärung
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2 Dualismus Teilhen und Welle2.1 EM Wellen und Photonen2.1.1 Zusammenhang zwishen Energie und Frequenz, zwishen Im-puls und Wellen
~p = ~ · ~k

E = hν = ~ω2.1.2 Ausbreitung
I(x) ∝ |E(x)|2I(x)= Wahrsheinlihkeitsverteilung der Photonen auf dem Shirm. DieBahn eines einzelnen Photons kann niht mit Siherheit angegeben werden.Gilt Superpositionsprinzip:E1(x), E2(x)Lösung der Maxwell GLeihungen→

soauh E(x) = λ1E1(x) + λ2E2(x), λi = konst.2.1.3 SpektralzerlegungPolarisiertes Liht mit Ausbreitungsgrihtung.
OZ fällt auf einen Analysator, klassish: p-polarisiertes Liht in ~ep-Rihtung :
~E(~r, t) = E0~epe

i(kz−ωt)Intensität: E2
0 , Nah A: ~E′(~r, t) = E′

0~exe
i(kz−wt) wobeiE′

0 = E0 ~ep~ex =
E0cosΘ→ Intensität : E′2

0 = E2
0cos

2ΘQM:Photon wird im Analysator gestoppt oder durhgelassen→zwei mögliheResultate der Messung: �Eigenresultate�. Einzelresultat kann niht vorherge-sagt werden. Nah A würde das Photon weitere Analysatoren(bzgl. x-Rihtungsiher durhlaufen: nah A ist es im Eigenzustand. Es gibt 2 Eigenzuständefür A mit Polarisation in x-Rihtung ∝ ~ex, ~ey. Für diese Eigenzustände istdas Messresultat siher in A: Durhgang oder Stoppen. Jeder Zustand mitPolarisation ~epkann in Eigenstustände von A zerlegt werden: ~ep = cosΘ~ex +

sinΘ~ey.Wahrsheinlihkeit für �durh�: cos2Θfür �stop�: sin2Θ. → ∑3
i=1 Pi =

1. �Spektrale Zerlegung� von ~epnah Eigenzuständen.
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2.2 Materiewellen
ν =

E

h

λ =
h

p

|~k| = 2π

λEin freies niht relativistishes Teilhen ist also mit einer ebenen Welle os-soziiert.
Ψ(~r,t) = Ψ0exp{i(~k~r − ωt)) = Ψ0exp{

i

~
(~p~r − Et)}Kohärent mit Interpretation der Geshwindigkeit der Welle: Punkte gleiherPhase:

~k~r − ωt = const.

~kd~r − ωdt = 0

→ Phasengeschwindigkeit :
ω

k
=
E

p
=

1

2
vPropagationsgeshwindigkeit der Energie der Welle:

→ Gruppengeschwindigkeit :
dω

dk
=
dE

dp
= vDies ist die Geshwindigkeit eines Matereieteilhens unter Berüksihtigungvon

~p = mvund eit
E =

~p2

2m1. Klassishe Tajektorie ~x(t)→ zeitlicheVeränderliheWellenfunktion ψ(~r, t)2. |ψ(~r, t)|2 =Wahrsheinlihkeitsamplitude
ˆ

d3r|ψ(~r, t)|2 = 13. Klassishe Bewegungsgleihung→Shrödingergleihung.
7



2.3 ShrödingergleihungSuhen Bewegungsgleihung für ψ(~r, t). Forderungen:1. DGL 1. Ordnung in der Zeit, damit ψ(~r, t) durh die Anfangsverteilung
ψ(~r, t = 0)bestimmt ist.2. Sie muss linear in ψsein, damit Superpositionsprinzip gilt (d.h. Linear-kombination von Lösungen stellen wieder Lösungen dar →deshalb tretenInterferenze�ekte auf wie in der Optik. (Optik: Diese folgen aus der Lin-earität der Maxwellgleihungen)3. Sie muss homogen sein, damit ´∞−∞ d3r|ψ(~r, t)|2 = 1für alle Zeiten erfülltbleibt.4. Die ebenen Wellen ψ(~r, t) = c · exp{i(~p~r − p2

2m t)/~}sollen Lösungen derGleihung sein.Für diese ebenen Wellen gilt: ∂
∂tψ(~r, t) = −

ip2

~2mψ(~r, t) =
i~2

~2m ∆ψ(~r, t
︸ ︷︷ ︸

− p2

~2 ∆ψ(~r,t)Aus 1.-4. erhalten wir die zeitabhängige Shödingergleihung für ein freiesTeilhen:
i~
∂

∂t
Ψ(~r, t) = − ~

2m
∆Ψ(~r, t)Annahme: Teilhen der Masse m unterliegt einem Potential V (~r, t)

− ~
2

2m∆Ψ(~r, t) + V (~r, t)Ψ(~r, t) = i~ ∂
∂tΨ(~r, t)2.4 Wellenpakete |~k| = 2π

λ2.4.1 Freies Teilhen (v=0)
i~
∂

∂t
Ψ(~r, t) = − ~2

2m
∆Ψ(~r, t)Lösung: Ψ(~r, t) = Aei(

~k~r−ωt);A = const undω = ~k2

2mde Broglie-Beziehung:~p = ~~k; E = ~ωdamit (wie in klassisher Mehanik) ~ω = E = ~p2

2mFerner |Ψ(~r, t)|2 = |A|2 = const. (*) D.h. die Aufenthalswahrsheinlihkeitim ganzen Raum gleih.Lineare DGL: Superpositionsprinzip: Jeder Linearkombination von ebenenWellen des Typs (*) ist wieder eine Lösung.Überlagerung ebeneer Wellen ≡Wellenpaket.
Ψ(~r, t) = 1

(2π)3/2

´

d3kg(~k)ei(
~k~r−ωt)(A)

g(~k)(kann ∈ C), muss hinreihend regulär seinBei fester Zeit t0 (per Konvention (t0 = 0))8



Ψ(~r, 0) =
´

d3kg(~k)ei(
~k~r)Zu einer bestimmten Zeit kann zu Ψ(~r, t)immer die Fouriertransformierteangegeben werden. Die Gleihung (A) legt Ψ(~r, t) für alle Zeiten t fest.2.4.2 Zusammenhang Ψ(~r, t = 0)und g(k)Ansatz: |g(k)|eiα(k)Annahme: α(k)sei im Intervall [k0− ∆k

2 , k0+
∆k
2 ], in dem |g(k)| nennenswertvon null vershieden ist, hinreihend regulär(Gra�k) →Linearisierung von α(k) um k = k0für ∆k ≪ 1|Taylor: α(k) ≅ α(k0) + (k − k0) (

dα

dk
)|k0

︸ ︷︷ ︸

≡−x0

+Θ(∆k)2O.B.d.A. eindimensional:
Ψ(x, t = 0) =

´

dk√
2π

g(k)
︸︷︷︸

|g(k)|eiαk

eikx ≈
´

dk√
2π
|g(k)|eiα(k0)−(k−k0)x0+kx) = ei(α(k0)+k0x)

´

dk√
2π
|g(k)|ei(k−k0)(xFalls x = x0nur positive Beiträge→ |Ψ|maximal. Falls x−x0 ≫ 1

∆k
︸︷︷︸

k−k0

. VieleOszillationen des Integranden innerhalb des Integrationsgebiets ⇒ |Ψ| klein.(Gra�k)Maximum desWellenpakets im Ortsraum bei xmax = x0 = −(dαdk )k=k0 (stationärePhase des Integranden bei x0)Breite im Ortsraum ∆x ∼ 1
∆kAbfall von |Ψ(x, 0)|maht sih bemerkbar, wenn ei(k−k0)(x−x0)ungefähr eineShwingung ausführt, falls ka das Intervall ∆k durhläuft.

∆k(x− x0) ≈ 1Sei ∆x = x− x0die Breite des Wellenpakets, dann gilt also ∆k ·∆x ≥ 1.Mit p = ~kHeisenbergsheUnshärferelation
∆x∆p ≥ ~2.4.3 Zeitlihe Entwiklung eines freien Wellenpakets2.5 Zeitunabhängiges PotentialAnnahme: V = V (~r) 6= 0⇒Wir haben E = K = Ekin = p2

2m

→ E = K + V = p2

2m + V (~r).Mit dem Hamiltonoperator H=K+V.Shrödingergleihung eines Teilhens im Potential V (~r) :

i~
∂Ψ

∂t
= HΨ9



bzw:
i~
∂

∂t
Ψ(~r, t)

︸ ︷︷ ︸

Ableitung nach t

= − ~2

2m
∆Ψ(~r, t) + V (~r)Ψ(~r, t)

︸ ︷︷ ︸

Ableitung nach~rAnsatz: Ψ(~r, t) = φ(~r) · χ(t)
1

χ(t)
i~
∂

∂t
χ(t)

︸ ︷︷ ︸

Funktion von t

=
1

φ(~r)
(− ~2

2m
∆φ(~r, t) + V (~r)φ(~r))

︸ ︷︷ ︸

Funktion von~r

= konst! = ~ω

⇒für χ(t) : i~ ∂
∂tχ(t) = ~ωχ(t)→ χ(t) = A · e−iωtGleihung für φ(~r) : − ~

2

2m∆φ(~r, t) + V (~r)φ(~r)) = ~ω
︸︷︷︸

E

φ(~r)Zeitunabhängige Shrödingergleihung:
(− ~2

2m
∆+ V (~r))

︸ ︷︷ ︸

Hamiltonoperator H

φ(~r) = Eφ(~r)Eigenwertgleihung des linearen Operators H.E: Eigenwert, φ: Eigenfunktion.
Ψ(~r, t) = φ(~r)e−iωtstationärer Zustand, da |Ψ|2 = const.2.5.1 Stufenpotentiale qualitativEindimensionale Bewegung (Gra�k)stationäre Shrödingergleihung:

[− ~²
2m

d²
dx² + V (x)]ϕ(x) = Eϕ(x)  [ d²dx² + 2m

~² (E − V (x))]ϕ(x) = 0Analogie zurük: Elektrishe Feld ~E(~r, t) = ~eE(x)e−iωtWellengleihung im Medium mit Brehungsindex n:
[
d²
dx² − n²

c² d²
dt² ]E(x)e−iωt = 0  [

d²
dx² +

n²ω²
c² ]E(x) = 0QM: 2m

~2 (E − V ) = n2ω2

c2

n2

{

> 0 transparentes

< 0 totalreflektierendes
Medium

n2 > 0 : [ d
2

dx2 + k2]E(x) = 0 k = ω
c

√
n2;E(x) ∝ e(±ikx)

n2 < 0 : [ d
2

dx2 − ρ2]E(x) = 0ρ = ω
c

√
−n2;E(x) ∝ e±ρxBeispiele: 10



1. Stufe Figure 1:2.4.1Stufe.png
Brehungsindex; n1 = c

~ω

√
2mE ;

n2 = c
~ω

√

2m(E − V0),
E > V0 :QM: Wahrsheinlihkeit P re�ektiert; Wahrsheinlihkeit (1-P):transmittiertTotalre�exion, aber: Eindringen in Grenzshiht (gedämpfte Welle). QM:Wahrsheinlihkeit 6= 0,das Teilhen in der Region 2 zu �nden.2. Barriere: Figure 2:2.4.1Barriere.png
�Tunnele�ekt�; 0 < E < V03. Potentialtopf Figure 3:2.4.1Potentialtopf.png(a) −V0 < E < 0 �Energiequantisierung(b) E > 0 teilweise Transmission, teilweise Re�exion11



2.5.2 Stufenpotential quantitativ(i) E > V [ d²dx² + k2]ϕ(x) = 0 k =
√

2m
~² (E − V )

ϕ(x) = Aeikx +Be−ikx A,B ǫ C(ii) E < V [ d²dx² − ρ²]ϕ(x) = 0 ρ bzw. κ =
√

2m
~² (V − E)

ϕ(x) = Ceρx +De−ρx C,D ǫ C(iii) E = V ϕ(x) = E + Fx E, F ǫ C2.5.2.1 AnshlussbedingungenV(x) mit Unstetigkeit bei x=a.Sei Vρ in [a− δ; a+ δ]∀δ beshränkt; einmalig integriert
dϕ
dx |a+δ −

dϕ
dx |a−δ =

´ a+δ

a−δ
2m
~² (Vδ(x) − E)ϕ(x)dxbeshränkt rehte Seite →0 für δ → 0

dϕ
dx |a+δ =

dϕ
dx |a−δ =⇒ ϕ′ = dϕ

dx ist stetig bei x=a
=⇒ ϕ ebenfalls stetig bei x=a2.5.2.2 Potentialstufe
V (x) = V0E(x) = {V0 x > 0 0 x ≤ 0
E > V0 :I:

d²ϕ
dx² + k1²ϕ = 0 , k1 =

√
2m
~² EII:

d²ϕ
dx² + k2²ϕ = 0 , k2 =

√
2m
~² (E − V0)

ϕI(x) = A1e
ik1x +A′

1e
−ik1x

ϕII(x) = A2e
ik2x +A′

2e
−ik2xTeilhen kommt von links =⇒ A′

2 = 0i) ϕI(0) = ϕII(0) : A1 +A′
1 = A2ii)ϕ′

I(0) = ϕ′
II(0) : K1(A1 −A′

1) = K2A2

→ A′
1

A1
= k1−k2

k1+k2
A2

A1
= 2k1

k1+k2
; wähle A1 = 1Re�exionskoe�zienten:

φ(x;x ≤ 0) = e(ik1x) + k1−k2
k1+k2

e(−ik1x)

φ(x;x > 0) = 2k1
k1+k2

e(ik2x)Transmissionskoe�zient: T = k2
k1
|A2

A1
|2 = 4k1k2

(k1+k2)2R+T=1; Totalre�exion T=0� (b) E < V0(II): d2φdx2 − ρ2φ = 0; ρ =
√

2m
~2 (V0 − E)

k2 → iρ; φII(x) = B2e
(ρx) +B′

2e
(ρx);Beshränkung von φ⇒ B2 = 0� A′

1

A1
= k1−iρ

k1+iρ
;
B′

2

A1
= 2k1

k1+iρ
→ R = |A

′
1

A1
|2 = 112



� φ(x;x < 0) =(A1=1) e(ik1x) + k1−iρ
k1+iρ

e−ik1x� φ(x;x ≥ 0) =(A1=1) 2k1
k1+iρ

e−ρx� V0 →∞(ρ→∞); A′
1 → −A1; B2 → 0� φ(x = 0) = 0; φ|∞Schwelle ≡ 02.5.2.3 Tunnele�ekt, Potentialshwelle

V (x) = V0Θ(a− |x|)(bild)
E < V0 :

ϕ(x) =







x < a Aeikx +Be−ikx

−a ≤ x ≤ a Ce−κx +Deκx

x > a Feikx +Ge−ikxMit k =
√

2mE
~

und κ =
√

2m(V0−E)
~

(κ , ρ)Anshluÿbedingung bei x=-a(i) ϕI(x = −a) = ϕII(x = −a) : Ae−iKa +BeiKa = Ceκa +De−κa(ii) ϕ′
I(−a) = ϕ′

II(−a) : ik(Ae−iKa −BeiKa) = −κ(Ceκa −De−κa)Entsprehend bei x=aBetrahten: von links einlaufendes Teilhen G=0(Rehnung)
A = F (cosh2ρa+ iǫ

2 sinh2ρa)e
2ika

B = F (−iη2 )sinh2ρawobei: ǫ = ρ
k − k

ρ ; η = ρ
k + k

ρDe�nition Transmissionsamplitude: S = F
A = e−2ika

arsh(2ρa)+ iǫ
2 sinh(2ρa)

T = |S|2 = 1

1+(1+ ǫ2

4 )sinh2(2ρa)
= 4E(V0−E)

4E(V0−E)+V 2
0 sinh

2(
√

2m(V0−E)2a~Grenzfall: ρa >> 1sehr hohe und sehr breite Shwelle
→ T = e(−4

√
2m(V0−E) a

~
)2.5.3 Potentialtopf

V (x) = −V0θ(a2 − |x|)
V0 ≤ E ≤ 0 :

ϕ′′ − κ²ϕ κ =
√

2m
~
(V0 − E) für |x| > a

2

ϕ′′ + k²ϕ k =
√

2m
~
(E + V0) für |x| ≤ a

2

ϕI = B1e
κx +B′

1e
−κx

ϕIII = B3e
κx +B′

3e
−κx

ϕII = A2e
ikx +A′

2e
−ikxBeshränktheit  B3 ≡ 0 13



x = −a2 (B′
1 = 0) x ist negativ darauf folgt die Beshränktheit von ϕI

ϕ
(′)
I

(
x = −a2

)
= ϕ

(′)
II

(
x = −a2

)

=⇒ A2 = e(−κ+ik)
a
2
κ+ik
2ik B1

=⇒ A
′
2 = −e−(κ+ik) a2 κ−ik

2ik B1Anshlussbedingung bei x = a
2 :� B3

B1
= e−κa

4ikκ

[
(κ+ ik) ²eika − (κ− ik) ²e−ka]� B

′
3

B1
= κ²+k²

2kκ sin ka

B3 = 0 
(
κ−ik
κ+ik

)2

= e2ika  Energiequantisierung1. κ−ik
κ+ik = −eika  κ

k = tan(ka2 ) ; k0 =
√

2mV0

~² =
√
k²+ κ²

1

cos²(ka2 )
= 1 + tan ²(ka

2
) =

κ²+ k²
k² =

(
k0
k

)2

 

{

|cos(ka2 )| = k
k0

tan(ka2 ) > 0(Gra�k), Shnittpunkte mit Welle=Geradenlösungen2. κ−ik
κ+ik = eika  

{

|sin(ka2 )| = k
k0

tanka2 < 0

14



3 Mathematishe HilfsmittelLiteratur (zur Vollständigkeit-.-)� S.Groÿmann:Funktioanalanalysis im Hinblik auf Anwendungen in derPhysik� Ahieser,Glasmann: Theorie der linearen Operatoren im HilbertraumZiel: Abstrakte Beshreibung des Zustandes als Element eines Zustands (Hilbert)Raums und der Messgröÿen duht hermitishe Operatoren unabhängig von einerBasis.3.1 Zustandsraum der Wellenfunktion
L2 ≡ {quadratintegrable Funtktionen}
→ F = {genügend reguläre Fkten ∈ L2}1. F ist ein linearer Raum Ψ1(~r),Ψ2(~r) ∈ F
⇒ Ψ(~r) = λ1Ψ1 + λ2Ψ2 ∈ F λ1,2konst ∈ Cda|Ψ(~r)|2quadratintegrabel |Ψ|2 = |λ1|2|Ψ1|2+|λ2|2|Ψ2|2 = 2Reλ1λ

∗
2Ψ1Ψ

∗
2 <

|λ1||λ2|(|Ψ1|2 + |Ψ2|2)
 Ψ|2 < Funktion deren Integral konvergiert2. Skalarprodukt φ(~r),Ψ(~r) ∈ F
(φ,Ψ) =

ˆ

d3rφ∗(~r)Ψ(~r)

︸ ︷︷ ︸

CEigenshaften: (φ,Ψ) = (Ψ, φ)∗

(ϕ, λ1ψ1 + λ2ψ2) = λ1(ϕ, ψ1) + λ2(ϕ, ψ2) bezüglih der zweiten Kompo-nente linear
(λ1ϕ1 + λ2ϕ2, ψ) = λ∗1 (ϕ1, ψ)+λ

∗
2 (ϕ2, ψ)bezüglih der ersten Komponen-te antilinearFalls (ϕ, ψ) = 0 ϕ und ψ zueinander orthogonal

(ψ, ϕ) ≥ 0 =
´

d³rψ∗ψ
(ψ, ψ) = 0⇔ ψ(~r) = 0Norm in F : |ψ| = (ψ, ψ)

1
2Shwarzshe Ungleihung

|(ψ1, ψ2)| ≤ |ψ1||ψ2|[Norm: ψ1 − (ψ2,ψ1)
|ψ2| ψ2℄1. Lineare OperatorenLinearer Operator A: φ(~r) = A ·Ψ(~r), φ,Ψ(~r) ∈ F

A(λ1Ψ1 + λ2Ψ2) = λ1AΨ1 + λ2AΨ2; λ1,2 ∈ CBeispiele: 15



(a) Ortsoperator χ : XΨ(x, y, z) = xΨ(x, y, z)(b) Di�erntialoperator DxDxΨ(x, y, z) = ∂
∂xΨ(x, y, z)() Partätsoperator Π : ΠΨ(x, y, z) = Ψ(−x,−y,−z)(d) Hamiltonoperator H: HΨ(x, y, z) = (− ~

2

2m∆+ V (x, y, z)Ψ(x, y, z)2. Produkte von Operatoren(a) A,B lineare Operatoren ; Produkt (Def.):
(AB)ψ (~r) = A (Bψ (~r))

︸ ︷︷ ︸

ϕ(~r)Kommutator: von A und B: [A,B℄=AB-BABsp: [χ,Dx]ψ (~r) =
(
x ∂
∂x − ∂

∂xx
)
ψ(x, y, z) = −ψ(x, y, z)

⇒ [χ,Dx] = −1 oder [
χ, ~iDx

]
= i~(b) Orthonormierte BasisVektor harakterisiert durh Komponenten bzgl. einer orthonormier-ten Basis {ui} ; ui (~r) ǫFOrthonormiert:

(ui;uj) = δij
ψǫF : ψ(~r) =

∑

i ciui(~r)3. Komponenten einer Fkt. in Bzg. auf eine Basis {ui (~r)}
ψ (~r) =

∑

i ciui (~r)
´

d³r · u∗jψ (~r) =
∑

i ci

ˆ

d³ru∗jui
︸ ︷︷ ︸

δij

= cj

cj =
´

d³r · u∗j (~r)ψ (~r) ψ =
∑

i ciui
(uj, ψ) =

∑

i ci (ui, uj)
︸ ︷︷ ︸

δij

cj = (uj , ψ)4. Skalarprodukt in Komponentenshreibweise
φ(~r) =

∑

i biuj(~r)
Ψ(~r) =

∑

i ciuj(~r)
´

d3rΨ(~r)∗Ψ(~r) =
∑

i b
∗
i ci speziell: (Ψ,Ψ) =

∑ |ci|25. Vollständigkeitsrelation: ∀Ψ ∈ Fgilt:
Ψ(~r) =

∑

i cjui(~r) =
∑

i

´

d3r′u∗i (~r
′)Ψ(~r′)ui(~r) =

´

d3rΨ(~r)
∑

i ui(~r)u
∗
i (~r)

︸ ︷︷ ︸

F (~r,~r′)

=

´

d3r′Ψ(~r′)F (~r, ~r′) ∀ΨVollständigkeitsrelation
 
∑

i

ui(~r)u
∗
j (~r

′) = δ(~r − ~r′)16



6. Ebene Wellen und andere verallgemeinerte BasiszuständeEbene Welle (eindimensional): Vp (x) ≡ 1√
2π~

e
ipx
~ mit p , IndexZerlegung eines Wellepaketes nah ebnen Wellen , Entwiklung nah Ba-sis {vp}Fouriertransformation

ψ (x) =

ˆ

dp√
2π~

ψ̃ (p) e
ipx
~ =

ˆ

dp

︸ ︷︷ ︸

,
∑

i

ψ̃(p)
︸︷︷︸

,ci

vp (x)
︸ ︷︷ ︸

,ui

ψ̃ (p)
︸ ︷︷ ︸

,ci

=

ˆ

dx√
2π~

ψ (x) e
ipλ
~

︸ ︷︷ ︸

,(ui,ψ)7. Parsevalshe Gleihung
ˆ

dxΨ∗(x)Ψ(x) =

ˆ

dpΨ̃∗(p)Ψ̃(p) , (Ψ,Ψ) =
∑

i

|ci|2Vollständigkeit: ´ dp vp(x)v∗p(x′) = δ(x− x′)[∑i ui(x)u
∗
i (x

′) = δ(x − x′)℄Orthonomeritheit: (vp,vp′) = δ(p− p′)
︸ ︷︷ ︸

1
2π

´

dx
~
ei
x
~

(p−p′)

(Distribution, niht Deltafkt.!)Verallgemeinerung auf beliebige kontinuierlihe Basis
{wα (~r)}� orthonorm: (wα, wα′) = δ(α − α′)� vollständig: ´ dαwα (~r)w∗

α

(

~r′
)

= δ
(

~r − ~r′
)Häu�g gemishte Basis:







(ui, uj) = δij

(wα, wα′) = δ (α− α′)

(ui, wα) = 03.2 Dir NotationBasis Index Komp. Ψ Bezeihnung
ui(~r) i ci

∑

i ciui(~r) allgemein
vÿ(~r) p Ψ̃(p)

´

dpΨ̃(p)vp(~r) Impulsdarstellung
ζ~r0(~r) ~r0 Ψ(~r0)

´

d~r0Ψ(~r0)ζr0(~r) Ortsdarstellung
ωEn(~r) n cn

∑

n cnωEn(~r) Energiedarstellung (gebundene)
ωE(~r) E (E) ´

dE c(E)ωE(~r) Energiedarstellung (Streuzustände)17



Verallgemeinerte Basen:(i) Ebene Wellen (eindimensional)Basis: vP (x) = 1√
2π~

eipx/~

ψ(x) =

∞̂

−∞

dp

︸ ︷︷ ︸

,
∑

i

ψ̃(p)
︸︷︷︸

,ci

vp(x)
︸ ︷︷ ︸

,ui

ψ̃(p) = (vp(x), ψ(x)) =
´

dx·v∗p(x)ψ(x) =
´

dp′
´

dx 1√
2π~

eipx/~ψ̃(p′) 1√
2π~

eip
′x/~

=
´

dp′
ˆ

dx · 1

2π~
ei(p−p

′)x/~

︸ ︷︷ ︸
1
~
δ((p−p′)/~)=δ(p−p′)

ψ̃(p′) =
´

dp′δ(p− p′)ψ̃(p′) = ψ̃(p)Anmerkung:
δ(x) = 1

2π

´

dk · eikx
δ(p) = 1

2π

´

dx · eipxorthonormiert: (vp, vp′) = ´ dx ·v∗p(x) ·vp′ (x) = ´ dx
2π~e

ipx/~eip
′x/~ = 1

~
δ((p−

p′)/~) = δ(p− p′)vollständig: ´ dp · vp(x) · v∗p(x′) = ˆ dp · 1

2π~
eipx/~e−ipx

′/~

︸ ︷︷ ︸
1
~
δ((x−x′)/~)

= δ(x− x′)(ii) Ortsdarstellung:
{ξ~ro (~r)} ξ~r0 (~r) = δ (~r − ~r0)
ψ(~r) =

´

d³r0 · ψ (~ro)
︸ ︷︷ ︸

,ci

δ (~r − ~r0)
︸ ︷︷ ︸

,ui
ψ (~r0) = (ξ~r0 (~r) , ψ) =

´

d³r · δ(~r − ~r0) · ψ (~r) = ψ (~r0)vollständig: ´ d3r0ξ~r0(~r)ξ~r0(~r′0) = ´ d3r0δ(~r − ~r0)δ(~r′ − ~r0) = δ(~r − ~r′)orthonomiert: (ξ~r′0 , ξ~r0) =
´

d3rξ∗~r0 (~r)ξ~r′0(~r) =
´

d3rδ(~r − ~r0)δ(~r − ~r′0) =

δ(~r0 − ~r′0)1. Zustand eines Teilhens harakterisiert duhWellenfunktion Ψ(~r)bzw.durhKomponenten bezüglih einer bestimmten Basis.Analogie: Vektor ~a imR3bzg. einer Basis {~e1~e2, ~e3} ~a = (a1, a2, a3) =
∑3

i=1 ai~eiBasiswehsel: neue Basisvektoren ~e′imit ei = 0~e′i : ~a =
∑3

i=1 a
′
i~e

′
iwobei

a′j =
∑

i ai~e
′
j~ei =

∑

i

ai~e
′
j0~e

′
i

︸ ︷︷ ︸

≡Oji
[
∑

i ai~ei =
∑

j a
′
j~e

′
j ⇔

∑

i ai~ei~e
′
k =

∑

j a
′
j ~e

′
k~e

′
j

︸︷︷︸

δjk

=
∑

j aiδjk = a′k]

~a hat die Bedeutund unabhängig von der Basis; ~a ·~b liefert in jeder Basisdas gleihe Resultat. 18



~a ·~b =∑i aibi =
∑

i a
′
jb

′
j =

∑

i,k,l akOjkblOjl =
∑

j,k,l akblOjlOTkj
O · OT =Λ =

∑

k,l akblδkl =
∑

k akbk2. �Ket� und �Bra�Beshreibung eines Zustandes ohne Bezug auf die Ortsvariable.(a) �Ket��Ket� = Element eines Zustandsraums H (Hilbertraum) symbolisiert
|a >Speziell: Für jedes ψ (~r) ǫF ⇐⇒ |ψ > ǫH(b) �Bra�Zu jedem �Ket� |ϕ >gehört ein Bra: < ϕ|, der zusammen mit einembeliebigen ket |ψ >eine komplexe Zahl de�niert:
< ϕ|ψ >=komplexe Zahl = Skalarprodukt Anm.: Analogie wäre Vek-tor und konjugiert komplexer VektorEs gilt:
< ϕ|ψ > ∗ =< ψ|ϕ >
< ϕ|λ1ψ1 + λ2ψ2 >= λ1 < ϕ|ψ1 > +λ2 < ϕ|ψ2 >mit λ1λ2ǫC
< λ1ϕ1 + λ2ϕ2|ψ >= λ∗1 < ϕ1|ψ > +λ∗2 < ϕ2|ψ > Skalarprodukt istin Bezug auf vorderen Faktor antilinear:Bemerkung: Werden auh (als math. Hilfsmittel) �verallgemeinerteket� zulassen; z.B. |ξx0 >, |vp0 >3. Lineare OperatorenLinearer Operator ordnet jedem |Ψ >∈ H einen ket |Ψ′ >∈ H so zu, dassde Zusammenhang linear ist: |Ψ′ >= A

︸︷︷︸

Operator

|Ψ > ist wieder ket
A(λi|Ψi > +λ2|Ψ2 >) = λ1A|Ψ1 + λ2A|Ψ2 > λ1,2 ∈ CProdukt zweier linearer Operatoren, AB, ist de�niert durh: (AB)|Ψ >=
A(B|Ψ >) I.A. AB 6= BAKommutator [A,B] = AB −BA 6=i.a. 0einerseits Salarproduktvon < Ψ|mit|Ψ′ = A|Ψ >: |Ψ′ >

︸ ︷︷ ︸

<φ|(A|Ψ>andererseits Matrixelement von A zwishen |φ > und |Ψ > . Ist eine Zahldie linear von |Ψ >,antilinear von |φ > abhängt.Gegeben sei |Ψ1 >und < φ1| fest. Dann de�niert |Ψ1 >< φ1| einen linearenOperator auf einem beliebigen ket |Ψ > durh |Ψ >
︸ ︷︷ ︸

ket

< φ1|Ψ >
︸ ︷︷ ︸

Zahl

Die Anwen-dung von |Ψ1 >< φ1| führt auf einen anderen ket→ stellt einen Operatordar.Bei kets, bras, Operatoren ist die Reihenfolge wihtig!
< a|b > Skalarprodukt
|b >< a|Operator 19



Analogie Vektoren < a|b >Analogie (ai......an)∗b1...
bn



 =
∑n

i=1 aibi Ska-larprodukt
|b >< a| Analogie bat = b1...

bn



 (a∗1...a
∗
n) =





b1a
∗
1............b1a

∗
n

...
bka

∗
1............bna

∗
n



 dya-dishes ProduktProjektor PψEs sei < ψ|ψ >= 1; Operator Pψ = |ψ >< ψ|Anwendung auf |ϕ >: Pψ |ϕ >= |ψ >
︸︷︷︸

”Richtung”

< ψ|ϕ >
︸ ︷︷ ︸

Gewicht”

Projektion von |ϕ >auf
ψEs gilt: P 2

ψ = Pψ


P 2
ψ|ϕ >= Pψ|ψ >< ψ|ϕ >= |ψ > < ψ|ψ >

︸ ︷︷ ︸

1

< ψ|ϕ >= |ψ >< ψ|ϕ >= Pψ |ϕ >



Beispiel im R3:
~a =





0
0
1



 Pa = ~a~at =





0
0
1




(
0 0 1

)
=





0 0 0
0 0 0
0 0 1





P 2
a = Pa

P~b =





0 0 0
0 0 0
0 0 1









b1
b2
b3



 = b3





0
0
1





︸ ︷︷ ︸

Richtung ~aAnwendung des Projektors auf einen Unterraum:Seien |ψ1 >, ..., |ψ2 > orthonormierte ket: < ψi|ψj >= δij für 1 ≤ i, j ≤ qdurh |ψ1 >... |ψq >aufgespannter Unterraum HqDann ist Pq =∑j
i=1 |ψi >< ψj | Projektor auf Hqz.z P 2 = P : P 2

q =
∑q
i,j=1 |ψi > < ψi|ψj >

︸ ︷︷ ︸

δij

< ψj | =
∑q

i=1 |ψi >< ψi| =

PqSei |ϕ > ǫH beliebig: Pq|ϕ >=∑q
i=1 |ψi >< ψi|ϕ >Projektion von |ϕ >auf Unterraum Hq4. Hermiteshe KonjugationA angewandt auf |Ψ >liefert A |Ψ >De�nition von A+(linear) : |Ψ′ >= A|Ψ >↔< Ψ| =< Ψ|A+Es folt hierraus: Skalarprodukt

〈Ψ′|φ〉 = 〈φ|Ψ′〉 ∗ → 〈Ψ|A+|φ〉 = 〈φ|A|Ψ〉 ∗Beahte: A|Ψ >= |AΨ > Shreibweise
< AΨ| =< Ψ|A+Eigenshaften:
A+)+ = A 20



(λA)+ = λ∗A+ λ ∈ C

(AB)+ = B+A+

|φ >= AB|Ψ >= A|χ >
< φ| =< Ψ|(AB)+ =< χ|A+ =< Ψ|B+A+Anmerkungen:
Λ ,Einheitsmatrix+ transponiert und komplex konjugiert* komplex konj.zu A adjungierter Operator

A+ :
〈
φ|A+|ψ

〉
= 〈ψ|A|φ〉 ∗Eigenshaften:

(A+)+ = A

(λA)+ = λ∗A+, λ ∈ C;

(AB)+ = B+A+Betrahen Operator:|u >< c|Es ist
(|u >< v|)+ = |v >< u|Beweis: < ϕ| (|u >< v|)+|ψ >= (< ψ|u >< v|ϕ >)∗

=< ψ|u >∗< v|ϕ >∗=< ϕ|v >< u|ψ >Speziell:
(|u >< u|)+ = |u >< u|Der Projektionsoperator ist hermiteshHermiteshe Operatoren:

A+ = A

〈ϕ|A|ψ〉 ∗ =
〈
ψ|A+|ϕ

〉
= 〈ψ|A|ϕ〉

A∗ = AT ↔ A+ = A

21



3.3 Darstellungen im ZustandsraumWahl einer Darstellung entspriht der Wahl einer orthonormierten (diskret; kon-tinuierlihe) Basis im Zustandsraum H ({|ket >})Zustände werden dargestellt durh Komponenten bzgl. dieser Basis.Operatoren werden dargestellt durh Matrizen bzgl. dieser Basis.Orhonormierungsbedingungen: {|ui >}diskret (kontinuierlihe Indizes: ana-log)
< ui|uj >= δijVollständigkeitsrelation: {|ui >} bildet eine Basis in H, wenn jeder |ψ >∈ Hauf genau eine Weise nah |ui >entwikelt werden kann.
|ψ >=∑i ci|ui > und cj = 〈uj |ψ〉
|ψ >=

∑

i 〈ui|ψ〉 |ui >=
∑

i |ui >< ui|ψ >= (
∑

i |ui >< ui|) |ψ >Sei ΛEinheitsoperator in H: P{ui} =
∑

i |ui >< ui| = Λ←Vollständigkeitsrelation3.3.1 Darstellung der ket, Bra, und Operatore� → Ket |ψ >in der durh die Basiskets {|ui >}harakterisierten Darstel-lung entspriht der einspaltigen Matrix





〈u1|ψ〉...
〈un|ψ〉




 =






c1...
cn




� → Bra < ψ|in der durh {|ui >}har. Darstellung: einzeilige Matrix

(〈ψ|u1〉 ... 〈ψ|un〉) = (c∗1.....c
∗
n)� → Operator A in der durh {|ui >}harakterisierten Darstellung: Aij =<

ui|A|uj >

〈ui|AB|uj〉 = 〈ui|AIB|uj〉 =
〈
ui|AP{k}B|uj

〉

=
∑

k 〈ui|A|uk〉 〈uk|B|uj〉 =
∑

k AikBkj → Matrixmultiplikation� → Matrixdarstellung |ψ′ >= A|Ψ >in der {|ui >}Darstellung:
c′i = 〈ui|ψ′〉 = 〈ui|A|ψ〉 =

〈
ui|AP{uj}|ψ

〉
=
∑

j 〈ui|A|uj〉 〈uj|ψ〉 =
∑

j Aijcj� Darstellung von 〈φ|A|ψ〉in der {|ui >}Darstellung: 〈φ|A|ψ〉 =∑ij 〈φ|ui〉 〈ui|A|uj〉 〈uj |ψ〉 =
∑

ij b
∗
iAijcj� Darstellung des zu A hermitesh konjugierten Operators A+in der {|ui >}Darstellung: (A+)ij = A∗

ji[(A+)ij = 〈ui|A+|uj〉 = 〈uj |A|ui〉 ∗ = A∗
ji℄� Für hermiteshen Operator A+ = A :

Aij = A∗
jiund Aii = A∗

ii 22



3.3.2 Darstellungswehsel (Basiswehsel)In gegebener Darstellung sind bra, ket und Operatoren durh eine Matrix dar-gestellt.Darstelungswehsel→ die selben Objekte sind durh eine andere Matrix darge-stellt. Frage: Wie hängen diese Matrizen zusammen?Übergang von Basis {|ui >}zu Basis {|tk >}: festgelegt durh Komponenten derneuen Basisvektoren bzgl. der alten Basis:
|tk >=

∑

i 〈ui|tk〉
︸ ︷︷ ︸

Komponenten von |tk>bzgl. {|ui>}

|ui >Matrix (Einführung):
Sik ≡< ui|tk >

(S+
ki) = (Sik)

∗ =< tk|ui >S ist unitär:
SS+ = S+S = IBeweis: (SS+)ij =

vollständig
︷ ︸︸ ︷
∑

k

〈ui|tk〉
︸ ︷︷ ︸

Sik

〈tk|uj〉
︸ ︷︷ ︸

S+
kj

= 〈ui|uj〉
orthonormiert

︷︸︸︷
= δijVerallgemeinerung der Drehung auf komplexe Vektoren.orthogonale Drehmatrix: ATA = Λ� Neue Komponenten des ket |ψ >:

〈tk|ψ〉 = 〈tk|I|ψ〉 =
〈
tk|P{ki}|ψ

〉
=
∑

i 〈tk|ui〉 〈ui|ψ〉 =
∑

i S
+
ki|ψ >→

〈tk|ψ〉 =
∑

i S
+
kici� Neue Komponenten des bra:

〈φ|tk〉 = 〈φ|Λ|tk〉 =
〈
φ|P{ki} |tk

〉
=
∑

i 〈φ|ui〉
︸ ︷︷ ︸

b∗i

〈ui|tk〉
︸ ︷︷ ︸

Sik� Neue Komponenten einer Matrix:
A′
KL = 〈tk|A|tl〉 =

〈
tk|P{ui}AP{uj}|tl

〉
=
∑

ij 〈tk|ui〉 〈ui|A|uj〉 〈uj |tl〉 =
∑

ij S
+
kiAijSjl3.4 Eigenwert-Gleihungen / Observablen3.4.1 Eigenwerte / EigenvektorenDe�nition: Ket|ψ >sei Eigenvektor (oder Eigenket) des linearen Operators A,wenn mit einer komplexen Zahl λ die folgende Beziehung gilt:

A|ψ >=
Eigenwert(=EW )

︷︸︸︷

λ |ψ >
︸︷︷︸

Eigenvektor(=EV )

(∗)23



(*) heiÿt Eigenwertgleihung des linearen Operators A.Gesamtheit der Eigenwerte: Spektrum von A.� λ einfaher Eigenwert ⇔zuλ gehörige EV ist eindeutig festgelegt (bis aufeinen konst. Faktor: |ψ >sei EV zu A mit EW λ; α ∈ C

A(α|ψ >) = αA|ψ >= αλ|ψ >= λ(α|ψ >); eiθ|ψ > kann dranmultipli-ziert werden.)� λ ist g-fah entartet ⇔g linear unabhängige EV zu λ : |φ′ >; i = 1....gDiese spannen einen g-dimensionalen Eigenraum auf (jede Liearkombina-tion ist wieder EV) denn:
|ψ >=∑g

i=1 ci|ψi >ist EV von A zu λ; ci ∈ C :
A|ψ >=∑g

i=1 ciA|ψi >=
∑g

i=1 ciλ|ψi >= λ
∑g

i=1 ci|ψ′ >= λψ >Beispiel: Projektionsoperator Pψ = |ψ >< ψ| 〈ψ|ψ〉 = 1EW-Gleihung: Pψ|φ >= λ|φ >→ |ψ >< ψ|φ >= λ|φ >EV von Pψ :� |ψ >, λ = 1 |ψ >< ψ|ψ >= λ|ψ >� alle zu|ψ >orthogonalen kets|φ >mit λ = 0 |ψ >< ψ|φ >= λ|φ >Spektrum von Ppsi : 0, 1Bemerkung: konjungierte EW-Gleihung: < ψ|A+ = λ∗ < ψ|3.4.2 Bestimmung der EW und EV eines OperatorsBeshränken uns auf Zustandsraum mit endl. Dimensionen NWählen eine bestimmte Darstellung {|ui >} : ci ≡ 〈ui|ψ〉
Aij = 〈ui|A|uj〉
〈ui|A|ψ〉 = λ 〈ui|ψ〉 ⇔

∑

j 〈ui|A|uj〉 〈uj|ψ〉 = λ 〈ui|ψ〉 ⇔
∑

j Aijcj = λci ⇔∑

j Aijcj =
∑

j λcjδij ⇔
∑

j

(Aij − λδij)cj = 0Homogenes Gleihungssystem:Hat nur dann Lösung 6= 0, wenn
Det(Aij − λij) = 0Charakteristishe Gleihung/ SäkulärgleihungFür NxN-Matrizen: Gleihung N-ten Grades für λ→ N Wurzeln: reell, kom-plex, einfah oder vielfah.Durh beliebigen Basiswehsel zeigt man, dass die harakteristishe Glei-hung unabhängig von der Basis ist. Die EW eines Operators sind die Lösungenseiner harakteristishen Gleihung.Für hermiteshe Operatoren gilt:Falls EW λ n-fah entartet ist ⇒ existieren n linear unabh. EV zu λ. Di-mension des zugehörigen Eigenraums ist n. ( Operator ist diagonalisierbar) 24



3.4.3 ObservableIm folgenden sei A hermitesh: A = At  (i) Die Eigenwerte eines heriteshen Operators sind reel.Denn es gilt:
A|ψ >= λ|ψ > für EV |ψ >
〈ψ|A|ψ〉 = λ 〈ψ|ψ〉
λ∗ 〈ψ|ψ〉 = 〈ψ|A|ψ〉 ∗ =

〈
ψ|AT |ψ

〉
=
︸︷︷︸

Ahermitesch

〈ψ|A|ψ〉 = λ 〈ψ|ψ〉

 λ ist reellFür alle ϕ:
〈ψ|A|ψ〉 =

〈
ϕ|AT |ψ

〉 ∗ =
︸︷︷︸

Ahermitesch

〈ϕ|A|ψ〉 ∗ =
︸︷︷︸

〈ϕ|ψ〉∗=〈ψ|ϕ〉

λ∗ 〈ψ|ϕ〉 = λ 〈ψ|ϕ〉

〈ψ|A|ϕ〉 = λ 〈ψ|ϕ〉 oder A wirkt nah links < ψ|A = λ < ψ|(ii) Zwei Eigenvektoren eines hermiteshen Operators zu vershiedenen Eigen-werten stehen orthogonal.
A|ψ >= λ|ψ >
A|ϕ >= µ|ϕ >

< φ|A|ψ >=

{

λ 〈φ|ψ〉 nach rechts

µ 〈φ|ψ〉 nach links
→ (λ − µ) 〈φ|ψ〉 = 0, F ür λ 6= µ →

〈φ|ψ〉 = 0De�nition: Ein hermitesher Operator A ist eine Observable, wenn dessenEigenvektoren im Zustandsraum eine Basis bilden. D.h. jeder Zustand kann nahEigenvektoren der Observablen entwikelt werden.Beispiele:1. Hamilton-Operator: Energie- Eigenzustände sind vollständig.2. Projektionsoperator Pψ ≡ |ψ >< ψ| mit < ψ|ψ >= 1(a) Pψ ist hermitesh. Ein EW=1, alle anderen EW=0(b) |ψ >= Pψ |φ >
︸ ︷︷ ︸

≡|φi>

+(I− Pψ)|φ >
︸ ︷︷ ︸

≡φ2

|φ1 >= Pψ|φ > ist EV von Pψzum EW 1. Denn Pψ (Pψ|φ >)
︸ ︷︷ ︸

|φ1>

=

Pψ|φ >= Pψ |φ >
︸ ︷︷ ︸

|φ1>

|φ2 >= (1 − Pψ)|φ >ist EV von Pψzum EW 0. Denn Pψ|φ2 >=
Pψ(1 − Pψ)|φ >= (Pψ − P 2

ψ
︸︷︷︸

Pψ

)|φ >= 0|φ2 >

⇒ Jeder ket |ψ > kann nah den EV von Pψ entwikelt werden→ Pψist Observable.
25



3.4.4 Komuutierende ObservableSatz 1: Es gelte [A,B] = AB − BA = 0 und A|ψ >= λ|ψ >⇒ B|ψ > ist EVvon A mit dem selben EW.Denn: A|ψ >= λ|ψ > BA|ψ >= Bλ|ψ >  
︸︷︷︸

[A,B]

A (B|ψ >) = λ (B|ψ >)Satz 2: Es gelte [A,B] = 0; A|ψ1 >= λ1|ψ1 > ; A|ψ2 >= λ2|ψ2 >⇒ 〈ψ2|B|ψ1〉 =
0 mit λ1 6= λ2Denn 0 = 〈ψ2|AB −BA|ψ1〉 = λ2 〈ψ2|B|ψ1〉−λ1 〈ψ2|B|ψ1〉 = (λ1 − λ2) 〈ψ2|B|ψ1〉 ; λ1 6=
λ2  BehauptungZentraler Satz:Satz 3: Falls [A,B℄=0 ⇒ Existiert eine othonormierte Basis mit Basisvektoren,die simultan Eigenvektoren zu A und B sind.(i) |ui > sei EV zu A mit niht- entartetem EW ai . B|ui >ist EV zu AAlso proportional zu |ui >; Koe�zient = bi ⇒B|ui >= bi|ui >(ii) Sei ai m-fah entartet {|uij >, j = 1...m

}
; A|uij = ai|uij >orthonormiert 〈uij |uik〉 = δjk; j, k = 1...m

B|uij >ist EV zu A
B|uij >=

∑m
k=1 βjk|uik > βjk ist hermitesh (B hermitesh) und somit diag-onalisierbar durh unitäre Transformation.

U−1βU = βdiag =






β1 . . .
βm




Wähle also neue Basis-Vektoren |ûil >=∑j U

−1
lj |uij >

|ûil >ist EV zu A mit EW aiIst EV zu B mit EW βl,denn∑j BU
−1
lj |uij >=

∑

j,l′ U
−1
lj βjl′ |uil′ >=

∑

j,l′,n

U−1
lj βjk(U

︸ ︷︷ ︸

(βdiag)ln

U−1
nl′ |uil′ >
︸ ︷︷ ︸

|ûin>

B|ûil >=
∑

n(bdiag)lu|ûin >= βl|ûil >Vollständiger Satz kommutierender Observabler (v.S.k.O)1. Alle Operatoren vertaushen untereinander2. Angabe der Eigenwerte aller dieser Operatoren reiht aus, um (bis aufeinen Faktor) eindeutig einen gemeinsamen Eigenvektor zu bestimmen.Bzw: Wenn eine orthonormierte Basis gemeinsamer EV existiert und dieseBasis (bis auf einen Faktor) eindeutig ist.Diese Eigenvektoren sind somit eindeutig durh die EW haraktersisiert.Beispiele:� Eindimensionale Potentiale: χoder PA, B (ai, bi) e
iϕ|ψ > | 〈ψ|ψ〉 = I 26



� Dreidimensionale Probleme: X,Y,Z oder Px, Py, Pz drehinvariantes Poten-tial H,L2, Lz (siehe später)Bemerkungen:Wenn O mit allen Operatoren eines vollständigen Satzes vertausht, ist erkeine Funktion dieser Operatoren.1-dimensionales O vertausht mit X  Oist Fkt. von X.�ket� (oder auh �bra�) werden oft durh die EW eines vollst. Satzes harak-terisiert:� |p > entspriht der ebenen Welle mit Impuls p� |Eo >entspriht dem Grundzustand des H-Operators
|n, l,m >entspriht Eigenzustand mit Energie ∼ n2, Drehimpuls L2 = l ·(l+1)~
Lz = m~Wihtige Beispiele:� Observable ImpulsBasis vo (~r)

︸ ︷︷ ︸

| ~po>

= (2π~)
−3/2

ei/~ ~p0~r {Eigenzustände, |~p0 >} = Basisorthonormiert: 〈~p0|~p′0〉 = δ
(

~p0 − ~p′0

)vollständig: ´ d3p0|~p0 〉〈 ~po| = I |ψ >=
´

d3p0|~p0 > 〈~p0|ψ〉und 〈~p0|ψ〉 =
´

d3r·v∗~p0(~r)ψ(~r)  Impulsdarstellung :

〈~p0|ψ〉 = ψ̃(p0)� Observable Ort: {Eigenzustände|~r0 >} = Basisorthonormiert:
< ~r0|~r′0 = δ(~r0 − ~r′0)vollständig:
ˆ

d3r0|~r0 〉 〈~r0 | = 1

|ψ >=
ˆ

d3r0|~r0 > 〈~r0|ψ〉Ortsdarstellung:
〈~r0|ψ〉 = ψ(~r0)Im folgenden lassen wir die Indizes ”0” weg.� Observable Energie: 27



� {Eigenzustände |En >} = BasisEnergiedarstellung:
〈En|ψ〉Funktion eines Operators: f(A)� In einer Darstellung, in der A diagonal ist 〈i|A|j〉 = aiδij =






a1 . . .
an






〈i|f(A)|j〉 = f(ai)δij =






f(a1) . . .
f(an)




� f(A) =

∑

n cnA
n als PotenzreiheBeispiel: eiaP~ P Impulsoperator, a Konstante

P |p0 >= p0|p0 >〈

p′0|eia
P
~ |p0

〉

=
〈

p′0|eia
p0
~ |p0

〉

= eia
p0
~ δ(p0 − p′0)

〈

p′0|eia
P
~ |ψ

〉

=
´

dp′
〈

p0|eia
P
~ |p′

〉

︸ ︷︷ ︸

eia
p′
~ δ(p0−p′)

〈p′|ψ〉
︸ ︷︷ ︸

˜ψ(p′)

= eia
p0
~ ψ̃(p0)In der Ortsdarstellung: p = ~∂

i∂x = ~ d
i dx eia

P
~ = ea

d
dx =

∑

n
1
n! (a

d
dx)

n =
∑

n
1
n! (a

d
dx)

n

〈

x|eia P~ |ψ
〉

=
´

dx′

〈

x |eiaP~
︸ ︷︷ ︸

∑

n
1
n! (a

d
dx )

n

|x′
〉

〈x′|ψ〉
︸ ︷︷ ︸

ψ(x′)

=
´

dx′δ(x− x′) 1
n! (a

d
dx′ )

nψ(x′) =
∑

n
1
n! (a

d
dx)

nψ(x) = ψ(x + a)Beispiel: Hamilton- Operator
H = p2

2m + V (X) mit p als Impulsoperator, X als OrtsoperatorOrtsdarstellung
〈

x0|p2|x
′
0

〉

=
(

~

i
d
dx

′
0

)2

δ
(

x0 − x
′
0

) Anm.: X |x0 >= x0|x0 >
〈

x0|V (X)|x′
0

〉

= V (x
′
0)δ
(

x0 − x
′
0

)

〈x0|H |ψ〉 =
´

dx
′
0

〈

x0|H |x
′
0

〉〈

x
′
0|ψ
〉

︸ ︷︷ ︸

ψ(x
′
0)

=
´

dx
′
0

[

1
2m

(
~

i
d
dx

′
0

)2

+ V
(

x
′
0

)]

δ
(

x0 − x
′
0

)

ψ
(

x
′
0

)

〈x0|H |ψ〉 =
[

− ~
2

2m
d²
dx2

0
+ V (x0)

]

ψ(x0) = Eψ (x0)ψ Anm.: H |ψ >= E|ψ >
〈x0|H |ψ〉 = E 〈x0|ψ〉Di�erentialgleihungImpulsdarstellung
〈

p0|P ²|p′
o

〉

=
(

p
′
0

)2

δ
(

p0 − p
′
0

) 28



〈

p0|V (X)|p′
0

〉

=
´

dx1dx2 〈po|x1〉
︸ ︷︷ ︸

V ∗
p0

(x1)

〈x1|V (X)|x2〉
︸ ︷︷ ︸

V (x2)δ(x1−x2)=〈x1|V (X)|x2〉

〈

x2|p
′
0

〉

︸ ︷︷ ︸

V
p
′
0
(x2)

=
´

dx1dx2V
∗
p0(x1)Vp′0

(x2)V (x2)δ (x1 − x2)
=
´

dx1V
∗
p0(x1)Vp′0

(x1)V (x1) =
´

dx1
1

2π~e
(i/~)p

′
0x1e−(i/~)p

′
0x1V (x1)

= 1√
2π~

´

dx1
1√
2π~

e(i/~)(p
′
0−p0)x1V (x1)

= Ṽ
(

p0 − p
′
o

)

/
√
2π~

vp0(x) =
1√
2π~

eipo
x
~

〈p0|H |ψ〉 =
´

dp′0 〈p0|H |p′0〉 〈p′o|ψ〉
=
´

dp′0
p′20
2mδ(p0 − p′0) 〈p′0|ψ〉+

´ dp′o√
2π~

Ṽ (p0 − p′0) 〈p′0|ψ〉
︸ ︷︷ ︸

ψ̃(p′0)

〈p0|H |ψ〉 = p20
2m ψ̃(p0) +

´ dp′o√
2π~

Ṽ (p0 − p′0)ψ̃(p′0)
→ 〈p0|H |ψ〉 = E 〈p0|ψ〉 Integralgleihung4 Die Grundpostulate der QMKlassishes System: vollständig harakterisiert durh generalisierte Koordinatenund die zugehörigen konjungierten Impulse (qi(t0), pi(t0)), i = 1, 2, 3
[pi =

∂L
∂qi

]Beliebige Zeit: qi(t0), pi(t0)+ Hamiltongleihungen.
dqi
dt = ∂H

∂pi

dpi
dt = −∂H∂qi ; H = H(qi, pi, t)4.1 Die Postulate (1925/26)1. P1: Der Zustand eines physikalishen Systems zu einem bestimmten Zeit-punkt t0wird durh einen ket |ψ(t0) >∈ H de�niert2. P2: Jede messbare physikalishe Gröÿe (Ort, Impuls, Energie,... ) wirddurh einen im Zustandsraum H wirkenden hermitishen Operator A be-shrieben: �Observable�3. P3: Die möglihen Messwerte der Observablen A sind ihre EigenwerteBemerkung:� A ist hermitesh → Messwerte von A sind reell� Falls das Spektrum von A diskret ist sind die möglihen Resultatebei der Messung von A quantisiert4. P4:

29



� Niht-entartetes, diskretes SpektrumBei der Messung der physikalishen Gröÿe Ain einem normierten Zu-stand |ψ >: Wahrsheinlihkeit, den niht entarteten EW ander zu-gehörigen Observlablen A zu �nden gegeben durh:
P (an) = | < un|ψ > |2; [A|un >= an|un >]� g-fah entartetes, diskretes Spektrum: P (an) =∑g

i=1 | < uin|ψ > |2
gnist der Entartungsgrad von an,
{|uin >}System von orthonormierten Vektoren, bilden im Eigenraum
Hn zum EW an von A eine Basis.� Niht-entartetes, kontinuierlihes SpektrumDie Wahrsheinlihkeit dafür, dass die Messung einen Wert zwishen
α und α + dα liefert ist: d P (α)

︸ ︷︷ ︸

Wahrscheinlichkeitsdichte

= | < Vα|ψ >

|2dα; EV der ObservablenAmitEW α = VαBeispiel:� dω(x) = | 〈x|ψ〉 |2dx = |ψ(x)|2dx� dω(p) = | 〈p|ψ〉 |2dp = |ψ̃(p)|2dp5. P5: �Reduktion des Wellenpakets�Nah der Messung mit Resultat anist der Zustand des Systems unmittelbarnah der Messung gleih der auf 1 normierten Projektion von |ψ >auf denzu angehörenden Eigenraum: ψ ⇒ Pn|ψ>√
〈ψ|Pn|ψ〉

;Pn =Projektor auf denZustand mit EW an

|ψ >
an
︷︸︸︷⇒ 1

√∑gn
i=1 | 〈uin|ψ〉 |2

︸ ︷︷ ︸

<ψ|Pn|ψ>

gn∑

i=1

|uin >< uin

︸ ︷︷ ︸

Pn

|ψ >� Jede weitere Messung von Aunmittelbar danah ändert den Zustandniht mehr und liefert das gleihe Resultat (gleihe EW).� Sukzessive Messung von Observablen aus einem vollständigen Satzführt auf einen Zstand, der Eigenzustand von allen Operatoren ist.Dieser ist dann eindeutig festgelegt.6. P6: Zeitlihe Entwiklung des Zustandsvektors |ψ(t) >bestimmt durh dieShrödingergleihung:
i~
∂

∂t
|ψ(t) >= H(t)|ψ(t) >H(t) - der Gesamtenergie zugeordnete Observable,H= Hamiltonoperator, der aus der klassishen Hamiltonfunktion gewon-nen wird. 30



7. P7: Korrespondenzregeln: Wie die QM Observablen aus den klassishenGröÿen abgeleitet werden.Ortsdarstellung:
xi → χi
pi → Pi =

~

i
∂
∂xBerüksihtige:

[χi, χj ] = 0
[Pi, Pj ] = 0
[Pi, χj ] =

~

i δijAlle anderen Observablen, die klassish Funktionen von x und p sind,werden durh diese Substitution gewonnen: Korrespondenzprinzip.Wdh: KorrespondenzregelnOrtsdarstellung:
xi → Xi

pi → Pi =
~∂
i∂xi

; i = 1, 2, 3und
[xi, xj ] = [Pi, Pj ] = 0
[Pi, Xj ] =

~

i δijBeahte:� Symmetrisierungsregel:
~r~p→ 1

2 (
~R~P + ~P ~R)

(~R~P )+ = ~P+ ~R+ = ~P ~R 6= ~R~P� niht alle Gröÿen haben klassishes Analogon (z.B. Spin)4.2 Interpretation der den Messprozess betre�enden Pos-tulateErwartungswerte(Mittelwert der erhaltenen Ergebnisse, wenn groÿe Anzahl von Messungendieser Gröÿe an Systemen im Zustand |ψ > durhgeführt werden).Einzelne Messung liefert einen der EW anmit Wahrsheinlihkeit:
ωn = | < un|ψ > |2Viele Messungen:

〈A〉 =∑n anwn =
∑

n 〈ψ|un〉 an 〈un|ψ〉
=
∑

n 〈ψ|A|un〉 〈un|ψ〉 = 〈ψ|A|ψ〉Der Erwartungswert A einer Observablen im Zustand ψerhält man durh:
〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉Falls |ψ >niht normiert ist dann: 〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉

〈ψ|ψ〉In der Praxis wählt man eine bestimmte Darstellung:31



〈X〉 = 〈ψ|X |ψ〉 =
´

d3 〈ψ|~r〉
︸ ︷︷ ︸

ψ∗(~r)

〈

~r |X |ψ
︸ ︷︷ ︸

x|ψ>

〉

=
´

d3rψ∗(~r) · x · ψ(~r)

〈Px〉 =
´

d3pψ̃∗(p) · p · ψ̃(p)Standardabweihung (Maÿ für Unshäfte der Observablen bei einer Messungim normierten Zustand |ψ >)quadratishe Abweihung vom Mittelwert:
〈∆A〉 =

√

〈(A− 〈A〉)2〉 =
√

〈ψ|(A− 〈A〉)2|ψ〉
= (
〈
ψ|A2|ψ

〉
− (〈ψ|A|ψ〉)2) 1

2NR: 〈(A− 〈A〉)2〉 = 〈A2 − 2A 〈A〉+ 〈A〉 2
〉
=
〈
A2
〉
−2 〈A〉 2+〈A〉 2 =

〈
A2
〉
−

〈A〉 2Die Unshärferelation Es gelte: [Q,P ] = i~Betrahte: |ϕ >= (Q+ iλP ) |ψ >

0 ≤ 〈ϕ|ϕ〉 =
〈

ψ| (Q− iλP ) (Q+ iλP )
︸ ︷︷ ︸

Q2+λ2P 2+iλ [Q,P ]
︸ ︷︷ ︸

i~

|ψ
〉

=
〈
Q2
〉
+ λ2

〈
p2
〉Wähle λ = ~

2〈p2〉 ⇒
〈
Q2
〉
+ ~

2

4〈P 2〉 − ~
2

2〈P 2〉 ≥ 0⇔
〈
Q2
〉
− ~

2

4〈P 2〉 ≥ 0

⇔
〈
Q2
〉 〈
P 2
〉
≥ ~

2

4Dies gilt auh für:
Q

′
= x− 〈ψ|x|ψ〉 ≡ ∆x

P
′
= p− 〈ψ|p|ψ〉 ≡ ∆p

〈

ψ| (∆x)2 |ψ
〉

︸ ︷︷ ︸

〈∆x〉2

〈

ψ| (∆p)2 |ψ
〉

≥ ~
2

4

〈∆x〉 〈∆p〉 ≥ ~

2Präparation eines Zustandes und Dihteoperator Messung einer Ob-servablen A⇒Nah der Messung |ψ > ǫ Eigenraums des gemessenen entartetenEigenwertes, aber niht eindeutig bestimmt.(|ψ′
n >=

1
√∑

i |cin|2
gn∑

i=1

cin|uin >
︸ ︷︷ ︸

entartet

)(|ψ′
n >= |un >

︸ ︷︷ ︸

nicht entartet

)Messung mit vollständigem Satz kontinuierliher Observablen
→ nah der Messung Zustand eideutig bestimmt durh den gemeinsamenEigenvektor der Observablen
⇒Präparation des System bei bekanntem Zustand32



Nun folgende Situation: Das System be�ndet sih mit einer Wahrshienlih-keit piin einem Zustand |ψi > , wobei die Summer der Wahrsheinlikeiten 1erbigt: ∑i pi = 1 (statistishes Gemish).Wir wollen von solh einem statistishen GEmish den Erwartungswert be-stimmen:
< A >=

∑

i pi < ψi|A|ψi >=
∑

i,k pi < ψi|A|φk >< φk|ψi >
=
∑

k < φk|
∑

i

pi|ψi >< ψi|
︸ ︷︷ ︸

≡Dichteoperator ρ

A|φk >=
∑

k < φk|ρA|φk >= tr(ρA)Spur eines Operators (De�nition:) SpurA = tr A =
∑

k < φk|A|φk >Ausdruk ist unabhängig von der Orthonormalbasis:
∑

k 〈φk|A|φk〉 =
∑

k,m,n 〈φk|χm〉 〈χm|A|χn〉 〈χn|φk〉
=
∑

m,n 〈χm|A|χn〉 〈χn|
∑

k |φk〉 〈φk|χm〉 =
∑

k 〈χn|A|χn〉Insbesondere Sp ρ =
∑

i,k pi 〈ϕk|ψi〉 〈ψi|ϕk〉 =
∑

i pi|ψi 〉 〈ψi| =
∑

i pi = 1Reiner Zustand ρ = |ψ 〉 〈ψ| ρ =
∑

i pi|ψi 〉 〈ψi|P5: i~ ∂
∂tρ =

∑

i pi
{
|ψ > i~ ∂

∂t < ψi|+
(
i~ ∂
∂t |ψi >

)
< ψi|

} mit i~ ∂
∂t |ψ >=

H |ψ >
=
∑

i pi
{
−|ψi 〉 〈ψi|H† +H |ψi 〉 〈ψi|

}
=
︸︷︷︸

mitH†=H

−ρH +Hρ = [H, ρ]Beispiele:1. Messung eines entarteten Messwerts |uin >Keine Kenntnis des System vor der Messung →alle Zustände im Eigen-raum sind gleih wahrsheinlih.(Entartung gn) ρ = 1
gn

∑gn
n=1 |uin >< uin|2. Messung von A ohne Feststellung der Messwerte (A diskretes, niht en-tartetes Spektrum) →statistishes Gemish der Eigenzustände |ui > mit

pi = | 〈ui|ψ〉 |2, wenn das System vor der Messung im Zustand |ψ >war:
ρ =

∑

i |〈ui|ψ〉|
2

︸ ︷︷ ︸

pi

|ui >< ui|3. System im therodyn. Gleihgewiht:
ρ = Z−1e−H/kT Z = Sp e−H/kT → Sp ρ = 1In einer ONB von Eigenzuständen |n >: 〈n|ρ|m〉 = δnmZ

−1e−En/kT

=⇒ Thermodynamik QM Systeme4.3 Zeitabhängigkeit isolierter quantenmehanisher Sys-temeShrödingergleihung: i~ ∂
∂t |ψ(t) >= H |ψ(t) >allgemeine Eigenshaften: 33



1. Zeitentwiklung zwishen zwei Messungen ist deterministish/ kausal:
|ψ(t0) > |ψ(t) > eindeutig bestimmt2. Superpasitionsprinzip: Sind |ψ1(t) >, |ψ2(t) >Lösungen zur Anfangsbedingung|ψ1(t0) >
, |ψ2(t0) > , so ist auh λ1|ψ1(t) > +λ2|ψ2(t) > Lösung zur Anfangs-bedingung λ1|ψ1(t0) > +λ2|ψ2(t0) >3. ~→ 0 : klassishe MEhanik4. Erhaltung der Norm: ddt 〈ψ(t)|ψ(t)〉 = ( ddt < ψ(t)|

)|ψ(t)>+<ψ(t)|( ddt |ψ(t) >)
= − 1

i~ 〈ψ(t)|H+(t)|ψ(t)〉 + 1
i~ 〈ψ(t)|H(t)|ψ(t)〉 = 0Zeitentwiklungsoperatores gibt einen linearer Operator U(t, t0), so dass

|ψ(t) >≡ U(t, t0)|ψ(t0) >(*)
〈ψ(t)|ψ(t)〉 = 〈ψ(t0)|U+(t, t0)U(t, t0)|ψ(t0)〉 =

︸︷︷︸

Erhaltung der Norm

〈ψ(t0)|ψ(t0)〉 

U+(t, t0)U(t, t0) = I

U(t, t0) ist unitärEigenshaften von U(t, t0) : U(t, t0) = I

U(t, t0) = U (t, t1)U (t1, t0)

|ψ (t) >= U (t, t1) | ψ (t1)
︸ ︷︷ ︸

U(t1,t0)|ψ(t0)>

>= U (t, t0) |ψ (t0)* in Shrödingergleihung
i~ ∂
∂tU (t, t0) = H(t)U (t, t0)

⇒ U (t, t0) = 1− 1
~

´ t

t0
dt′H (t′)U (t′, t0)1. Kontinuitätsgleihung in der Ortsdarstellungmit: H = − ~

2

2m∆+ V (~x, t) ; ∂
∂tψ

∗ = H†

−i~ψ
∗; ∂

∂tψ = H
i~ψ

∂
∂t |〈~x|ψ (t)〉|2 = ∂

∂t

(
ψ (~x, t)

∗
ψ (~x, t)

)
= − ~

2mi (ψ
∗ (~x, t)∆ψ (~x, t)− ψ (~x, t)∆ψ∗ (~x, t))

−~∇( ~

2mi [ψ
∗(~x,t)~∇ψ(~x, t)− ψ(~x, t)~∇ψ∗(~x, t)]

→ ∂
∂tρ(~x, t) + div~j(~x, t) = 0Bsp: ~v = ~p

m = ~~∇
im ; ψ = Aei(~p~r−Et)/~

ρ = |A|2 ~j = |A|2 ~pmklassish: Stromdihte= Dihte ·Geshwindigkeit
∂
∂t | 〈~x|ψ(t)〉 |2 = ∂

∂t |ψ∗(~x, t)ψ(~x, t)) =
= 1

i~ (ψ
∗(~x, t)Hψ(~x, t)− ψ(~x, t)Hψ∗(~x, t)

= 1
i~ (ψ

∗(~x, t)V (~x, t)ψ(~x, t)−ψ(~x, t)V (~x, t)ψ∗(~x, t)− ~

2mi(ψ
∗(~x, t)..... (hier34



muss noh was hin, ist aber niht so wihtig, hatten wir shon in der letztenVorlesung)
 ∂

∂tρ(~x, t) + div~j(~x, t) = 02. Zeitentwiklung von Erwartungswerten
〈A〉 = 〈ψ|Aψ〉
d
dt 〈A〉 ψ(t) = d

dt 〈ψ(t)|A(t)|ψ(t)〉

=
〈

ψ(t)|∂A(t)
∂t |ψ(t)

〉

+
(
d
dt < ψ(t)|

)
A(t)|ψ(t) > + < ψ(t)|A

1
i~H|ψ(t)>

︷ ︸︸ ︷
(
d

dt
|ψ(t) >

)

〈
ψ|∂A∂t |ψ

〉
− 1

i~ 〈ψ(t)|H+A|ψ〉+ 1
i~ 〈ψ(t)|AH |ψ(t)〉

d
dt 〈A〉 ψ(t)(t) =

〈
∂A
∂t

〉

ψ(t) +
1
i~ 〈[A,H ]〉 ψ(t)Erhaltungsgröÿe: Falls A niht explizit zeitabhängig ist und mit H kum-mutiert ist 〈A〉eine Konstante der Bewegung.Bsp: Wähle speziell A = ~ROrtsoperator, H = ~p2

2m + V (~R)

[~R,H ] =
[

~R, ~p
2

2m

]

= i~
m~p

[~P ,H ] = [~P , V (~R)] = −i~∇V (~R)(a) [A,BC] = [A,B]C +B[A,C](b) P, F (x)] =∑n[P, fnX
n] = (durch vollst. Ind.)

∑

n−i~nfnXn−1 =
−i~F ′(x)

∂
∂t
~P = 0, ∂

∂t
~R = 0Ehrenfest'shes Theorem:

d
dt

〈

~R
〉

(t) =
〈
~P
m

〉

(t)

d
dt

〈

~P
〉

(t) = −
〈

~∇V (~R)
〉

(t)Analog zu Hamiltongleihungen: q̇ = ∂H
∂p , ṗ = −∂H∂q = −∂V (q)

dqQuasiklassisher Grenzfall: 〈~∇V (~R)
〉

(t) ≃ ~∇V (~r)Konservative Systeme:
∂
∂tH = 0, d

dt 〈H〉 = 0Eigenzustände von H bei t = t0 : H |ψn(t0) >= En|ψn(t) >
ψ(t) =

∑

n cn(t)|ψn(t0) >
i~ ∂
∂t |ψ(t) >= H |ψ(t) >

→∑

n i~
(
d
dtcn(t)

)
ψn(t0) =

∑

n cn(t)En|ψn(t) >
 i~ d

dtcn(t) = Encn(t) DGL zur Bestimmung von cn(t)35



cn(t) = cn(t0)e
− iEn(t−t0)

~

|ψ(t) >=∑n cn(t0)e
− iEn(t−t0)

~ |ψn(t0) >Wihtige Konsequenz: Falls nur ein c 6= 0

〈A〉 (t) = 〈ψ(t)|A|ψ(t)〉 =
〈

ψn(t0)e
iEnt

~ |A|eiEnt~ ψn(t0)
〉

= 〈ψn(t0)|A|ψn(t0)〉 = 〈A〉 (t0)Erwartungwerte ändern sih niht: �Stationärer Zustand� ⇐⇒sharfe Ener-gie3. Shrödingerbild (Darstellung) und Heisenbergbild der ZeitabhängikeitShrödingerbild: Zustände zeitabhängig
|ψ(t) >S=

∑

n e
−iEn(t−t0)

~ cn(t0)|ψn(t0) >= U(t, t0)|ψ(t0) >Smit U(t, t0) = ei
HS(t−t0)

~ =
∑

n cn(t0)|ψn(t0) >= |ψ(t0) >SObserable AS(t)Messung: 〈ψ(t)|AS(t)|ψ(t)〉SHeisenbergbild: Zustände zeitunabhängig
|ψ >H= U+(t, t0) |ψ(t) >S

︸ ︷︷ ︸

U(t,t0)|ψ(t0)>S

= |ψ(t0) >SMessung: 〈ψ(t)|U(t, t0)
︸ ︷︷ ︸

H<ψ|

U+(t, t0)AS(t)U(t, t0)
︸ ︷︷ ︸

AH (t)

U+(t, t0)|ψ(t)
︸ ︷︷ ︸

|ψ>H

〉

Smit Ah(t) ≡ U+(t, t0)AS(t)U(t, t0)

AH(t) auh dann zeitabhängig, wenn AS im Shrödingerbild zeitunab-hängig ist.
d
dtAH(t) = d

dt (U
+(t, t0)AS(t)U(t, t0))

= − 1
i~U

+(t, t0)HS(t)

UU+

︷︸︸︷· AS(t)U(t, t0)+U
+(t, t0)

∂
∂tAS(t)·U(t, t0)+

1
i~U

+(t, t0)AS(t)HS(t)U(t, t0)

= − 1
i~HH(t)AH(t) + 1

i~AH(t) ·
︸︷︷︸

UU+

HH(t) + U+(t, t0)
∂

∂t
AS(t)U(t, t0)

︸ ︷︷ ︸

( ∂∂tAS(t))H

i~ d
dtAH(t) = [AH(t), HH(t)] + i~

(
∂
∂tAS(t)

)

H

36



5 Der harmonishe Oszillator5.1 Harmonisher Oszillator in der klassishen MehanikTeilhen der Masse m im Potential V (x) = 1
2kx

2Bewegungsgleihung: md2x
dt2 = − dVdx = −kxLösung: x(t) = xMcos(ωt− ϕ)

ω =
√

k
m ; xM , ϕ : AnfangsbedingungenGesamtenergie: E = T + Vkinetishe Energie: T = 1

2mẋ
2 = 1

2mω
2x2Msin

2(ωt− ϕ)wir hatten :
i~ ∂
∂tU(t, t0) = H(t)U(t, t0)

−i~ ∂
∂tU

+(t, t0) = U+(t, t0)H(t)

V (x) = 1
2mω

2x2Hcos
2(ωt− φ)⇒ E = 1

2mω
2x2M = const.Bemerkung: Die potentielle Energie U(x) vieler physikalisher Systeme hatbei x = x0ein MinimumEntwiklung um x = x0(für kleine Shwingungen um x0)

U(x) = U(x0)
︸ ︷︷ ︸

=0

+ U ′(x0)
︸ ︷︷ ︸

=0,daMin.

·(x − x0) + 1
2 U”(x0)
︸ ︷︷ ︸

≧0≡mω2=k

(x− x0)2 + ...5.2 Harmonisher Oszillator in der QMKlassishe Gröÿen durh Operatoren ersetzt:
H = p2

2m + m
2 ω

2X2Eigenwertgleihung H |ψ >= E|ψ >im Ortsraum: X ,P → ~ d
i dx  Ortsdarstellung (DGL)

[

− ~
2

2m
d2

dx2 + 1
2mω

2x2
]

ϕ(x) = Eϕ(x) (∗∗)5.2.1 Analytishe Lösung der DGLSetze x̂ = x
√

mω
~
, ǫ = E

~ω , (∗∗) 2
~ω  

[
d2

dx̂2 − x̂2 + 2ǫ
]

ϕ(x̂) = 0 (△)Verhalten ϕ(x̂)für groÿe x̂(x̂2 ≫ ǫ) 
(
d2

dx̂2 − x̂2
)

ϕ(x̂) = 0Ansatz: G±(x̂) = e±
x̂2

2 unabhängig von ǫ
G±(x̂)Lösung für folgende DGL: [ d2dx̂2 − x̂2 ∓ 1

]

G±(x̂) = 0
(

G”±(x̂) = ±e±
x̂2

2 + x̂2e±
x̂2

2

)asymptotishes Verhalten x̂→∞ : x̂2 ± 1 ∼ x̂2 − 2ǫ

 
[
d2

dx̂2 − x̂2 + 2ǫ
]

G±(x̂) = 0 Verhalten wie (△)Normierbarkeit: nur exponentiell abfallende Lösungen37



⇒ Ansatz für DGL: ϕ(x̂) = h(x̂)e−x̂
2/2Einsetzen in (△) :

[
d2

dx̂2 − 2x̂ d
dx̂ + 2ǫ− 1

]

h(x̂) = 0 (△△)Lösung mit Potenzreihenansatz für h(x̂):
h(x̂) =

∑∞
m=0 amx

2m+p und a0 6= 0, ai = 0 für negative iDiesen Ansatz in (△△) einsetzen:
(2m+ p+ 2)(2m+ p+ 1)a2m+2 = (4m+ 2p− 2ǫ+ 1)a2mnormierte Lösung nur, falls die Potenzreihe abbriht:nah unten: a−2 = 0⇒ p(−1 + p)a0 = 0 und a0 6= 0 p = 0, 1nah oben: 4m+ 2p

︸ ︷︷ ︸

2n

−2ǫ+ 1 = 0  Bedingung: 2ǫ− 1 = 2n ; n = 0, 1, ..

ǫn = n+
1

2
ǫ = E

~ω ; n = 0 gerade Lösungmit dieser Quantisierungsbedingung folgt:
[ d

2

dx2 − 2x̂ d
dx̂ + 2n]hn(x̂) = 0Lösung: Hermite Polynome Hn(x̂) : hn(x̂) = NnHn(x̂)

Nn = (
√
πn!2n)−

1
2 (
mω

~
)

1
4

Hn(x̂) = (−1)nex̂2 dn

dx̂n
e−x̂

2Stationäre Zustände des harmonishen Oszillators:
ϕn(x̂) = NnHn(x̂)e

− x̂2

2zugehörige diskrete Eigenwerte:
En = ~ω(n+

1

2
)� △E = ~ω = const.� E0 = 1

2~ω = 0 Nullpunktsenergie; QM kleinste Energie 6= 05.2.2 Algebraishe MethodeZu lösen Eigenwertgleihung: [ p2
2m

+
1

2
mω2x2

]

︸ ︷︷ ︸

Hamiltonoperator

ϕ (x) = Eϕ (x)de�niere dimensionslose Gröÿen:
x̂ =

√
mω
~
x p̂ = 1√

m~ω
p mit [x̂, p̂] = i

Ĥ = 1
~ωH = 1

2

[
x̂2 + p̂2

]
; ǫ = E/~ωund a = 1√

2
(x̂+ ip̂) a† = 1√

2
(x̂− ip̂)

x̂ = 1√
2

(

a+ a
†
)

p̂ = i√
2

(
a† − a

) 38



⇒dimensionslose Eigenwertgleihung
Ĥ |ϕν >= ǫν |ϕν > (1)Es gilt:1. [a, a†] = 1

2 [x̂+ ip̂, x̂− ip̂] = i
2 [p̂, x̂]− i

2 [x̂, p̂] = 12. N = a†a = 1
2

(
x̂+ p̂2 + ix̂p̂− ip̂x̂

)
= 1

2

(
x̂2 + p̂2 − 1

) wobei N der Beset-zungsoperator ist3. Ĥ = a†a+ 1
2 = N + 1

2

=⇒ Eigenzustände von Ĥ sind auh Eigenzustände von N und umgekehrtLösen von 5.2.2ist äquivalent zur Lösung der Eigenwertgleihung
N |ϕν >= ν|ϕν >denn dies entspriht H = Ĥ~ω = ~ω
(
N + 1

2

)
 H |ϕν >= ~ω

(
ν + 1

2

)
|ϕν >

|ϕν > sind Eigenvektoren von H und N. Falls ν bekannt ist:
ǫν =

E0

~ω
= ν +

1

2Problem: Bestimmung von ν und |ϕν >Eigenshaften von N, a, a†:1. [N, a] =
[
a†a, a

]
= a† [a, a] +

[
a†, a

]
a = −a2. [N, a†] = [a†a, a†] = a†

[
a, a†

]

︸ ︷︷ ︸

=1

+
[
a†, a†

]

︸ ︷︷ ︸

=0

a = a†3. Für die EW von νvon N gilt: ν > 0. Denn
0 6 || (a|ϕν)

︸ ︷︷ ︸

|aϕν>

||2 =

〈

aϕν |
︸︷︷︸

<ϕν |a+

aϕν

〉

= 〈ϕν |a+a|ϕnu〉 = 〈ϕν |N |ϕν〉 = ν 〈ϕν |ϕν〉
︸ ︷︷ ︸

>0

ν > 0D.h. der niedrigste EIgenwert von N ist > 0. Falls ν = 0⇒ a|ϕ0 >= 04. Sei |ϕν >Eigenzustand zu N mit Eigenwert ν ⇒
a|ϕν > ist auh Eigenvektro N mit EW ν − 1

a+|ϕν > ist auh EV zu N mit EW ν + 1denn Na+|ϕν >= (a+N + a+)|ϕν >= (ν + 1)
︸ ︷︷ ︸

EW

a+|ϕν >Verlangen, dass |ϕν > auf 1 normiert sei:39



〈a+ϕν |a+ϕν〉 = 〈ϕν |aa+|ϕν〉 = 〈ϕν |a+a+ 1|ϕν〉
= (ν + 1)〈ϕν |ϕν〉

︸ ︷︷ ︸

=1

= ν + 1

a+|ϕν >=
√
ν + 1|ϕν+1 >

Na+|ϕν >=
√
ν + 1N |ϕν+1 >=

√
ν + 1(ν + 1)|ϕν+1 >

= (ν + 1)a+|ϕν >analog:
a|ϕν >=

√
ν |ϕν−1 >

= (ν + 1) a†|ϕν > analog a|ϕν >= √ν|ϕν−1 >D.h. falls eine Eigenfunktion |ϕν >bekannt ist, erhält man durh sukzessivesAnwenden von a und a† alle anderen!Bestimmung von |ϕ0 > Es gilt: a|ϕ0 >= 0 und somit in der Ortsdarstel-lung:
0 = 〈x|a|ϕ0〉 = 1√

2

(
x̂+ d

dx̂

)
〈x|ϕ0〉
︸ ︷︷ ︸

ϕ0(x)

 Normierte Lösung:
〈x|ϕ0〉 = N0e

−x̂2/2 mit N0 =
(
nπ
mω

)1/4Im folgenden ν → n mit n=0,1,2,...Wegen a†|ϕn >= √n+ 1|ϕn+1 > bzw. |ϕn+1 >=
1√
n+1

a†|ϕn >sind mit |ϕ0 >auh alle anderen Lösungen bekannt.
|ϕn >=

1√
n
a†|ϕn−1 >= ... ... =

1√
n!

(
a†
)n |ϕ0 >mit EW: (n+ 1/2)~ω n=0,1,..Also angeregte Zustände:

〈x̂, ϕn〉 =
︸︷︷︸

〈x|a†|ϕ0〉= 1√
2
(x̂− d

dx̂)〈x|ϕ0〉

1√
n!

〈

x̂|
(
a†
)n |ϕ0

〉

=
1√
n!2n

(x̂− d

dx̂
)n 〈x̂|ϕ0〉Lösung durh Rekursion

〈x̂|ϕn−1〉 =
1

√

(n− 1)!2n−1
Hn−1(x̂)N0e

− x̂2

2Rekursion erfüllt für n=1: 〈x̂|ϕ0〉 = H0(x̂)N0e
− x̂2

2Damit also 〈x̂|ϕn〉 = 1√
n2

(x̂− d
dx̂) 〈x|ϕn−1〉

︸ ︷︷ ︸

1√
(n−1)!2n−1

Hn−1(x̂)N0e
− x̂2

2Verwende:
H ′
n−1(x̂) = 2(n− 1)Hn−2(x̂)

Hn(x̂) = 2x̂Hn−1 − 2(n− 1)Hn−2 = 2x̂Hn−1 −H ′
n−1(*)40



〈x̂|ϕn〉 = 1√
n!2n

(x̂− d
dx̂)Hn−1(x̂)N0e

− x̂2

2

= 1√
2nn!

(x̂Hn−1 −H ′
n−1−(−

2x̂

2
)Hn−1

︸ ︷︷ ︸

+x̂Hn−1
︸ ︷︷ ︸

2x̂Hn−1−H′
n−1=

(∗)Hn(x̂)

)N0e
− x̂2

2 = 1√
2nn!

Hn(x̂)N0e
− x̂2

2Nohmal zu EW: |ϕn >sind EF zu N mit EW n ∈ N0Denn gäbe es ein ν̃ mit n < ν̃ < n+ 1 N |ϕν̃ >= ν̃|ϕν̃ >und damit N(an|ϕν̃ >) = ([N, an] + anN)|ϕν̃ >= (ν̃ − n)an|ϕν̃ >
N(an+1|ϕν̃ >) = (ν̃ − n− 1)an+1|ϕν̃ >5.3 Quantenmehanik für Spin 1/2Postulat:
~S =





Sx
Sy
Sz



 wobei Sx,y,z OperatorenZwei Zustände: Basis so, dass Sz diagonal ist
Sz|+ >= +

~

2
|+ >

Sz|− >= −
~

2
|− >In {|± >}-Basis Darstellung von Sz: Sz = ~

2

(
1 0
0 −1

)

[Si, Sj ] = iǫijkSk mit i, j, k = 1, 2, 3/x, y, z(Motivation: später)
Sx = ~

2

(
0 1
0 1

)

Sy = ~

2

(
0 −i
i 0

)

Sk = ~

2σkMit < +|+ >=< −|− >= I

< +|− >= 0Vollständigkeitsrelation: |+ >< +|+ |− >< −| = 1Allgemeiner Zustand im Spinraum: |ψ >= α|+ > +β|− >mit |α|2 + |β|2 = 1 (← 〈ψ|ψ〉 = 1)Zeigen: Zu jedem Zustand |ψ >existiert eine Rihtung ~µ, so dass |ψ > kolli-near zu |+ >uKunstruieren ~ufür gegebenes α, β.Ansatz:
~u =





sinθcosθ
sinθsinφ
cosθ



Einheitsvektor
Sn = ~S~u =





Sx
Sy
Sz



~u = ~

2

[(
0 1
1 0

)

sinθcosφ+

(
0 −1
1 0

)

sinθsinφ+

(
1 0
0 −1

)

cosθ

]
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= ~

2

(
cosθ sinθe−iφ

sinθe−iφ −cosθ

)

~S~u|1 >u= ~

2 |1 >u
~S~u|2 >u= −~

2 |2 >uLösen der Eigenwertgleihung (det(~S~u− λI) = 0)Eigenwerte ±~

2 und die zugehörigen Eigenvektoren
|1 >u= cos θ2e

−iφ2 |+ > +sin θ2e
iφ2 |− > EW : +~

2

|2 >u= −sin θ2e−i
φ
2 |+ > +cos θ2e

iφ2 |− > EW : −~

2Wähle:
|α| = cos θ2
|β| = sin θ2
0 < θ < π  θ = 2arcos |α|
φ = ϕβ − ϕα
χ = ϕβ + ϕα  ϕα = 1

2 (χ− φ) ; ϕβ = 1
2 (χ+ φ)Wobei: α = |α| eiϕα β = |β| eiϕβ

 Lösung: |ψ >= eiχ/2|1 >udenn eiχ/2|1 >u= ei(ϕβ+ϕα)
[
|α| e−i(ϕβ−ϕα)/2|+ > + |β| ei(ϕβ−ϕα)/2|− >

]
=

|α| eiϕα |+ > + |β| eiϕβ |− >Es gibt zu jedem Zustand |ψ >= α|+ > +β|− >eine Rihtung ~u, so dass
|ψ > Eigenzustand zu ~S~u ist.5.4 Teilhen mit Spin 1/2 im konstanten MagnetfeldSei ~B =





0
0
B0



  potentielle Energie des magnetishen Moments
U = − ~M ~B = −γBoSz ⇒ H = ω0Sz mit ω0 ≡ −γB0(Frequenz)Zeitlihe Entwiklung: Löse EW-Gleihung

H |ψ >= E|ψ >H=2x2 Matrix in Diagonalform
H = ~ω0

2

(
1 0
0 −1

)Also: H |+ >= ~ω0

2 |+ >, H |− >= −~ω0

2 |− >Zeitlihe Entwiklung: t=0 Zustand sei Eigenzustand von Sz
|ψ(t = 0) >= |+ >⇒|ψ(t) >= e−iω0t/2|+ >oder |− > ⇒|ψ(t) >= eiω0t/2|− >
|ψ(t) >=∑n cn(t0)e

−iEn(t−t0)/~|ψn(t0) >hier: t0 = 0
|ψn(t0) >= |+ > E = ~ω0

2

|ψn(t0) >= |− > E = −~ω0

2Ein Eigenzustand von Sz bleibt Eigenzustand zu Szauh bei Anwesenheiteines Magnetfeldes in z-Rihtung. 42



|ψ(t = 0) >sei Eigenzustand zu ~S~u mit EW=±~

2 . Feld zeigt in z- Rihtung.Also zur Zeit t=0:
|ψ(t = 0) >= cos θ2e

−iφ2 |+ > +sin θ2e
+i φ2 |− >

 |ψ(t) >= cos θ2e
−iφ+ω0t

2 |+ > +sin θ2e
+i

φ+ω0t
2 |− >

⇒ Zeitlihe Änderung der relativen Phase zwishen |+ > und |− > .Zu jeder Zeit t können wir eine Rihtung ~u(t) �nden, bezüglih welher
|ψ(t) >= α(t)|+ > +β|− > Eigenzustand ist:
~u =





sinθ(t)cosϕ(t)
sinθ(t)sinϕ(t)

cosθ(t)





α(t) = cos θ2e
−iϕ+ω0t

2

β(t) = sin θ2e
i
ϕ+ω0t

2Es gilt o�ensihtlih:
θ(t) = θ(t0) = θ
ϕ(t) = ϕ(t = 0) + ω0tD.h. der Winkel zwishen ~Bund ~u(θ) bleibt erhalten ~u präzediert um diez-Ahse: Lamor-Präzession (ω0 = −γB0)Ferner ist die Observable Szeine Konstante der Bewegung:
H = ω0Sz ⇒ Szvertausht mit H.
d
dt < Sz > (t) = 1

i~ < [Sz , H ] > (t)
︸ ︷︷ ︸

=0

+<
∂

∂t
Sz > (t)

︸ ︷︷ ︸

0

= 0Der Erwartungswert der z-Komponente ist zeitlih konstant. Test:
< SZ >=

~

2 < ψ(t)|σz |ψ(t) >
︸ ︷︷ ︸

∗

= ~

2

(
< +|cos θ2ei(Φ+ω0t)/2+ < −|sin θ2e−i(Φ+ω0t)/2

)
·
(

cos
θ

2
e−i(Φ+ω0t)/2|+ > −sinθ

2
ei(Φ+ω0t)/2|− >

)

︸ ︷︷ ︸

=∗
= ~

2

(
cos2 θ2 − sin2 θ

2

)
= ~

2 cosθ zeitlih konstantHingegen sind Sx, Sy keine Konstanten der Bewegung
〈ψ (t) |Sx|ψ (t)〉 = ... = ~

2 sinθcos (Φ + ω0t) Sx = ~

2

(
0 1
1 0

)

〈ψ (t) |Sy|ψ (t)〉 = ... = ~

2 sinθsin (Φ + ω0t) Sy = ~

2

(
0 −i
i 0

)Die Erwartungswerte von Sx, Sy, Szverhalten sih wie die Komponenten einesklassishen Drehimpulses mit dem Betrag ~

2 , der zu einer Lamordrehung an-geregt wird.Wie groÿ is die Wahrsheinlihkeit P(t) zum Zeitpunkt t den EW ±~

2 in ~u-Rihtung zu �nden?
P++(t) = |〈ψ(t = 0)|ψ(t)〉|2
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=

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣








<ψ(t=0)|
︷ ︸︸ ︷

< +|cosθ
2
ei
φ
2 + < −|sinθ

2
e−i

θ
2








|ψ(t)>
︷ ︸︸ ︷
(

cos
θ

2
e−i

(ψ+ω0t)
2 |+ > +sin

θ

2
ei
φ+ω0t

2 |− >
)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

2

=
∣
∣
∣cos2 θ2e

−iω0t
2 + sin2 θ

2e
i
ω0t
2

∣
∣
∣

2

=
∣
∣
∣
1
2 (1 + cosθ)e−i

ω0t
2 + 1

2 (1− cosθ)ei
ω0t
2

∣
∣
∣

2

= cos2 ω0t
2 + cos2θsin2 ω0t

2Wie groÿ ist die Wahrsheinlihkeit −~

2 in ~u−Rihtung zu �nden.
P−+(t) = ... =

∣
∣
∣sin θ2cos

θ
2e
i
ω0t
2 − sin θ2cos θ2e−i

ω0t
2

∣
∣
∣

2

= sin2θsin2 ω0t
2

⇒ P++(t) + P−+(t) = 15.5 Allgemeines Zwei-Zustands-SystemProblemstellung:Betrahten System in einem 2-dimensionalen Zustandsraum.Die allgemeine hermiteshe 2x2 Matrix:
H =

(
H11 H12

H21 H22

)

H11, H22ǫR;H12 = H∗
21hat 4 reelle Parameter und kann in der Form H = AI + ~B~σ geshriebenwerden.

~σ Paulimatrizen ⇒ Behandlung in enger Analogie zum Spin- 12 -SystemAnm.: ~B~σ =





B1

B2

B3









σ1
σ2
σ3



 = B1σ1 +B2σ2 +B3σ3 ; B1,2,3ǫC ; σi : 2x2Betrahte zunähst H0 diagonal mit H0 =

(
E1 0
0 E2

)wähle als Basis {|1 >; |2 >}Anm.: < i|j >= δij i, j = 1, 2 |1 >< 1|+ |2 >< 2| = 1Addiere nun Wehselwirkung zwishen den Zuständen
H = H0 +Wmit der hermiteshen Matrix (Annahme: W zeitunabhängig) (hermitesh)(W † =

W )
W =

(
W11 W12

W21 W22

)

W11,W22ǫR W12 =W ∗
21Ohne Kopplung:

E1, E2sind die möglihen Energien des Systems und die Zustände
|1 >, |2 > stationärMit Kopplung:1. Möglihe Energien sind niht mehr E1, E2 sondern E+, E− sinddie Eigenwerte von H44



2. |1 >, |2 > niht mehr stationär. Im allgemeinen keine Eigenzu-stände zu H. Die Kopplung/ Störung induziert#Eigenzustände und EW von HIn der Basis |1 >, |2 > ist der Hamilton-Operator H gegeben durh:
(H) =

(
E1 +W11 W12

W21 E2 +W22

)Diagonalisierung der Eigenwerte
E± = 1

2 (E1 +W11 + E2 +W22)± 1
2

√

(E1 +W11 − E2 −W22)2 + 4 |W12|2
Wij = 0 E± = E1/2Eigenvektoren:
|ψ+ >= cos θ2e

−iϕ2 |1 > +sin θ2e
iϕ2 |2 >

|ψ− >= −sin θ2e−i
ϕ
2 |1 > +cos θ2e

iϕ2 |2 >
θ, ϕ : tan θ = 2|W12|

E1+W11−E2−W22
wobei 0 ≤ θ ≤ π

W12 = |W12| e−iϕVereinfahungen:1. W11,W22 tauhen nur in der Kombination (E1 +W11) , (E2 +W22) auf
⇒ können in E1, E2 absorbiert werden.2. Energie-Nullpunkt des Systems beliebig  wähle:(bild)
⇒E1 = −E2, E1 + E2 = 0 , E1 − E2 = 2∆

 neuer Hamilton-Operator: ( ∆ W12

W21 −∆

)

= ∆σz+Re (W12)σx−Im (W12)σy =




Re (W12)
−Im (W12)

∆



~σ

σz =

(
1 0
0 −1

), σx =

(
1 0
0 1

), σy =

(
0 −i
i 0

)und also: E± = ±
√

∆2 + |W12|2 tan θ = |W12|
∆Interpretation:

|W12| ≪ ∆ :

E± = ±
(

∆+ |W12|2
2∆

) kleine Vershiebung der Energie
Θ = |W12|

∆ ≪ 1

|ψ+ >=∗ |1 > + kleine Beimishung von |2 >(* bis auf globale Phase)
|ψ− >=∗ |2 > + kleine Beimishung von |1 >1. W12 ≫△ (starke Kopplung)

E± = ±
(

|W12|+ △2

2|W12|

) gilt insbesondere für △ = 0

△ = 0 , Entartung der ungestörten Niveaus
tanθ ≫ 1⇒ θ ≅ π
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|ψ+ >≅

(

e−i
ϕ
2 |1>+(e−i

ϕ
2 |1>

)

2

|ψ− >≅

(

−e−i
ϕ
2 |1>+(e−i

ϕ
2 |1>

)

2(bild)Ist der Grundzustand eines physikalishen Systems doppelt entartet (undhinreihend weit von den anderen Niveaus entfernt), senkt jede rein niht-diagonale Kopplung zwishen den beiden zugehärigen Zuständen dei Energiedieses Grundzustands ab → er wird also stabiler.6 DrehimpulsIn der klassishen Mehanik ist der Drehipuls eine Erhaltungsgröÿe(auh im Zentralpotential: ~F ||~r → d~L
dt = ~M = ~r × ~F = ~0 )Notation:

~L jegliher Drehimpuls der klassishes Äquivalent hat
~S Spin
~J beliebiger Drehimpuls6.1 Vertaushungsrelationen für den Bahndrehimpulsklassish ~L = ~x× ~p ⇔ Li = ǫijkxjpkd.h. L1 = x2p3 − x3p2, L2 = x3p1 − x1p3 , L3 = x1p2 − x2p1QM: ~X,~P Operatoren, die Vertaushungsrelationen gehorhen. Aber z kommu-tiert mit Py , Y mit Pz et.
⇒Wir können shreiben
~L = ~X × ~P ~L ist hermiteshAnwendung der Vertaushungsrelation:
[Xi, Pj ] = i~δij i, j = 1, 2, 3 liefert:

[Lx, Ly] = [Y Pz − ZPy,ZPx −XPz] = [Y Pz, ZPx] + [ZPy, XPz]

= Y [Pz , Z]
︸ ︷︷ ︸

−i~

Px +X [Z, Pz ]Py = −i~Y Px + i~XPy = i~LzAnaloge Rehnung liefert:
[Lx, Ly] = i~Lz
[Ly, Lz] = i~Lx
[Lx, Lz] = i~Ly
[Li, Lj ] = i~ǫijkLk (*)Die folgende Überlegungen gelten für jeden Satz von Operatoren mit Ver-taushungsrelation (*). Im folgenden : Ji, i = 1, 2, 3Wir de�nieren: ~J2 = J2

1 + J2
2 + J2

3 ist hermitish, da J1, J2, J3 hermitish
[ ~J2, Ji] = 0, i = 1, 2, 3da z.B. [J2

1 , J2] = 0 46



[J2
2 , J1] = J2[J2, J1]+[J2, J1]J2 = J2(−i~J3)+(−i~J3)J2 = −i~(J2J3+J3J2)

[ ~J2, J1] = [J2
1 + J2

2 + J2
3 , J1] = 06.2 Eigenwerte und EigenzuständeWir suhen vollständigen Satz kommutierender Obswervablen: dürfen hier nur

~L2 und eines von Linehmen.Wir wählen ~J2 und J3 = J2De�nition J± : J+ = Jx + iJy(niht hermitesh) J− = Jx − iJyWerden J±, Jz, ~J2 benützen.Vertaushungsrelation:
[Jz , J+] = [Jz , Jx] + i[Jz, Jy] = i~Jy + i(−~Jx) = ~J+
[Jz , J−] = −~J−
[J+, J+] = 2~Jz
[J2, J+] = 0v.S.k.O (vollständiger Satz kommutierender Observablen): H, ~L2, LzDe�nition:
J+ = Jx + iJy
J− = Jx − iJy
[J2, J±] = 0Ferner:
J+J− = J2

x + J2
y − i [Jx, Jy]

︸ ︷︷ ︸

i~Jz

= J2
x + J2

y + ~Jz = J2 − J2
z + ~Jz

J−J+ = ... = J2
x + J2

y − ~Jz = J2 − J2
z − ~Jz

~J2 = 1
2 (J+J− + J−J+) + J2

z

~J2ist die Quadratsumme hermitisher Operatoren.Es folgt, dass für jeden Zustand |ψ >: 〈ψ ∣∣J2
∣
∣ψ
〉
≥0

〈
ψ
∣
∣J2
∣
∣ψ
〉
=
∑3
i=1

〈
ψ
∣
∣J2
i

∣
∣ψ
〉
= ‖J1|ψ > ‖2 + ‖J2|ψ‖2 + ‖J3|ψ > ‖2 ≥ 0

⇒ Damit sind also alle Eigenwerte λ von J2 ≥ 0.Kann man shreiben als λ = ~2j(j + 1) wobei j ≥ 0Eigenwerte Jz : m~Eigenwertgleihung für ~J2, JzIndex k untersheidet zwishen den vershiedenen EV, die zu denselbenEW j(j + 1)~2 und m~von J2 und Jz gehören.
⇒ Zu lösende EW-Gleihungen:
~J2|k, j,m >= ~2j(j + 1)|k, j,m >
Jz |k, j,m >= ~m|k, j,m >Eigenwerte von J2, Jz: Zunähst sind 3 Lemmas zu beweisen:1. Lemma1:Wenn ~2j(j + 1)und m~ die EW von J2 und Jz sind, die zum selben EV
|k, j,m > gehören, dann gilt:
−j ≤ m ≤ j 47



Beweis: ‖J±|k, l,m > ‖2 ≥ 0

⇒ 〈k, j,m|J−J+|k, j,m〉 =
〈
k, j,m

∣
∣
(
J2 − J2

z − ~Jz
)∣
∣ k, j,m

〉

= ~j(j + 1)−m2~2 −m~2

〈k, j,m |J+J−| k, j,m〉 =
〈
k, j,m

∣
∣
(
J2 − J2

z + ~Jz
)∣
∣ k, j,m

〉

= ~j(j + 1)−m2~2 +m~2(*)
⇒ j(j + 1)−m(m+ 1) = (j −m)(j +m+ 1) ≥ 0

⇒ j(j + 1)−m(m− 1) = (j −m+ 1)(j +m) ≥ 0d.h
−j ≤ m ≤ j

{

−(j + 1) ≤ m ≤ j
−j ≤ m ≤ j + 12. Lemma 2:Sei |k, l,m > EV von J2, Jzmit EW ~2j(j + 1), m~(a) Falls m = −j : J−|k, l,m >= 0(b) Falls m > −j : J−|k, l,m > niht-vershwindender EV von J2 und

Jz mit EW ~2j(j + 1) und (m− 1)~Beweis:(a) Gemäÿ (*) Quadrat der Norm von J−|k, l,m >:

~2j(j + 1)− ~2m(m− 1) = 0 für m = −j
m = −j ⇒ Alle Vektoren J−|k, j,−j >= 0. (△)umgekehret zeigt man: J−|k, j,m >= 0⇒ m = −j
J+angwenden auf (△)

J+J−|k, l,m >⇒(∗) (~j(j + 1)−m2~2 +m~2
)|k,j,m> =0

⇒ (j > 0) m = −j(b) Sei m > −j : (∗)⇒ J−|k, j,m > 6= 0, da Quadrat der Norm 6= 0zu zeigen: EV von J2, Jz
[J2, J−] = 0 [J2, J−]|k, j,m >= 0

 J2J−|k, j,m >= J−J2|k, j,m >= ~2j(j + 1)J.|k, j,m >

⇒ J−|k, j,m >ist EV von J2mit EW ~2j(j + 1)

[Jz, J−] = −~J− = [Jz , J−]|k, j,m >= −~J−|k, j,m >

⇒ JzJ−|k, j,m >= J−Jz|k, j,m > −~J−|k, j,m >

= m~J−|k, j,m > −~J−|k, j,m >= (m− 1)~J−|k, j,m >

⇒ J−|k, j,m > ist EV von Jzmit (m− 1)~.3. Lemma 3: Sei |k, j,m > EV von J2, Jz mit EW ~2j(j + 1) und m~.(a) Falls m=j: J+|k, j,m >= 0(b) Falls m<j: J+|k, j,m > niht vershwindender EV zu J2 und Jz mitEW ~2j(j + 1) und (m+ 1)~48



J±sind Auf- und Absteigeoperatoren bzgl. m.Bestimmung des Spektrums von J2 und Jz:Sei |k, j,m > niht vershwindender EV von J2 und Jz mit EW
~2j(j + 1) und m~ :Laut Lemma 1 gilt:Es gibt ein p ≥ 0, so dass −j ≤ m− p ≤ −j + 1 .Wir betrahten Set von EV |k, j,m >, J−|k, j,m >, , JP− |k, j,m >Laut Lemma 2 gilt:Jeder dieser EV (J−)n|k, j,m > (n = 0, 1, ..., p)ist niht-vershwindender EV von J2und Jz mit EW j(j + 1)~2.(Beweis durh Iteration)Wirke nun J−auf (J−)P |k, j,m >Annahme: EW von Jz : ~(m− p) sei gröÿer als −j~.D.h. m− p > −jDann ist J−(J−)P |k, j,m > 6= 0 mit EW ~2j(j + 1), (m− p− 1)~ :Widerspruh zu Lemma 1, denn es gilt: m− p− 1 < −j
⇒ m− p = −j.Dann gehört (J−)P |k, j,m > zum EW −j~ von Jzund J−(J−)P |k, j,m >= 0. (Lemma 2)
⇒ Die obige Serie der Vektoren ist also beshränkt.Es wurde gezeigt: Es gibt ein p ≥ 0 mit m−p = −j, p ist ganzzahlig.Analog �ndet man, dass es ein ganzzahliges q ≥ 0 gibt, mitm+q = jInsgesamt �ndet man, dass p+q = 2j, d.h j ist ganz- oder halbzahligund positiv.Für gegebenes j sind die einzig möglihen Werte für m die (2j +
1)Werte:
−j,−j + 1, .....,+j. m ist daher halb- oder ganzzahlig.Konstruktion einer BasisI.a. sind J2, Jzniht v.S.k.O ( Indexk)Wir betrahten Drehimpuls ~J , der im Zustandsraum ǫwirkt.EW-Paar: j(j + 1)~2, m~ : Set der EV zu diesem EW-Paar bil-det einen Vektorunterraum von ǫ, genannt ǫ(j,m), dim(ǫ(j,m)) ≡
g(j,m)i.a > 1, da J2, Jz niht v.S.k.O.Wähle in ǫ(j,m) eine beliebige ONB {|k, j,m >, k = 1, .., g(j,m)}Falls m 6= j ⇒ es muss einen anderen Unteraum ǫ(j,m + q) in ǫexistieren,bestehend aus EV zu ~J, Jzmit EW j(j + 1)~2, (m+ 1)~49



Falls m 6= −j ⇒ ∃ǫ(j,m−1), EV zu J2, Jz mit EW (j+1)j~2, (m−
1)~.Falls m 6= ±j : konstruieren ONB ǫ(j,m+1), ǫ(j,m− 1) ausgenendvon der in ǫ(j,m) gewählten.Zeigen zunähst: k1 6= k2 ⇒ J±|k, j,m >⊥ J±|k2, j,m > denn
〈k2, j,m|J−J+|k1, j,m〉 =

〈
k2, j,m|

(
J2 − J2

z − ~Jz
)
|k1, j,m

〉

=
(
~2j(j + 1)−m2~2 − ~2m

)
〈k2, j,m|k1, j,m〉 = 0Wir haben ‖J+|k1, j,m > ‖2

︸ ︷︷ ︸

‖|k1,j,m±>‖2

= [j(j + 1)−m(m± 1)]~2 〈k1, j,m|k1, j,m〉
︸ ︷︷ ︸

1Man zeigt, dass |k, j,m± 1 >= 1

~

√
j(j+1)−m(m±1)

J±|j, k,m >ONB in ǫ(j,m± 1)bilden.Man sieht ferner: g(j,m+1) = g(j,m− 1) = g(j,m) = g(j) unabhängig vonm.Konstruktion einer Basis1. Für jeden Wert von j wähle einen zu j gehörigen Unterraum,z.B. den, m=j, d.h. ǫ(j, j).2. Wähle hierin beliebige ONB {|k, j, j >, k = 1, ..., g(j)}3. Mit |k, j,m± 1 >= 1

~

√
j(j+1)−m(m±1)

J±|j, k,m >konstruiere durh Iteration die Basis, aus der sih die Basen der 2j anderenUnterräume ǫ(j,m) ergeben.4. Führe dies für alle j aus.Standardbasis des Zustandrausm ǫ mit derOrthonormierungsrelation 〈k, j,m|k′, j′,m′〉 = δkk′δjj′δmm′Vollständigkeitsrelation:∑j

∑g(j)
k=1 |k, j,m| 〉〈 k, j,m| = 1

ǫ(j,m = j) |1, j, j > ....|g(j), j, j >
↓ J− ↓ J− ↓ J−

ǫ(j,m = j − 1) |1, j, j − 1 > ...|g(j), j, j − 1 >
↓ J− ↓ J−

|1, j,−j > ...|g(j), j,−j >Darstellung der Drehimpulsoperator Im folgenden verwenden wir dieRäume ǫ (k, j), d.h. wir gruppieren Kets |k, j,m > mit festen Werten k undj. � dim ǫ (k, j) = 2j+1 unabh. von k und vom betrahteten physikal. System50



� ǫ (k, j) global invariant unter ~JSuhen nun Matrix, die in einer �Standardbasis� die Komponente JU von ~Jdarstellt.Nützen hierfür: Jz|k, j,m >= ~m|k, j,m >
J ± |k, j,m >= ~

√

j (j + 1)−m (m± 1)|k, j,m± >
⇒< k, j,m|Jz|k′, j′,m′ >= m~δkk′δjj′δmm′

< k, j,m|J ± |k′, j′,m′ >= ~
√

j (j + 1)−m (m± 1)δkk′δjj′δm(m′±1)Beispiele:1. j=0,m=0 J (0)
n reduzieren sih Zahlen =02. j = 1

2 , m = +
1

2
, m = −1

2
︸ ︷︷ ︸

wählen Basisvektoren in dieser Reihenfolge

J
(1/2)
z = ~

2

(
1 0
0 −1

) und
J
(1/2)
+ = ~

2

(
0 1
0 0

)

~ =
√

1
2
3
2 −

(
− 1

2

) (
− 1

2 + 1
)

J
(1/2)
− = ~

2

(
0 0
1 0

)

J± = Jx ±+iJy

⇒ J
(1/2)
x = ~

2

(
0 1
1 0

)

⇒ J
(1/2)
y = ~

2

(
0 −i
i 0

)3. J = 1 (m = ±1, 0,−1)

J
(1)
z = ~





1 0 0
0 0 0
0 0 −1



← δ1,0,+1 = δ11

J
(1)
− = ~





0 0 0√
2 0 0

0
√
2 0





⇒ J
(1)
x = ~√

2





0 1 0
1 0 1
0 1 0



 , J
(1)
y = ~

2





0 −i 0
i 0 −i
0 i 0
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7 Bahndrehimpuls in Polarkoordinaten7.1 EW-Gleihung in der Ortsdarstellung [|~r >}
~X, ~P− Operator in Ortstarstellung:� Multiplikation mit ~X� Di�erentialoperator ~

i
~∇

Lx = ~

i (y
∂
∂z − z ∂

∂y )

Ly = ~

i (z
∂
∂x − x ∂

∂z )

Lz =
~

i (x
∂
∂y − y ∂

∂x )Die Drehimpulsoperatoren wirken nur auf θ,Φ niht auf r  Übergang zuKugelkoordinatenmit r ≥ 0 ; 0 ≤ θ ≤ π ; 0 ≤ Φ ≤ 2π







x = r · sin θ · cosΦ
y = r · sin θ · sinΦ
z = r · cos θund d3r = r2 sin θ · dr · dΦ · dθ = r2dΩdr

⇒ Lx = i~
(
sinΦ ∂

∂Θ + cosΦ
tanΘ

∂
∂Φ

)

Ly = i~
(
− cosΦ ∂

∂Θ + sinΦ
tanΘ

∂
∂Φ

)

Lz =
~

i
∂
∂Φso dass ~L2 = −~2

(
∂2

∂Θ2 + 1
tan θ

∂
∂θ +

1
sin2 θ

∂2

∂Φ2

)

L+ = ~eiΦ
(
∂
∂Θ + i cot θ ∂

∂Φ

)
(△)

L− = ~e−iΦ
(
− ∂
∂Θ + i cot θ ∂

∂Φ

)Wir suhen Funktionen ψ(r, θ,Φ), die die EW-gleihungen erfüllen:
−~2

(
∂2

∂θ2 + 1
tan θ

∂
∂θ +

1
sin2 θ

∂2

∂Φ2

)

ψ (r, θ,Φ) = ~
2l · (l + 1)ψ (r, θ,Φ)

−i~ ∂
∂Φψ (r, θ,Φ) = m~ψ (r, θ,Φ)Da r niht im Di�erentialoperator auftritt, sei Y ml (θ, φ) gemeinsame Eigen-funktion zur ~L2, Lzmit EW ~

2l(l + 1) und m~ :
~L2Y ml (θ, φ) = ~2l(l+ 1)Y ml (θ, φ)(*) Lz
︸︷︷︸

−i~ δ
δφ

Y ml (θ, φ) = m~Y ml (θ, φ)mit ψ(r, θ, φ) = f(r) · Y ml (θ, φ) für beliebige Fkt.(*) Separationsansatz: Y ml (θ, φ) = Fml (θ)Φm(φ)
Φm(φ) = eimφ((*) −i~ ∂

∂φΦm(φ) = m~Φm(φ)Da φ ∈ [0, 2π] und ψ(r, θ, ψ) stetig sein muss , muss
eim2π=1und m,l ganzzahlig.Es gilt L+Y

l
l (θ, φ) = 0Aus (△) und Y ml (θ, φ) = Fml (θ)eimφ

⇒
(
d
dθ − lcotθ

)
F ll (θ) = 0→ F ll (θ) = cl(sinθ)

l

[
cl
cosθ
sinθ l(sinθ)

l−1sinθ − lcotθ = 0
] 52



cl aus Normierungsbedingung  Für jedes (≥ 0 ∃Y ll (θ,Φ)
)mit Y ll (θ,Φ) = cl · (sin θ)l eimΦWiederholtes Anwenden von L  Y l−1

l , Y l−2
l , ....., Y −l

l(zu jedem Paar (l,m) nur eine Eigenfunktion)Normierung:
ˆ

dΩ |Y ml (θ,Φ)|2 =

ˆ 2π

0

dΦ

ˆ π

0

sin dθ |Y ml (θ,Φ)|2 = 1

 2π

ˆ

θ |Fml (θ)|2 sin θ = 1

ˆ ∞

0

= r2 |f (r)|2 dr = 1

⇒ cl =
(−1)l
2ll!

·
√

2l+ 1

4πUnd shlieÿlih noh längerer Rehnung: Kugel�ähenfunktionen
Y ml (θ,Φ) =

(−1)l
2ll!

√

(2l+ 1)

4π
· (l +m)!

(l −m)!
eimΦ (sinθ)−m

dl−m

(d cos θ)
l−m (sin θ)2lAlternative Form

Y ml (θ,Φ) = (−1)
m+|m|

2

√

(2l+ 1)

4π
· (l − |m|)!
(l + |m|)! · P

|m|
l (cos θ) · eimΦ

Pml = assoziierte Légendre Polynome:
Pml (u) = (1− u2)m/2 dm

dumPl(u)
P 0
l (u) ≡ Pl(u)
Pl(u) =

(−1)l

dll!
dl

dul
(1− u2)lStruktur von Y ml (θ, φ) :Pml (u) =Polynom l-ten Grades in m;

l :

{
gerade
ungerade

}

⇒
{

gerade
ungerade

} Potenz
Y −m
l = (−1)m (Y ml )

∗Beispiele: Y 0
0 = 1√

4π

Y 0
1 =

√
3
4π cos θ

Y 1
1 = −

√
3
8π sin θeiΦ

Y 0
2 =

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

)

Y 1
2 =

√
15
8π sin θ cos θeiΦ 53



Y 2
2 =

√
15
32π sin2 θ · e2iΦVerhalten unter Parität: ~x→ −~xd.h. r → r, θ → π − θ , Φ→ Φ+ π

Y ml (π − θ, π + θ) = (−1)l Y ml (θ,Φ)Orthogonalität: ´ dΩY ml (θ,Φ)Y m
′∗

l′ (θ,Φ) = δll′δmm′Vollständigkeit: ∑
l,m

Y ml (θ,Φ)Y ml (θ′,Φ′) = δ (cos θ − cos θ′) δ (Φ− Φ′)Zusammenhang mit ket:
Y ml (θ,Φ) = 〈θ, φ|l,m〉7.2 Drehimpuls als Erzeugender (Generator) von Dehnun-genIn Polarkoordinaten Lz = ~

i
∂
∂Φ

(

1 +
i

~
αLz

)

f (θ,Φ) =

(

1 + α
∂

∂Φ

)

f (θ,Φ + α) α≪ 1Für endlihe α (und analytishe f):
eiαLz/~
︸ ︷︷ ︸

eα∂/∂Φ

f (θ,Φ) =

∞∑

n=0

1

n!

(

α
∂

∂Φ

)n

f (θ,Φ) = f (θ,Φ + α)Allgemein:
ei~ϕ

~L/~ψ (~x) = ψ (~x′)wobei ~X ′ aus ~X ′durh eine Drehung um Rihtung ~ϕ
|~ϕ| um den Betrag |~ϕ|hervorgeht.7.3 Integrale der Bewegung und SymmetrieeigenshaftenA ist Integral der Bewegung sind alle Erwartungswerte zeitlih konstant.

[ ddt 〈A〉 (t) =
〈
∂A
∂t

〉
(t) + 1

i~ 〈[A,H ]〉]Falls ∂A
∂t = 0 und [A,H ] = 0 ist A Integral der Bewegung/ ErhaltungsgröÿeWir betrahten räumlihe Vershiebungen oder Drehungen des QM Sys-tems.Betrahten Ortsvektor der Teilhen.Bsp. für Drehungen: ~X → ~X ′ = S ~X ~X = S−1 ~X ′(△)

ψ′(x′) = ψ(x) (*) bestimmt ψ′Suhen Operator Rs, so dass
ψ′(~x′) = Rxψ(~x

′)
(∗) → ψ(~x) = Rsψ(~x

′)
(△) → ψ(S−1 ~X ′) = Rsψ(~x

′) ∀~x′
⇒ ψ(S−1 ~X) = Rsψ(~x) 54



1. Homogenität des Raumes: Eigenshaften eines abgeshlossenen Systemsbei Parallelvershiebungen ungeändert ⇔H bei Vershiebungen ungeän-dert.Vershiebung: ~X → ~X ′ = ~X + δ~a δ~α≪ 1

⇒ RV erschiebungψ(~x) = ψ (~x− δ~a) =
(

1− (δ~a) ~∇
)

ψ(~x) =






1− i

~
δ~a

~~∇
i
︸︷︷︸

~p






ψ(~x)Invarianz von H:

〈ψ′|H |ψ′〉
︸ ︷︷ ︸

〈H〉′

=
〈
ψ|R+

v HRv|ψ
〉

ψ′ = RV ψ

= 〈ψ|H |ψ〉 ∀|ψ >

⇒ H = R+
s H Rsinfenitesimale Translation: Rδ~α =

(
1− i

~
δ~α~p

)

 R†
δ~αHRδ~α =

(

1 +
i

~
δ~α~p

)

H

(

1− i

~
δ~α~p

)

= H +
i

~
δ~α
[

~P ,H
]

+ σ
(
δ~α2
)
= H

⇒ Invarianz unter Vershiebung ⇒[H, ~P] = 02. Isotropie des Raumes: Invarianz unter Drehungen
〈ψ|H |ψ〉 =

〈
ψ|R+

DHRD|ψ
〉in�nitesimal: RD = 1− i

~
δ~ϕ~L⇒

[

H, ~L
]

= ~0Wenn ~LErhaltungsgröÿe dann folgt Isotropie des Raumes3. Homogenität der Zeit:
∂H
∂t = 0 Hist niht explizi8t zeitabhängig
⇒ d

dt 〈H〉 =
〈
d
dtH

〉
+ 1

i~ 〈[H,H ]〉 = 0d.h. d
dt 〈ψ|Hψ〉 = 0 H Konstante der Bewegung ⇒ Energieerhaltung4. Allgemeinunitärer Operator: Uα = e−iα/~·AWenn für alle Zustände |ψ >: 〈ψ|H |ψ〉 = 〈ψ|U+

α HUα|ψ〉also H = U+
α HUα ⇒ [H,A] = 0Und wenn ∂A
∂t = 0 : 55



� U bewirkt Symmetrietransformation� A Generator (~P , ~L, ...)� d
dt 〈ψ|A|ψ〉 = 0Gilt auh für innere Symmetrien(Isospin)Satz (Noether):Ist U eine Symmetrietransformation, A eine Observable, H der zeitunab-hängige Hamiltonoperator, dann ist die A zugeordnete physikalishe Gröÿeeine Erhaltungsgröÿe, d.h.1. 〈A〉 = const. (erhaltener Erwartungswert)2. Ist das System einmal in einem Eigenzustand von A, bleibt es ohneäuÿere Einwirkung in diesem3. Die Wahrsheinlihkeit, einen bestimmten Eigenwert von A in einembeliebigen Zustand |ψ > zu messen, ist zeitunabhängig.7.4 Rotation eines zweiatomigen Moleküls7.4.1 Qualitative BetrahtungEinfahstes Beispiel: H2 2e−, 2Kerne(bild)adiabatishe Näherung:Für kleine Änderungen des Kernabstandes kann die Wirkung durh ein Po-tential ∼ (~r1 − ~r2) beshrieben werden ⇒ harmonisher OZ(bild)Betrahten hier Drehungen um Massenmittelpunkt → Rotationsanregung7.4.2 Starrer Rotator1. klassish (bild)im Shwerpunktsystem: m1r1 = m2r2

r1
m2

= r2
m1

= r1+r2
m1m2

= r
m1m2

µ = m1m2

m1+m2
reduzierte Masse µ ≡ r1 + r2Trägheitsmoment bezüglihOs : I = m1r

2
1+m2r

2
2 = 1

(m1+m2)2

[
m1m

2
2 +m2m

2
1

]
r2Drehung um feste Ahse ~L

|~ |
L mit einer Winkelgeshwindigkeit ωR

|~L| = IωREnergie: H = 1
2Iω

2
R =

~L2

2Iim Ruhesystem des Massenmittelpunktes nur kinetishe Rotationsenergie)56



2. QuantisierungVerallgemeinerte Koordinaten: θ, ϕ , Rihtung von ~rWellenfunktion: ψ(θ, ϕ) = 〈θ, ϕ|ψ〉 , ´ |ψ|2 dΩ = 1

H =
~L2

2I (Operator)
〈θ, ϕ|H |ψ〉 = −~

2

2I

[
∂2

∂θ2 + 1
tanθ

∂
∂θ +

1
sin2θ

∂2

∂ϕ2

]

ψ(θ, ϕ)Eigenfunktionen: Y lm(θ, ϕ) = 〈θ, ϕ|lm〉 , H |l,m >= l(l+1)~2

2I |l,m >vorlesung 11.juni1. Quantisierung
H =

~L2

2IEigenfunktionen: Y lm(θ, ϕ) = 〈θϕ|lm〉
H |lm >= l(l+1)~2

2I |lm >Konvention: B = ~

4πI �Rotationskonstante� Einheit [s−1
]

El =
~
2l(l+1)
2I = Bhl(l + 1)Niveaus: El − El−1 = Bh2l2. InterpretationImplikation für EM Übergänge: Kopplung an Dipolübergagsmoment

〈

l′m′| Z
︸︷︷︸

rcosθ

|lm
〉

= rδmm′

[

δl′,l−1

√
l2−m2

4l2−1 + δl′,l+1

√
(l+1)2−m2

4(l+1)2−m2

]

cosθ · Y ml (θ, ϕ) =
√

l2−m2

4l2−1 Y
m
l−1(θ, ϕ) +

√
(l+1)2−m2

4(l+1)2−m2Y
m
l+1(θ, ϕ)(a) Übergänge nur zwishen benahbarten Niveaus. Auswahlregeln:

∆m = 0, ∆l = ±1
〈X〉 : ∆l = ±1, ∆m = ±1
〈Y 〉 : ∆l = ±1(b) Photonfrequenz: (El − El−1)/h = 2Bl = νl,l−18 Zentralpotentiale/Wassersto�atom8.1 Hamiltonoperator: Zentralpotential, d.h. V (~r)→ V (r)1. klassish: Kraft auf klass. Teilhen: ~F = −~∇V (r) = − dVdr · ~rrKraft zeigt in Rihtung Ursprung 0  d~U = ~r× ~p folgt (Drehimpulssatz)

d~L
dt = ~0⇒ Drehimpuls ist ErhaltungsgröÿeBahn des Teilhens in Ebene durh 0 ⊥ auf ~Lwobei vr = dr

dt und mit |~r × ~v| = r |~v⊥|57



hat man ∣∣∣~L∣∣∣ = |~r × µ~v| = µr |~v⊥|
⇒ Gesamtenergie des Teilhens:
E = Ekin + Epot =

µ
2 v

2
r +

µ
2 v

2
⊥ + V (r)

 E = 1
2µv

2
r +

L2

2µr2 + V (r)

 klassishe Hamiltonfunktion: H =
p2r
2µ + L2

2µr2 + V (r)

pr =
∂L
∂vr

= µvr, L = T − V
pr = µdrdt kanon. Impuls zu r
~L2 auszudrüken durh r, θ, ϕ und pr, pθ, pϕ d.h.
~L2 = p2θ +

1
sin2 θ

p2ϕ2. QM:EW-Glg. des Hamiltonoperators/Shrödingergleihung
[

− ~
2

2µ∆+ V (r)
]

ϕ (~r) = Eϕ (~r)V nur abh. von r ⇒ Kugelkoordinaten. Mit
∆ = 1

r
∂2

∂r2 r +
1
r2

(
∂2

∂θ2 + 1
tan θ

∂
∂θ +

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)

~L2 in Kugelkoordinaten:
~L2 = −~2

(
∂2

∂θ2
+

1

tan θ

∂

∂θ
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

)

H = − ~2

2µ

1

r

∂2

∂r2
r +

1

2µr2
~L2 + V (r)8.2 Separation der Variablen

Li wirken nur θ, ϕ  vertaushen mit jedem Operator der nur auf r wirkt.
 
[

H, ~L
]

= 0 →Li Konstante der Bewegungebenso [H, ~L2
]

= 0.Da die (Li, ~L2
) niht alle untereinander vertaushen, verwenden wir nur

~L2, Lz. H, ~L2, Lz vertaushen paarweise.
⇒Möglih Basis des Zustandsraums zu �nden, deren Elemente gleihzeitigEigenfunktionen zu diesen 3 Observablen sind.
Hϕ(~r) = Eϕ(~r)
~L2ϕ(~r) = ~2l(l + 1)ϕ(~r)
Lzϕ(~r) = ~mϕ(~r)D.h. Niveaus werden nah E,l,m klassi�ziert. Suhen Lösungen der Form:58



ϕ(~r) = R(r)Y ml (θ, ϕ)
Hϕ(~r) = Eϕ(~r)
[
~
2

2µ
1
r
∂2

∂r2 + ~
2l(l+1)
2µr2 + V (r)

]

R(r) = ER(r)Forderung: Wahrsheinlihkeitsdihte
ρ(~r) = |R(r)|2 |Y ml |

2integrabel bezüglih d3r
⇒ |R(r)|2integrabel bezüglih d3rEnergie E hängt ab von l und einem weiteren diskreten (Bindungszustände)oder kontinuierlihen (Streuzustände) Index k: EklÜbergang zu Funktion u: R(r) = 1

ru(r)
1
r

(
∂2

∂r2 r
)

1
ru(r) =

1∂2

r∂r2u(r)so dass [− ~
2

2µ
d2

dr2 + ~
2l(l+1)
2µr2 + V (r)

]

ukl(r) = Eklukl(r)Diese Gleihung ist analog zu der eines eindimensionalen Problems, bei demsih ein Teilhen der Masse µ in einem e�ektiven Potential
Veff (r) = V (r) + l(l+1)

2µr2 bewegt.Ahtung: r ≥ 0! und |u (r)|2 integrabel bzgl. dr.Verhalten der Lösungen bei kleinem r: Annahme: V (r) bei r→0regulär oder weniger singulär als 1
r2Ansatz:

u (r) ∼
︸︷︷︸

r→0

Crs




−

~2

2µ
s (s− 1) rs−2 +

~2l (l + 1)

2µ
rs−2 + V (r) rs

︸ ︷︷ ︸

vernachlässigbar




 = Ers

︸︷︷︸

vernachlässigbar

s (s− 1) = l (l + 1) ⇒ s=l+1
︸ ︷︷ ︸

R(r)∼rl

oder s=-l
︸︷︷︸

R(r)∼ 1

rl+1Anmerkung: Für l=0 wäre R ∼ 1
r zwar niht integrabel aber wegen∆1

r =
−4πδ (r) niht Lösungen der Shrödingerglg.Bleibt nur Lösung R (r) ∼ rl. Also vershwindet u (r) bei r=0. u (r) ∼ r1(für l=0). R (r) geht gegen eine Konstante (für l=0) oder vershwindet für l>0.Also füge DGL die Bedingung hinzu ukl (0) = 0.Wellenfkten von H eines Teilhens in einem Zentralpotential V (r) hängenvon 3 Indizes ab:

ϕklm (r, θ, ϕ) = R (r) Y ml (θ, ϕ)Bezeihnung: |k|m >Quantenzahlen 


k radiale
l azimutale orbitale
m magnetishe59



8.3 Enartung der EnergieniveausDie Energieniveaus Ekl sind (2l+ 1)-fah entartet:zu fesetem k,l: m = −l,−l+ 1, ...,+lDiese Entartung existiert für alle Formen des Potentials: �wesentlihe Entar-tung�. Möglih, dass EW Ek,l der Radialgleihung zu gegebenen l nohmals alsEW Ek′,l′ der durh l 6= l′ harakterisierten Radialgleihung auftritt: �zufälligeEntartungen� (z.B. bei H).Die Radialgleihung hat für gegebenes l hähstens eine physikalish akzep-table Lösung.Zur Eindeutigkeit:Mit EW von L2 → Gleihung für Radialfunktion EW von H legt diese Ra-dialfunktion eindeutig fest. Zu gegebenem Paar (l,m) existiert nur eine Kugel-�ähenfunktion Y ml (θ, ϕ).8.4 System aus 2 Teilhen2 Teilhen ohne Spin, Massen m1,m2 , Ortsvektoren ~r1, ~r2
V = V (~r1 − ~r2)Klassish: L(~r1, ~r2, ~̇ 1r, ~̇ 2r, t) = T − V = 1

2m1~̇
2
1r +

1
2m2~̇

2
2r − V (~r1 − ~r2)Konjugierte Impulse: ~p1 = ∂L

∂ ~r1=m1~̇1r
, ~p2 = m2~̇2rMassenmittelpunkt: ~rG = m1~r1+m2~r2

m1+m2
und ~r = ~r1 − ~r2

~r1 = ~rG + m2

m1+m2
~r, ~r2 = ~rG − m1

m1+m2
~r

 L(~rG, ˙~Gr, ~r, ~̇r, t) =
1
2M

˙~2
Gr +

1
2µ~̇

2r − V (~r)mit der Gesamtmasse M = m1 +m2und der reduzierten Mase µ = m1m2

m1+m2Konjugierte Impulse ~pG = ∂L

∂ ˙~Gr
=M ˙~Gr = m1~̇ 1r+m2~̇ 2r = ~p1+~p2 Gesamtipuls

~p = ∂L
∂~̇r

= µ~̇r = m2~p1−m1~p2
m1+m2

RelativimpulsKlassishe Hamiltonfunktion H =
∑

i=G,rel ~pi~̇ ir − L
H(~rG, ~pG, ~r, ~p, t)stem =

~p2G
2M + ~p2

2µ + V (~r)Bewegungsgleihungen ~̇pi = −∂H∂~ri
˙~Gp = − ∂H

∂~rG
= ~0 Ruhesystem des Massenmittelpunkts MMP

~̇p = −∂H∂~r = −~∇V (~r)Wählen das Ruhestystem des MMP: Hamiltonfunkton:
Hr =

~r2

2µ + V (~r)QM: Operatoren ~R1, ~P1, ~R2, ~P2 mit
[X1, P1X ] = i~
[X2, P2X ] = i~ analog ....?Observablen ~RG, ~R : ~RG = m1

~R1+m2
~R2

m1+m2
, ~R = ~R1 − ~R2und die Observablen ~PG = ~P1 + ~P2 ~p = m2~p1−m1~p2

m1+m2Man �ndet die Kummutator-Relationen:[XG, PGX ] = i~
[X,PX ] = i~

{ ~R, P}vertausht mit { ~RG, ~PG} 60



Hamilton-Operator:H =
~P 2
G

2M + ~p2

2µ + V (~R)d.h. H = HG +Hrmit HG =
~P 2
G

2M und Hr =
~P 2

2µ + V (~R)und [HG, Hr] = 0 das heiÿt es gibt eine Basis aus EV zu H, die gleihzeitigEV zu HGund Hr sind. Wir suhen die Lösungen des Systems
HG|ϕ >= EG|ϕ > Hr|ϕ >= Er|ϕ > mit E = EG + Er8.5 Das Wassersto�atombesteht aus einem Proton mit mP = 1, 7 · 10−27kg und einem Elektron mit

me = 9, 1 · 10−31kg mit der Ladung qP/e = ±1, 6 · 10−19CWW elektrostatish, potentielle Energie V (r) = − q
4πǫ0

1
r = − e2rr: Abstand zwishen p und e− e2 = q

4πǫ0

2Überlegungen aus (System aus 2 Teilhen) Beshränkgung auf Ruhesystemdes MMP. Auÿerdem: µ =
memp
me+mp

= me(1− me
mp

)In der Ortsdarstellung haben wir die EW-Gleihung des Hamilton Operators:[

− ~
2

2µ∆− e
r
2
]

ϕ(~r) = Eϕ(~r)Wir haben ein Zentralpotential: ϕklm(~r) =

Rkl(r)
︷ ︸︸ ︷

1

r
ukl(r) ·Y ml (θ, ϕ)







− ~

2

2µ
d2

dr2 +
l(l+ 1)~2

2µr2
− e2

r
︸ ︷︷ ︸

Veff (r)







ukl(r) = Eklukl(r) (*)und ukl(0) = 0(bild von nem Potential)

E > 0 kontinuierlihes Spektrum
E < 0 diskretes SpektrumDividieren (*) durh µe

4

2~2 = EI = Ionisierungsenergiewählen dimensionslose Variablen: ρ = r
a0

mit Bahn-Radius a0 = ~
2

µe2wir betrahten Ekl < 0 und λkl =√−EklEI
[
d2

dρ2 −
l(l+1)
ρ2 + 2

ρ − λ2kl
]

ukl(ρ) = 0Lösung der Radialgleihung: Verhalten für groÿe Abstände ρ :
[
d2

dρ2 − λ2kl
]

ukl(ρ) = 0Lösungenhiervon sind ukl(ρ) ∼ e(±)λklρmodulo Polynom in ρ, + wird ausgeshlossen wegen Normierbarkeit.Ansatz für ukl(ρ) = e−λklρYkl(ρ)DGL fürYkl : [
u′′kl = λ2kle

−λklρYkl + (−2λkl)e−λklρy′kl + e−λklρY ′′
kl

]

[
d2

dρ2 − 2λkl
d
dρ −

l(l+1)
ρ2 + 2

ρ

]

Ykl(ρ) = 0 und Ykl(0) = 0 (△)61



Potenzreihenansatz: Ykl(ρ) = ρS
∞∑

q=0
c1ρ

q und c0 6= 0 vorausgesetzt.
(△)⇒ s > 0Ableitungen: d

dρYkl(ρ) =
∞∑

q=0
(q ± s)cqρq+s−1

d2

dρ2 Ykl(ρ) =
∞∑

q=0
(q + s)(q + s− 1)c1ρ

q±s−2Einsetzen in DGL für ρ : Alle Koe�zienten müssen gleih null sein.Term in niedrigster Ordnung in ρ (∼ ρs−2
):Koe�=0 [−l(l + 1) + s(s− 1)] c0 = 0�-(Rehnung)�

s = l − 1 oder s = −l niht akzeptiert.Mit s = l + 1 und Forderung Koe�zienten von ρq+s−2 = 0
⇒Rekursionsformel: q(q + 2l+ 1) = 2 [(q − l)λkl − 1] cq−1Verhalten für groÿe q : cq

cq−1
= 1

q

2 [(1 + l)λkl − 1]

q + 2l + 1
︸ ︷︷ ︸

2λkl

−→q→∞
2λkl
q → 0Wir haben also für [(q + l)λkl − 1] 6= 0: cq

cq−1
∼q→∞ 2λkl

qPotenzreihenentwiklung der Funktion e2ρλkl
e2ρλkl =

∞∑

q=0
dqρq mit dq = (2λkl)

q

q!Hieraus. dq
dq−1

= 2λklqVLG: Betrahte Reihe verhält sih für groÿe ρ wie e2ρλkl physikalish nihtsinnvoll → Alle Fälle auszushlieÿen, für die die Reihe niht abbriht → einzigmöglihen Werte von λkl sind die, für die die Reihe nur eine endlihe Anzahlvon Termen hat, d.h. Ykl(ρ) sih auf ein Polynom reduziert. Suhen also k, sodass für q = k .
(k + l)λkl − 1 = 0⇒ λkl =

1
k+l k ≥ 1Die einzig möglihen diskreten Energie EW sind also λkl =√−EklEI

Ekl = − EI
(k+l)2 , k = 1, 2, ....; l = 0, 1, ... ______Vorlesung18. und 21.Juni fehlen (Southside)______________

~B konstant ⇒ H = H0 +H1 +H2

H0 = ~p2

2µ + V (~R); H1 = −µB
~
~L · ~B

µB = ~q
2µ

H2 = q2 ~B2

8µ
~R2
⊥; ∆E0 ≫ ∆E1 ≫ ∆E2Interpretation des paramagnetsihen Termsmagnetishes Moment ~M, das zu einer Ladung q auf einer Kreisbahn gehört:

~M = q
2me

~L ⇒ QM: Operatorgleihung ~M1 =
q

2me
~Lso dass: H1 = − ~M · ~B

H1 entspriht also der Kopplung zwishen dem magnetishen Feld ~B unddem atomaren magnetishen Moment  H1paramagntishKopplungsterm: 62



Bemerkungen:� Die EW einer jeden Komponente des magnetishen Moments
(

q
2me

)

(m~) = mµB (m ist eine ganze Zahl, me ist Masse des Elek-trons)
µB gibt die Gröÿenordnung des zur Bahnbewegung gehörenden ma-gnetishen Momentes� Elektron hat auh einen inneren Spin ~MS = 2µB

~
~S , 2=g, gyroma-gnetsihes VerhältnisInterpretation des diamagntetishen TermsSei Drehimpuls=0(Grundzustand)  H1 = 0. Bleibt H2. Homogenes Ma-gnetfeld modi�ziert Wahrsheinlihkeitsstrom.Mit zugehörigem elektrishen Stromist magnetishes Moment 〈 ~Mdia

〉 antiparallel zu ~B verbunden → positive Kol-lungsenergie.Betrahte:
~Mdia =

(
q

2me
~r ×me~v

)

= q
2me

~r ×




~p− q ~A
︸ ︷︷ ︸

~pkanon.






= q
2me

[

~L− q~r × ~A
]Für l=0 →

︸︷︷︸

m=0

~L
︸︷︷︸









0
0
Lz









= ~0 (Eihung ~A = − 1
2~r × ~B)

⇒ ~Mdia = q2

4me
~r × (~r × ~B)

= q2

4me

[

(~r · ~B)~r − ~r2 ~B
]

~Mdia ist proportional zur Gröÿe des magnetishen Feldes. Es handelt sih umdas durh ~B induzierte magnetsihe Moment im Atom. Entgegen ~B− Rihtung
 ~B wird geshwäht (Lenzshe Regel).Kopplungsenergie mit ~B( ~B langsam angeshaltet)
−

B́

0

~Mdia~ezdB
′ = −

B́

0

dB′~ezB′ [(~r~ez) z~ez − r2~ez
]

~B′ = B′~ez

= − q2

4me
B2

2




z

2 − r2
︸ ︷︷ ︸

~r2⊥




 = q2

8me
~B2~r2⊥9 Streutheorie in der niht-relativistishen Quan-tenmehanikStreuexperimente: Information über Wehselwirkung (WW) zwishen (funda-mentalen) Teilhen. 63



� Spektrum der gebundenen Zustände� Verhalten in Streuexperimenten1. HohenergiephysikL<1fm ∼ 10−5A°E>16eVStreuprobenBsp: e+e− : LEP (CERN)∼200GeVPP:LHC 14TeV
PP Tevatron 2TeV2. KernphysikL∼ 10fm (atomkern)E∼ 1MeVBsp: Gold-Gold Kollisionen ∼ 100GeV  Quark-Gluon Plasma3. AtomphysikL∼ 1E∼ eVBsp: Optishe Spektroskopie4. Physik der kondensierten Materie
L ∼ →∞
E ∼ meV − eVBsp: Röntgenstreuung, Photoemission, Optishe Spektroskopie, Neutro-nenstrahlung9.0.1 Strahl von Teilhen auf Stationäres Targetskizze)Vorteil: Bei genügender Dihte des Targets voller Gebrauh des einlaufendenStrahlsNahteil:Energie im Shwerpunktsystem reduziertLaborsystem: E = 1

2mv
2Shwerpunktsystem: E = 1

2m
v2

4 · 2 = 1
4mv

2

64



9.0.2 Teilhenstrahlene gegeneinanderVorteil: Energie im Shwerpunktsystem E =
∑ StrahlenergienNahteil: Starke Fokussierung am WW-Punkt erforderlih, um genügend ho-he Raten zu erziehlenWir betrahten nur elastishe Streuung: Innere Zustände der Teilhen un-verändertPotentialstreuung: Folgende Annahmen für Streuung am target1. Teilhen hat kein Spin2. Innere Struktur der Teilhen unberüksihtig3. Target ist sehr dünn, Mehrfahstreuprozesse sind vernahlässigbar4. Keine Kohärenz zwishen an vershiedenen Target-Teilhen gestreu-ten Wellen5. WW zwishen Teilhen durh V (~r1 − ~r2)beshreibbar ⇒ im Ruhe-system des Shwerpunkts: Streuung eines Teilhens mitredzuzierterMasse µ am Potential V = V (~r), ~r = ~r1 − ~r2Niht-relativistishe Behandlung9.1 Stationäre StreuzuständeZwei Beshreibungsmöglihkeiten:1. Wellenpakete(�einzelnes Teilhen�)2. Stationäre Streuwelle (�Teilhenstrahl�)Beide äquivalent. 2. meistens einfaher. Zu 2.:

H = H0 + V (~r)

H0 = ~p2

2µAnnahme: V (~r) falle für |~r| → ∞ shneller ab als 1
|~r| .Suhe Lösungen ψ(~r, t) = ϕ(~r)e−iEt/~ mit Hϕ = Eϕ,

E > 0 (E=kinetishe ENergie weit weg vom Steuzentrum)
⇔
[
△+ k2 − V (~r)

]
ϕ(~r) = 0 (∗)mit U(~r) := 2µ

~2 V (~r) und E := ~
2k2

2µIm Allgemeinen: ∞ viele Lösungen von (*) zu gegebenem E!Idee: Randbedingungen entsprehnd der phyiskalishen Situation.Ansatz: Weit weg vom Streuzentrum V ⋍ 0 H ⋍ H0für groÿe |~r|:
ϕ
(diff)
k (~r) ⋍ eikz

︸︷︷︸

einlaufend

+ fk(θ, ϕ) ·
eikr

r
︸ ︷︷ ︸

auslaufend65



Erläuterung:� eikz , Ebene Welle in z-Rihtung� eikz , Teihenstrahl in z-Rihtunglöst (*) für groÿe|~r|� eikr

r , Kugelwelle (△+ k2
)
eikr

r = 0

fk(θ, ϕ)
eikr

r , Kugelwelle mit rihtungsabhängiger Intensität.
, Gestreuter Strahllöst (*) ebenfalls für groÿe |~r|� fk(θ, ϕ) löst Streuamplitude� Experiment: Bestimmung von |fk(θ, ϕ)|2Theorie: Zusammenhang fk(θ, ϕ)↔ V (~r)� Kann zeigen: Diese Randbedingungen �xieren Lösung eindeutig! (An-nahme an V (~r) wihtig!)Beshreibung durh Wellenpakete: (Zur Vereinfahung nur in z-Rihtung)

ψ(~r, t) =

∞̂

0

A(k)ϕ
(diff)
k (~r)e−iEkt/~dkA mit Maximum bei k0(bild mit peak an k_0, k x-ahse, A y-ahse)

ψ(~r, t) ⋍

ˆ ∞

0

dkA(k)eikze−iEkt/hbar +

ˆ ∞

0

A(k)fk(θ, ϕ)
eikr

r
e−iEkt/~Bewegung de Maxima: MIt vg = ~k0

µ und r groÿ, Zeinl.(t) = vgt,

rausl.(θ, ϕ, t) = −α′
k(θ, ϕ)

︸ ︷︷ ︸

<0

+vgt

t < 0 kein Maximum in auslaufender Welle.(bild von Welle wihe sih in z-Rihtung fortbewegt; bei Erreihen des Streu-zentrums hat die Welle eine Form, die sih niht so leiht interbretieren lässt;theta=Winkel vom Streuzentrum aus, Peaks in einem best. Abstand vom Streu-zentrum)9.2 Stromdihten, StreuquershnittInterpretation der Streuwellen als Teilhenströme:Zur Wellenfunktion ϕ(~r) gehöriger Strom:
~J(~r) =

1

µ
Re

[

ϕ∗ ~

i
~∇ϕ
]66



ϕ(diff), r groÿ:
ϕ(diff)
r = N






eikz
︸︷︷︸

ϕe

+ fk(θ, ϕ)
eikr

r
︸ ︷︷ ︸

ϕa







~Je = N2 ~k

µ
~ezFür

ϕa : ~∇ = ~er ·
∂

∂r
+ ~eθ ·

1

r

∂

∂θ
+ ~eϕ

1

rsinϕ

∂

∂ϕ
︸ ︷︷ ︸

für groÿe r unterdrückt
∂

∂r

eikr

r
= ik

eikr

r
− eikr

r2
︸︷︷︸

∼ 1
r2

→unterdrückt

~Ja =
N2

µ

~k

r2
| fk(θ, ϕ)|2 ~er

∣
∣
∣ ~Ja

∣
∣
∣ =

∣
∣
∣ ~Je

∣
∣
∣
| f(θ, ϕ)|2

r2De�nition des Stromquershnitts ≡ Wirkungsquershnitts
dσ
dΩ :=Ja·(△Ωr2)

Je
1

△Ω = |f(θ, ϕ)|2 = (Zahl beobahteter Teilhen im Detektor/
△Ω/ Zeiteinheit )/(Zahl einlaufender Teilhen/ Flähe F/ Zeiteinheit)Dimension: f ∼ L, dσ

dΩ ∼ Fläche!
σtotal :=

´

dσ
dΩdΩ = totaler WirkungsquershnittIm Experiment misst man Zählraten, die zu Je sowie zur Anzahl der Streu-zentren proportional sind.Wiederholung der letzeten Vorlesung:Stromdihten, Streuquershnitt

~Je = N2 ~~k
m

~Js =
N2

m
~k
r2 |f(θ, ϕ)|

2
~er

dσ
dΩ = |f(θ, ϕ)|29.3 Optishes Theorem

~Je = N2 ~~k
m räumlih konstant

~Js(~r) = N2~
|~k|
m ~er

|f(θ,ϕ)|2
r2 nur in auslaufender radialer RihtungStrom durh Flähe F nah auÿen

´

F
dF ~je = 0

67



ˆ

F

dF ~Js =
N2

~

∣
∣
∣~k
∣
∣
∣

m

ˆ

F

d~F~er
|f(θ, ϕ)|2

r2
=

| ~Je|
︷ ︸︸ ︷

N2
~

∣
∣
∣~k
∣
∣
∣

m

σtot
︷ ︸︸ ︷
ˆ

dΩ |f(θ, ϕ)|2Sheinbarer Kon�ikt mit Stromerhaltung!Lösung. INterferenzterm zwishen einfallender (φk(~r)) und gestreuter (ψk(~r))Welle.
~Jint =

~

2m

[(

φ∗k(~r)
~∇
i
ψsk(~r) + ψs

∗
k (~r)

~∇
i
φk (~r)

)

+ h.c.

]+ h.. = das gleihe nohmal nur hermitish konjugiertZiel: Zeige, dass der Interferenzterm einen negativen Beitrag in Vorwärtsrihtung(θ =
0) liefert.Wir sind nur am radialen Anteil (∼ ~er) bei θ = 0 interesiert.

~∇ = ∂r~er + ...~eθ + ...~eϕ

~∇ψsk = ~er∂r

(

Nf(θ, ϕ)
eikr

r

)

= ~erNf(θ, ϕ)

(
ik

r
− 1

r2

)

eikr + ...

~∇φk = ~∇
(

Nei
~k~r
)

= i~kNei
~k~rRadialer Anteil:

~er ~Jint =
N2~

2m









~∇
i ψ

s
k(r)

︷ ︸︸ ︷

e−i
~k~r ik

ir
f(θ, ϕ)eikr +

ψ∗
︷ ︸︸ ︷

e−ikr

r
f∗(θ, ϕ)









=
N2~k

2mr

[(

e−i
~k~r+ikrf(θ, ϕ) + k.c.

)

+
(

ei
~k~r−ikrf∗(θ, ϕ)cosθ + h.c.

)]

=
N2~k

2mr

[

eikr(1−cosθ) (1 + cosθ) f(θ, ϕ) + h.c.
]...fällt mit ∼ 1

rab.Für beliebige cosθ 6= 1 liefert der shnell oszillierende Phasenfaktor eikr nahFaltung mit dem Wellenpaket Ak0 (~k) Null.Der Beitrag nur im Bereih 1 ≧ cosθ ≧ 1− ǫ, ǫ≪ 168



ˆ

d~F ~Jint(~r) =
´

dΩr2~er ~Jint(~r) =
N2~k

2mr
r2

N2π~r

m

[
2

ikr
eikrx +

1

ikr

(
1

ikr
− x
)

eikrx
]ǫ

0

· f(0) + h.c.Term mit eikrǫ shnell oszillierend: trägt für groÿe r nah Faltung mit Ak0 (~k)niht bei. Stationäre Phase nur bei x=0. (Vernahlässigen Term ∼ 1
r2 gegenüber

1
r , da r ≫ 1 )

.... =
N2π~kr

m

[

− 2

ikr
f(θ = 0) + h.c.

]

=
N24π~

m
Im (f(θ = 0))

= −4π

∣
∣
∣ ~Je

∣
∣
∣

k
Im (f(θ = 0))

⇒
∣
∣
∣ ~Je

∣
∣
∣ σtot −

∣
∣
∣ ~Je

∣
∣
∣
4π

k
Im (f(θ = 0)) = 0

⇒ Optishes Theorem. σtot = 4π
k Im (f(θ = 0))Anmerkungen1. Bis Gesagtes gilt nur für Potentiale mit �endliher Reihweite�.Insesondere muss σtot endlih sein. (Gilt also niht für V (r) ∼ 1

r )Umgekehrt: Potential �unendliher Reihweiter�  σtot =∞2. Optishes Theorem gilt auh, wenn Teilhen bei der Streuung vershwin-den3. f hat immer Imaginärtiel, wenn Streuung auftritt4. Für k → 0 muss Im (f(θ = 0)) ∼ k, damit σtot niht divergiert.9.4 Integralgleihung für die gestreute WelleAufstellen einer Integralgleihung, deren Lösung die Wellenfktenen sind. die zuden Streuzuständen gehört.EW-Gleihung von H:
(
∆+ k2

)
ϕ(~r) = U(~r)ϕ(~r); V (~r) =

~2

2µ
U(~r) (∗)Annahme: es gibt eine Greenshe Fkt. G(~r) des Operators (∆+ k2

), so dass
(∆ + k2)G(~r) = δ(~r)69



 ϕ(~r) = ϕ0(~r) +

ˆ

d3r′G(~r − ~r′)U(~r′)ϕ(~r′) (△)mit ϕ0(~r) Lösung der homogenen Gleihung (∆+ k2
)
ϕ0(~r) = 0Erfüllt die DGL. (Anm: ∆ wirkt nur auf Variable ~r.)Denn

(
∆+ k2

)
ϕ0(~r) =

(
∆+ k2

)
ˆ

d3r′G(~r − ~r′)U(~r′)ϕ(~r′)

=

ˆ

d3r′δ(~r − ~r′)U(~r′)ϕ(~r′) = U(~r)ϕ(~r)Umgekehrt kann man zeigen, dass jede Lösung von (*) die Gleihung (△)erfüllt.Mit der rihtigen Wahl von ϕ0(~r)und G(~r) kann das asymptotishe Verhalten
ψk(~r) ∼r→∞ eikz + f(θ, ϕ) e

ikr

r in die Gleihung eingebaut werden.Die G±(~r) = − 1
4π · e

±ikr

r sind Lösungen von (∆ + k2)G(~r) = δ(~r) ._______Vorlesung 7.Juli fehlt__Vorlesung 09.Juli
V ≡ 0 Asymptotishe Verhalten

ϕ
(0)
klm ∼kr→∞ −

√

2k2

π
Y ml (θ, ϕ)

e−ikreil
π
2 eikre−il

π
2

2ikr

eikz =
∞∑

i=0

il
√

4π(2l+ 1)jl(kr)Y
0
l (θ)

=

∞∑

l=0

il(2l + 1)jl(kr)Pl(cosθ)9.4.1 Partialwellen im Potential V(r)
ϕklm(~r) = Rkl(r)Y

m
l (θ, ϕ) =

1

r
ukl(r)Y

m
l (θ, ϕ)mit ukl(r) Lösung der Radialgleihung

[

− ~2

2µ

d2

dr2
+
l(l + 1)~2

2µr2
+ V (r)

]

ukl(r) =
~2k2

2µ
ukl(r)mit Bedingung ukl(0) = 0Für groÿe r �ndet man

ukl(r) ≅
r→∞ C · sin(kr − l π

2
+ δl)Pasenvershiebung δl heiÿt Streuphase.Physikalishe Bedeutung der Streuphase70



Vergleih Partialwellen und freie Kugelwellen:
ϕklm(~r) ≅r→∞ C

sin(kr − l π2 + δl)

r
Y ml (θ, ϕ)

= −CY ml (θ, ϕ)
e−ikrei(l

π
2 −δl) − eikre−i(π2 −δl)

2irVergleih mit freier Kugelwelle: Modi�kation von ϕ(r)
klm  

ϕ̃klm(~r) ≅r→∞ −Y ml (θ, ϕ)
e−ikreil

π
2 − eikre−ilπ2 e2iδl

2ikr9.4.2 Streuquershnitt als Funktion der StreuphasenRotationssymmetrie um Streuahse bedeutet keine Abhängigkeit von ϕ
ψk(~r) =

∞∑

l=0

ϕ̃klBestimmung der Koe�zienten cl :Herleitung intuitiv:
V (r) ≡ 0 : ψk(~r) = eikzund Partialwellen=freie Kugelwellen

eikz =

∞∑

i=0

il
√

4π(2l + 1)jl(kr)Y
0
l (θ) (∗)

V (r) 6= 0 : ψk(~r)
ψk(~r) =

∑∞
l=0 i

l
√

4π(2l + 1)ϕ̃klo(~r) (△)Herleitung explizit: Zeigen, dass(△) die gesuhte Entwiklung ist
∞∑

l=0

il
√

4π(2l+ 1)ϕ̃klo(~r)

≅
r→∞ −

∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1)Y
0

l (θ)
e−ikreil

π
2 − eikre−ilπ2 e2iδl

2ikrMit e2iδl = 1 + 2ieiδlsinδl

⇒
∞∑

l=0

il
√

4π(2l+ 1)ϕ̃klo(~r)

≅
r→∞ −

∞∑

l=0

il
√

4π(2l+ 1)Y 0
l (θ)

[
e−ikreil

π
2 − eikre−ilπ2
2ikr

− eikr

r

1

k
e−il

π
2 eiδlsinψ

]
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⇒
∞∑

l=0

il
√

4π(2l + 1)ϕ̃klo(~r) ≅
r→∞ eikz + fk(θ)

eikr

rmit
fk(θ) =

1

k

∞∑

l=0

√

4π(2l + 1)eiδlY 0
l (θ)

⇒ Entwiklung (△) ist rihtigBerehnung des Streuquershnittsdi�erentiell.
σ(θ) = |fk(θ)|2 =

1

k2

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

l=0

√

4π(2l+ 1)eiδlsinδlY
0
l (θ)

∣
∣
∣
∣
∣

2

σ =

ˆ

dΩσ(θ) =
1

k2

∑

l,l′

4π
√
2l + 1

√
2l′ + 1ei(δl−δl′ )sinδlsinδl′

ˆ

dΩY 0∗
l′ (θ)Y 0

l (θ)

⇒ σ =
4π

k2

∞∑

l=0

(2l + 1)sin2δl =

∞∑

l=0

σl

σl ≡
4π

k2
(2l + 1)sin2δl

σl 6
4π
k2 (2l+ 1) PartialwellenunitaritätPartialwellen und StreuphasenbestimmungBestimmbar σtot: Annahme: nur δ0, δ1 6= 0

[P0(cosθ) = 1, P1(cosθ) = cosθ]
[

Y 0
l (θ) =

√
2l+1
4π Pl(cosθ)

]

dσ

dΩ
= σ(θ) = |fk(θ)|2 =

1

k2

∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

l=0

(2l + 1)eiδlsinδl · Pl(cosθ)
∣
∣
∣
∣
∣

2

fk(θ) =
1

k

∞∑

l=0

√

4π(2l + 1)eiδlsinδlY
0
l (θ)

δ0, δ1 6= 0
dσ
dΩ = 1

k2

∣
∣eiδ0sinδ0 + 3eiδ1sinδ1cosθ

∣
∣
2Beitrag von δ0 : isotropBeitrag von δ1 :∼ cos2θ ⇒ Messung ⇒ δ0, δ1Intferenzterm: ∼ cosθKonstistenztest: Tauhen höhere Potenzen in cosθ auf?72



9.4.3 Optishes TheoremWir hatten fk(θ, ϕ) =∑l(2l + 1)flPl(cosθ)mit fl = 1
k e
iδisinδl Pl(cosθ = 1) = 1

⇒ fk(θ, ϕ) =
1
k

∑

l(2l + 1)eiδlsinδlund Imfk(0, ϕ) =
1
k

∑

l(2l + 1)sin2δlMit σl = 4π
k2 (2l + 1)sin2δl und σtot =∑l σl

σtot =
4π
k Imfk(0, ϕ) Optishes Theorem10 Stationäre (zeitunabhängige) Störungstheorie10.1 ProblemstellungStörungstheorie anwendbar, wenn Hamiltonoperator von der Form

H = H0 +WEigenzustände und EW von H0 bekannt, und W ≪ H0

H0 : ungestörter Hamiltonoperator,W: Störung;Sei W unabhängig von der Zeit: stationäre Störung
W = λŴ λ≪ 1 (da W≪ H0)
λ= Entwiklungsparameter
Ŵ = Matrixelemente vergleihbar mit denen von H0Eigenwertgleihung von H0 :

H0|ϕip >= E0
p |ϕip >p: zählt Niveaus(Annahme: diskretes Spektrum)i: zählt Entartung

0 , ungestörtes Problem
|ϕip > orthonormiert, vollständig
〈

ϕip|ϕi
′
p′

〉

= δpp′δll′ orthonormiert
∑

p,i

∣
∣ϕip 〉〈ϕip

∣
∣ = 1 vollständigMit Störung: Suhe EW und EZ als Funktion von λ, ausgedrükt E0

p und
|ϕip >Hamilton-Operator mit Störung: H(λ) = H0 + λŴ(Skizze mit E0

i auf der y-Ahse und λ auf der x-Ahse)__________Vorlesung 14.Juli fehlt___________vorlesung 16.juli
En(λ) = E0

n + 〈ϕn|W |ϕn〉+
∑

p,i;p6=n

〈
ϕn|W |ϕ′

p

〉 〈
ϕ′
p|W |ϕn

〉

E0
n − E0

p

+O(λ3)

|ψn(λ) >= |ϕn > +
∑

p6=n

〈
ϕ′
p|W |ϕn

〉

E0
n − E0

p

|ϕip > +O(λ2)73



10.2 Störungstheorie bei Entartung
E0
nsei gn−fah entartete(gn ≥ 1, <∞)Prtoblem: |0 > ist niht mehr eindeutig festgelegt ǫ0 = E0

n da H0|0 >=
ǫ0|0 > kann durh jede Linearkombination der gn Vektroen |ϕin > (i = 1, ...gn)enfüllt werden.Störung : E0

nspaltet in mehrere Unterniveaus auf Anzahl der Unterniveaus
fn : 1 ≤ fn ≤ gn

fn < gn  einige Unterräume entartetAusgangspunkt:
H0|1 > +Ŵ |0 > − (ǫ1|0 > +ǫ0|1 >) = 0Projektion auf |ϕin >, i = 1, ...., gn :

〈

ϕin|H0
︸ ︷︷ ︸

E0
n<ϕ

i
n|

|1
〉

+
〈

ϕin|Ŵ |0
〉

− (ǫ
〈
ϕin|0

〉
+ ǫ0

〈
ϕin|1

〉
= 0

(H0ist hermitesh)  〈

ϕin|Ŵ |0
〉

= ǫ1
〈
ϕin|0

〉
(∗)

|0 >=∑gn
j=1 |ϕin 〉〈ϕin|0 >

 (∗)
gn∑

j=1

〈

ϕin|Ŵ |ϕin
〉

︸ ︷︷ ︸

gn + gnMatrixel.
︸ ︷︷ ︸

≡(Ŵ (n)

〈
ϕjn|0

〉

︸ ︷︷ ︸

V ek−el.d.Dim gn

= ǫ1
〈
ϕin|0

〉

⇒ wijϕj = ǫ1ϕi EW-Gleihung 〈.|W |.〉10.3 Gestörter harmonisher Oszillator10.3.1 Störung durh ein lineares Potential
H0 =

p2

2m
+

1

2
mω2X2mit den EV

|ϕn >und EW
E0
n = (n+

1

2
)~ωStörung:

W = λ~ωX̂ = λ~ω

√
ωm

~
X

λ≪ 1, ~ωX̂ ∼ O(H0)
H = H0 +W 74



Exakte Lösung:
V0 +H =

1

2
mω2



X2 + 2λ

√

~

mω
X +

(

λ

√

~

mω

)2



1

2
mω2λ2

~

mω

=
1

2
mω2






X + λ

√

~

mω
︸ ︷︷ ︸

X′







2

− 1

2
λ2~ω =

1

2
mω2X ′2 − 1

2
λ2~ω

⇒ Energie-EW:
En = (n+

1

2
)~ω − 1

2
λ2~ωStörungsentwiklung

X̂ =
1√
2
(a+ + a) W = λ

~ω√
2
(a+ + a)Ferner gilt:

a+|ϕn >=
√
n+ 1|ϕn+1 >

a|ϕn >=
√
n|ϕn−1 >Damit

〈ϕn+1|W |ϕn〉 = λ
~ω√
2

〈ϕn−1|W |ϕn〉 = λ
~ω√
2

√
n

En(λ) = (n+
1

2
)~ω + 0 +

λ2(n+ 1)

2

~2ω2

(−~ω) + λ2
~2ω2

2
n

1

~ω
+O(λ3)

En(λ) = (n+ 1
2 )~ω − λ2

2 ~ω + ....Bem: Terme O(λ3), ..vershwinden
〈ϕn−1|W |ϕn〉 = λ

√
h+1
2 ~ω

〈ϕn−1|W |ϕn〉 = λ
√

n
2 ~ω__________________________________

|ψn(λ) >= |ϕn > +λ
√

n+1
2

~ω
−~ω |ϕn+1 > +λ

√
n
2
~ω
~ω |ϕn−1 > +...=|ϕn > −λ√n−1

2 |ϕn+1 > +λ
√

n
2 |ϕn−1 > +...
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10.3.2 Störung durh quadratishe Potential
W =

1

2
ρ~ωX̂2 =

1

2
ρmω2X2 ρ≪ 1

H = H0 +W =
p2

2m
+

1

2
mω2(1 + ρ)X2 | · 1

2
mω2X2

ω′2 = ω2(1 + ρ)

En = (n+
1

2
)~ω′ = (n+

1

2
)~ω

√

1 + ρEntwiklung der Wurzel:
En = (n+

1

2
)~ω

[

1 +
ρ

2
− ρ2

8
+ ...

]Störungstheorie:
W =

1

4
ρ~ω(a+ + a)2

=
1

4
ρ~ω(a+2 + a2 + a+a+ aa+)

=
1

4
ρ~ω(a+2 + a2 + 2a+a+ 1)niht-vershwindende Beiträge:

〈ϕn|W |ϕn〉 =
1

4
ρ~ω(2n+ 1)

〈ϕn+2|W |ϕn〉 =
1

4
ρ~ω

√

(n+ 2)(n+ 1)

〈ϕn−2|W |ϕn〉 =
1

4
ρ~ω

√

n(n− 1)

En = E0
n +

ρ

2
~ω(n+

1

2
) +

ρ2

16
~
2ω2 (n+ 2)(n+ 1)

−~ω +
ρ2

16
~
2ω2n(n− 1)

2~ω

= E0
n +

ρ

2
~ω(n+

1

2
)− (n+

1

2
)~ω

ρ2

ρ
+ ....

= (n− 1

2
)~ω

[

1 +
ρ

2
− ρ2

ρ
+ ...

]
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10.4 Stark-E�ekt des Wassersto�atomsWassersto�atom in statishem el.Feld parallel zur z-Rihtung.Ws = qǫZ; ǫ =El.Feld1. quadratisher Stark-E�ektNiveau n=1, l=0,m=0 Grundzustand1. Ordung: 〈n = 1, l = 0,m = 0|n = 1, l = 0,m = 0〉ψ∞
ψ100 ∼ Y 0

0 = 1√
4π

W ∼ z, ψ100 rotationssymm.
= −qǫ

´

d3r|f(r)|2z = 02. Ordnung q2ǫ2∑n′ 6=1;l′,m′
|〈n′l′m′|z|n=1,l=0,m=0〉|2

(E1−En′) 6= 0denn es gibt n′l′m′ > mit entgegengesetzeter Parität zu |100 >
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