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Kapitel 1

Einfiihrung, einfache Probleme in einer

Dimension

Historisch: 1900 - 1925/27

Planck’sches Strahlungsgesetz bis Heissenberg/Schrodinger.

Kopenhagener Interpretation: Dualitdt zwischen Wellen und Teilchenbeschreibung fiir
Photonen und auch fiir jedes andere Teilchen. Beschreibung der Bewegung eines Teilchens

durch eine klassische Bahn ist nicht beliebig genau giiltig.

Schirm
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-

—> J

Intensitat

Abbildung 1.1: Doppelspalt-Experiment

Intensitéat ist nicht identisch mit der Summe der Intensitdaten durch Spalt 1 und Spalt 2.
Es gibt eine Interferenz und eine Wellenausbreitung. Was passiert wenn die einlaufende
Intensitat abnimmt? Wir beobachten das Eintreffen einzelner Teilchen, die individuell auf
dem Schirm registriert werden.

Intensitdt entspricht einer Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir Teilchen.
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Intensitit = Intensitat

Abbildung 1.2: Doppelspalt-Experiment mit jeweils einem geschlossenen Spalt

Bedeutung der Quantenmechanik in fast allen Gebieten der Physik

e Grundlage der Stabilitdt der Materie. Elektronen haben Fermistatistik.

Y(x1,72) ~ (22, 71)

Atombau, Chemie, Diskrete Atomniveaus

e Relativitéitstheorie und Quantenmechanik verbinden ergibt die relativistische Quan-

tenfeldtheorie. Daraus folgt die Existenz von Antiteilchen.

1.1 Elektromagnetische Wellen und Photonen

1.1.1 Zusammenhang zwischen Energie und Frequenz

Planck
EF=hy=hw

Die Strahlungsenergie in einem Kasten ist quantisiert.
Es gilt

h )
h= oy h =6.62-10"3* Joule - Sekunde
T

t2
Das Wirkungsquantum (Erinnerung: Wirkung = [ £L(q,¢,t) dt)

t1
Energiedifferenz von Atomniveaus

El - E2 = hwphoton
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Entsprechend bei Impuls und Wellenldnge. Bei der Compton-Streung gilt
vy+e—+vy+e 7= hk

Wobei k den Wellenvektor bezeichnet mit

- 2
k|l = —
i ==

1.1.2 Ausbreitung

Intensitéat (Energiedichte pro Zeiteinheit)
I(z) o< |E(x)*
Beitrag der durch Spalt 1 bzw 2 fallenden Welle: E(z), Ey(z) und damit

I(x) o< | By (z) 4+ By(2)|* o< I1(z) + Iy(x) + 2E1(z) - Ey(z)
——_— —

Interferenzterm

entsprechend fiir die Wellenfunktion
I(x) = Wahrscheinlichkeitsverteilung der Photonen auf dem Schirm

Die Bahn eines einzelnen Photons kann nicht angegeben werden.

Anmerkungen

(i) Superpositionsprinzip ist giiltig fiir Wellenphdnomene. Wenn Fi(x) und Es(x) Lo-
sungen der Maxwellgleichungen sind, so ist es auch E(z) = A\ Ej(z) + Ao Es(x). F

geniigt einer linearen Differentialgleichung, dies gilt auch in der Quantenmechanik.

(ii) Eine groke Zahl von Photonen (oder Experimenten) fiir das Interferenzmuster er-

forderlich.

(iii) Wichtigster Unterschied: Elektromagnetisches Feld ist reell! Gelegentliche Beschrei-
bung durch komplexe Zahlen ist nur ein Trick.
In der Quantenmechanik ist (1) und (1)) wesentlich.

1.1.3 Spektralzerlegung

Polarisiertes Licht mit Ausbreitungsrichtung z und Polarisation €),.

7



0 Analysator in x-Richtung
Licht

A
% gp
e

Klassisches Resultat

e nach P : Licht polarisiert in €, Richtung.
E(F,t) = Eoé, exp (i(kz — wt))

I x E}

e Nach Analysator:
E = E\&, exp (i(kz — wt))

wobel

Ey = Eyé, - €, = Eycost

I' x E} = E2 cos* 0

Quantenmechanik Das Photon wird im Analysator gestoppt ( mit Wahrscheinlichkeit
sin? #) oder durchgelassen (mit Wahrscheinlichkeit cos? 6 ). Einzelwahrscheinlihckeit kann
nicht mit Sicherheit vorhergesagt werden. Nach dem Analysator wiirde das Photon weitere

Analysatoren (beziiglich z—Richtung) mit Sicherheit durchlaufen. Nach dem Analysator
A ist es in einem Figenzustand.

Fiir den Analysator A gibt es zwei Eigenzustinde, mit Polarisation in Richtung e, und
Polarisation in Richtung €,. Fiir diese Eigenzustdnde ist das Messresultat in A sicher:

Durchgang (€,) oder Stoppen (€,).

Jeder Zustand mit Polarisation €, kann in Eigenzustande von A zerlegt werden
€, = cos 0, + sin O¢e),

Spektrale Zerlegung nach Eigenzusténden.



1.2 Materiewellen

de Broglie: Ubertragung des Konzepts der Dualitit von Welle und Teilchen von Photon

auf beliebige Teilchen mit Masse.

(i) klassische Trajektorie 7(t) wird ersetzt in der Quantenmechanik durch eine zeitlich

verdnderliche Wellenfunktion (7, t)

ii) Wahrscheinlichkeitsdichte, gegeben durch |¢(7,t)|?, das Teilchen am Ort 7 zur Zeit
(i) geg

t zu finden. Daraus folgt mit Normierung

e

(iii) klassische Bewegungsgleichung — Schrodingergleichung

Schrodingergleichung

—h—2Aw(f’, t) + V(7 )0(F, t) = ihdyp(7, t)

2m

Dies ist eine partielle DGL, die linear und homogen ist. Es gilt also das Uber-
lagerungsprinzip.
1.0rdnung in ¢, Anfangswertproblem = (7, t)|;=s, bestimmt (7, t) fir alle ¢.

1.3 Wellenpakate

1.3.1 Freies Teilchen

2
V=0:  ihdu(Ft) = —;—mw(ﬁ )

DGL mit konstanten Koeffizienten. Losungsansatz :
V(7 t) = Aexp (z(lg T — wkt)>

Dies ist eine ebene Welle. A, k ist beliebig. Die DGL liefert

hk? 2
Wy = —— (ﬁE — p—)

" 2m - 2m
[9]? = |A|* = const

9



nicht integrierbar, da [ [A]* dV = cc.
Lineare DGL: Jede Uberlagerung von Losungen mit verschiedenen k und Gewicht als

Funktion von £ ist wieder eine Losung.

Wellenpaket
1

D7) = —— / g(k) exp (z’(EF— wkt)> dk
(27)2

Dies ist eine Losung der Schrédingergleichung.

Bei fester Zeit to (ty = 0 per Konvektion).

g(k) = F (4(7,t = 0))
Bemerkung: F (1) bezeichnet die Fouriertransformierte von .

—

. 1 Tt — 0)
g(k) = o) /exp(—zk -F)(rt=0) d

zu einer festen Zeit (¢ = 0) kann zu ¢ immer die Fouriertransformierte angegeben werden.
Die Gleichung ¢(7,t) = —15 [ g(k) exp (i(EF— wkt)) dk legt dann (7, t) fiir alle Zeiten

3
(2m)2
fest. Die Gleichung gilt jedoch nicht bei Anwesenheit eines Potentials.

N

1.3.2 Zusammenhang zwischen ¢ (z,t = 0) und g(k)

Dies wird eindimensional besprochen.

Zusammenhang der Breite von ¢ und g.
Ansatz (0.B.d.A.)

Annahme
(1) g sei glatt und nur im Intervall [k — &%, ko + £%] wesentlich von Null verschieden.

(2) a(k) variiert nur wenig in diesem Bereich . Taylor Entwicklung:

a(k) = alky) + (k — kO)j_]O;‘k:_ko

Definiere

do
Xo = _alk:ko

10



lg(R)[ A

i )

- \/% / lg(x)| exp (i(a(ko) — (k — ko) Xo) + kor — kox + kx)) dk

= exp (i (afk) + o) <= [ lat@)lexp i (k= ko) (2 = X)) dk

Falls © = Xj. nur positive Beitrége |¢| wird maximal.

Falls |z — Xo| >> &;. viele Oszillationen im Integrationsgebiet = |¢| klein.

Beispiel Sei nun

11
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Re(abs(g)*exp((i*(k-k0)*(x-x0)))
Q
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Abbildung 1.3: Die Breite des Wellenpakets ist Ak

Starke Oszillation liefert also kleines Integral. Maximum des Wellenpakets im Ortsraum

beion— &

d . .
7 ‘k:ko. Breite im Ortstraum

1

Ar ~ —
T Ak

Aus der Mathematik bekannt gibt es bei Fouriertransformationen den Zusammenhang
ziwschen f und f = F(f). In der Quantenmechanik p = hk. Zusammenhang zwischen

der Breite von

AN

dN
dz

w0 = 0w

Y(x,0) = \/%/i(p, 0) exp (ip%) dp  g(k) = %1]3

1.3.3 Zeitliche Entwicklung eines freien Wellenpakets

Ebene Welle ¢ (x,t) = exp (i(kx — wt)) wobei i.A. w = w(k) die Dispersionsrelation
beschreibt.
Ebene Welle: von der Form f (:c — %t)

w

v(k) = 7 = Phasengeschwindigkeit

12



Bei elektromagnetischen Wellen im Vakuum
w = c|k|
Uberlagerung von Wellen mit verschiedenen k fithrt zu

fi(z —ct) + folx + ct)

Wellen im Medium: Phasengeschwindigkeit

c
k)= ——
USO( ) n( )
Wobei n(k) den Brechungsindex beschreibt.
In der Quantenmechanik
hk? hk
wk)=-— = v,(k) = —

- 2m 2m

Welle im Abschnitt 2

¢maat>——;7%;L/Wg<xn exp (i (a(k) — w(k)t) + ikz) dk

Es wird a(k) durch a(k) — w(k)t ersetzt.

verschiebt sich um

‘Xmax(t) Xmax(o)’ —k|k=kot
Die Gruppengeschwindigkeit
. dw . hk’o B Po
vako) = Feleow = T =

wie das klassische Resultat.

13



1.4 Zeitunabhangiges Potential

1.4.1 Seperation der Variablen 7,t = stationare Zustande
Schrodingergleichung

HO(FA) = — 1 AG(F ) + V()

Wahle einen Produktansatz

Also

x(t)  o(r)

Da jeweils beide Seiten Funktionen unterschiedlicher Variablen sind, miissen sie die gleiche

- 2m

O S N L)

Konstante ergeben. Wihle als Konstante Aw.
(a) Losung fiir x(t)
ihdx(t) = hwx(t)

X(t) = Aexp (—iwt)

(b) Losung fiir ¢(7)

2

I A7)+ V(Pp() = ()

Nach Planck, Einstein gilt £ = hw. Dann

Zeitunabhangige Schrodingergleichung
h? .
(~o 0+ V() ) () = Bl

Dies ist eine Eigenwertgleichung zum Operator

H = (_%A + V(f’))

mit Eigenwert F und g Eigenfunktion.

Es ist also



ein stationédrer Zustand. Fiir ein festes w ist die Wahrscheinlichkeitsdichte |¢|? un-

abhingig von der Zeit.

Die Schrodingergleichung gibt uns die Zeitentwicklung der Wellenfunktion und die Zeitun-
abhéngige Schrodingergleichung liefert uns die stationdren Zustinde und deren Energien.

Uberlagerung von stationéren Zustinden

Hpy(7) = Enpn(T)

Die stationaren Zustande sind
E,
U (7 1) = @n(7) exp (—ift)

Dann ist 5
) = n¥n r - _nt
8070 = el oxp (73

fiir beliebige komplexe ¢, Losung der Schrédingergleichung. Dann ist [¢(7,t)[?

im Allge-
meinen zeitabhéngig. Beispiel: Zwei Energien Ey, Es. Spater: Jede Losung der Schrodinger-

gleichung kann in der Form ¢(7, ) = Y ¢, (7) exp (—i£2t) geschrieben werden.

1.4.2 Stufenpotentiale (qualitativ)

Idealisierung von Stufenprozessen.
Eindimensionale Bewegung : Klassisches Teilchen lduft weiter, solange £ > Vj oder zuriick
falls £ < Vj.

Die stationére Schrodingergleichung liefert

n* d?
s V@) 90 = Bo(o)
2 2m
st (B V(] plo) =0
Analogie zur Optik:

d2  n?d?

[@ - ?@} E(z)exp(—iwt) =0

& nPw?
[@ 02 :| E(l‘) =0

Wellengleichung im Medium (n =Brechungsindex). Grofer Brechungsindex entspricht

einer kleinen Phasengeschwindigkeit.

15



Ubertragung in die Quantenmechanik:

2
gyt

h? c?

Eine abrupte Zunahme von V entspricht einer Abnahme von n?.

> (0 transparenten '
n? Medium , z.b. Glas, Luft bzw. Metall.

<0 totalreflektieren

. exp(tikr) k=%2vn2 n*>0
Ausbreitung ¢

exp(£pz) p=<v-n? n* <0
Beispiele
(a) Stufe
AV,
) kleines n?
grofses n
Abbildung 1.4: 1. groes n? und 2. kleines n?
Brechungsindex :
c c
Da

E>Vy = ni>n3>0

Teilreflexion an der Grenzschicht zwischen zwei Medien mit verschiedenen n ( klas-

sisches Teilchen lauft langsamer weiter)
0<E<Vy = ni<0 TLQ:Z.% 2m(V — Ey)
Totalreflexion! aber trotzdem ein Eindringen in die Grenzschicht.

(b) Barriere

16



Vo

Fir 0 < E < Vj : klassisches Teilchen hat Totalreflexion am Rand. Optik: Welle
dringt von 1 nach 2 ein, lduft zum Teil weiter nach 3, wird aber zum Teil auch
reflektiert.

(c) Topf

—Vo

O & ¢

Sei —Vy < E < 0: klassisch : beliebige Energien —V < £ < 0 sind zulédssig nach 1,3.
Optik: oszillierende Wellen nur in 2, Dampfung in 1, 3.
Losungen nur fiir diskrete Werte von k.

E > 0 teilweise Transmission, teilweise Reflexion.

1.4.3 Stufen-Potential (quantitativ)

V sei konstant

(1)
E>V  p(x) = Aexp(ikx) + A exp(—ikz)

A, A’ komplex, beliebig, % =F-V

E <V  p(x) = Bexp(pr) + B exp(—pzx)



Anschlussbedingung bei Sprungstelle Ersetze den Sprung durch glatten Ubergang

im Intervall [—¢, ¢]. Integriere die Schrodingergleichung von zq — & bis z¢ + €

zo+e d2 9 xo+e
m
el dx= 0 [ (Vi) - B) (o) dx
To—¢€ Tro—€ beschrankt
xo+€
om V. E d 0
2 (Ve(x) — E) () Xj
xro—€
To+e
2 d d
[ @) dx= (oo +2) = (oo <)
xro—€
— 0
e—0

Daraus folgt, dass die Ableitung stetig ist an der Grenze. Ebenso ist ¢(z) stetig (Integral

einer stetigen Funktion). Ferner gilt
2 d2

2m
@Q@(I + 50) — @Q&(CL’O — 5) = ﬁAdeo)

Dies ist nicht unabhéngig, sondern folgt aus den Stetigkeitsbedingungen und der Schrodinger-

gleichung.
Zusammengefasst haben wir also die Bedingungen

() ist stetig (Bed1)
¢'(x) ist stetig (Bed2)
d? d? 2m
@90(13 + €0) — @90@0 —g) = ﬁAV{f@?O) (Bed3)
Beispiele
(a) Stufe bei zp =0 E >V}
Wir setzen an
2mkE . .
ky = = 1(x) = Ay exp(—ikix) + A exp(ikox)
2m(E — V¢ . .
ky = % o(1) = Agexp(ikqx) + Al exp(—ikox)

18



Die Bedingungen Bed1 bis Bed3 liefern nun

A+ AL = Ay + A, (1.1)

Die Bedingung Bed3 ist wegen der Wahl von k;, k; und Bed1 erfiillt.

e Die Normierung ist unbestimmt = nur Verhéltnisse von A, A’ oder man setzt

A =1

e wihle A, = 0 als Randbedingung = im zweiten Bereich nur auslaufende
Welle.

1+ A} = A
ki(1— A} =k Ay

Dies liefert

ki — ko
A=
Uk + ke
2k
Ay —
2 ky + ko

Wir haben also als Losung

(2) exp(ikiz) + ii;i; exp(—ikiz) =<0
) —

) 2k
k1+ko

exp(ikqx) x>0

Die Intensititen sind oc |p|?. Die reflektierte Intensitit lduft mit dem Reflexionsko-

ky — Ko\
R ( 1 2)
ky + ko
Der Transmissionskoeffizient betragt

2
T:( 2k ) .k2: 4k ks
ki + ko

effizient

ko (ky + ks)?

Der zusitzliche Faktor %2 ist das Verhiltnis der klassischen Geschwindigkeiten bzw

k1
der Stromdichten.

19
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O @ O

Abbildung 1.5: Potentialtopf

Wir sehen
R+T=1

Stufe bei zop = 0 mit £ < 1}

. C2m(Vo— E
ko — 1py =1 %

Die Losung ist dann

o2(x) = Byexp(ps) + By exp(—pa)

Forderung By, = 0 = exponentieller Abfall im verbotenen Bereich.

Normierung : A; = 1. Die Losung fiir A} wie zuvor mit ky = ip,. Der Reflexionsko-
effizient liefert )
ki —ips

Al2:
| 1’ k1+2[)2

Transimssion ist also 7" = 0.

Aénderung der Phase : Phasensprung liefert Laufzeitunterschied.

exp(ikyx) + B2 oxp(—ikyz) 2 <0

_ k1+ip2
ple) =
% exp(—pa) x>0
Fiir die Phase gilt
ki —ips . 02
= exp(—2¢0 tan(d) = ==
ki +ipo p( ) ©) k1

Potentialtopf mit —Vj < E < 0 zu sehen in 1.5

Hier haben wir

20



p1(z) = Brexp(pr) + By exp(—px)
¢3(x) = Byexp(pz) + By exp(—pzx)
(

po(z) = Agexp(ikz) + A} exp(—ikz)

2mE
P=A\— 72
2m
k= ﬁ(%—i_E)

Damit die Losungen im unendlichen verschwinden, folgt
B =B3=0

Es gibt weiterhin vier Konstanten und mit den Anschlussbedingungen folgt

By exp (—%) = Ay exp (—kg) + Al exp (zk%)
pexp (—%) = ikAy exp (—k%) — ik Ay exp (zk%)

B ik +p , a
A2 =B ( 2ik )eXp ((Zk_p)ﬁ)

;L itk —p e a
A2—B1< 577 >exp( (zk+p)2>

22 k

) (k = p> p(ike)

Da || 42| = 1 ist dies also nur ein Phasenunterschied, B fillt raus.
2

Entsprechend bei x = 5. Ersetze also p — —p,a — —a.

Daraus folgt

22 ik
A, ik—l—p> exp(—ika)

Normierung ist zunéchst unbestimmt, aber Forderung der Normierbarkeit liefert

B} = B3 = 0. Daraus folgt eine Eigenwertgleichung fiir £ aus der Forderung

ik —p oo [ik+p .
(ik: +,0) exp(—tka) = <zk: — p) exp(ika)

Dies ergibt umgeformt

21



Eigenwertgleichung fiir die Energie

(ik —L )2 — exp(2ika)

ik +p

2m 2m

B2 <_E>

Es gibt zwei Losungstypen ( Gerade und ungerade).

Fall 1 i
s exp(ika)
Fall 2 ,
ZZ _T_ g = —exp(ika)
Winkelfunktionen:
° :
Z i_ zz = exp(2i6)

Wobei 6 die Phase von k + ip ist.

tan(0) = % <= arctan(f) = %

exp(ika) = exp(2if) <= exp (zk%) = exp(if)

Dies liefert

Umformen liefert

ka
tan (7) >0 =

Der zweite Fall liefert analog

(5)
tan > <0 =

Die graphische Losung ist in 1.6 zu sehen.

2

(k:a)’ k 2mV,
cos| — || =— ko =

sin @ —E
2 ) ko

22
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Abbildung 1.6: Graphische Losung

Gerade und ungerade Losung fiir ¢(x) mit wachsenden vy bzw ko wird die Gerade

immer flacher. Es gibt also immer mehr Losungen bei etwa n?. Fiir sehr tiefen Topf
B 1 (mrh) 2
2m \ a

Verhalten von Wellenpaketen bei der Streuung Zeitunabhéngige Losung

exp (ik17) + Bk exp(—ikix) = <0

_ k1+ko
P o :
P exp(tkax) x>0
Weiterhin
2m hk?
=M =Ygy w=g

Fiir die zeitabhéngige Losung gilt

%27 / gk ), () exp(— i, 1) dk,

wobei g(ki1) bei kg konzentriert ist. Verhalten im Ortsraum {iber die Bedingung der sta-

tiondre Phase.

Bereich x < 0 Zwei Beitrage

d_lgl (kl.T - (A}klt) ’klzko =0

hky
— (ZL‘ — Wt) |k:1:k:0 =0

23



A \I/(:L‘, t)

ys

A\IJ($, t)

/ \ X

Abbildung 1.7: Graphik der einzelnen Bereiche

¥ (x,t) hat ein Maximum bei

x:%t — t <0
m
* hk
T =——2¢
m

Mit der Forderung = < 0 folgt ¢t > 0. Zu sehen in Bild 1.7.

Bereich =z > 0

d
d_kl (kgl' — wklt) ‘klzko =0

m m
VR - ViR
2mVy h 2(Ey — V, h2 k2
x=/k2 - myo v, _ Mt B, = 10
h?2 m m 2m

gilt also fiir ¢t > 0.
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Kapitel 2

Mathematische Hilfsmittel

Wellenfunktion 1 (z,t), |4 (x, t)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte als Funktion vom Ort.
Alternativ ¢, |1)|? als Funktion des Impulses.

Alternativ: Angabe von F, (falls Energie-Eigenzustand) oder des relativen Gewichtes.
Verschiedenartige Beschreibungen der gleichen Messungen. Erwartungswert des Impulses
(Mittelwert)

() = / 5 ()pd(p) dp
_ / v (@) S 00() dx

Ziel: Abstrakte Beschreibung eines Zustands (statt Bahnkurve in der klassischen Physik)
als Element eines linearen Raums (Hilbertraum) und der Messgrofen (Observable) durch
hermitesche (genauer : selbstadjungierte) Operatoren unabhéngig von der Basis. Messung

<= Matrixelement.

2.1 Wellenfunktion als Zustandsraum

2.1.1 Zustandsraum F

Wir betrachten den L?,den Raum der quadratintegrablen Funktionen. Oft zusitzliche Ein-
schréanken, abhéngig von der Problemstellung. (z.b. stetig, diffbar, beschriankter Tréager).
Sei

F = {geniigend regulire Funktionen € L?}

e F soll ein linearer Raum sein
— 1,y € F = 1 = M1 + \athy € F da |1h]? ebenfalls integrabel ist.
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Beweis:

[0 = AP ]? 4 (Aol [eba]* + 2R (A - Agpn - ¢3)
< ’)\1)\2 (|1/}1‘2 + |?/12|2)

Da 91,1, € L? ist dies also endlich.

— Skalarprodukt:
(v.0) = [ ¢ ar
Es gilt
(0, 9)" = (¥, )
(p,9) ist tincar beziiglich v — (0, M) = A (e, )
antilinear © (Ao, 1) = A* (¢, )

Falls (p,%) =0 <= ¢ und 1 sind orthogonal. Ferner (¢,9) =0 <= ¢ = 0.
Weiterhin definiert das Skalarprodukt eine Norm | - | mit

W1 = (%)

Schwarz’e Ungleichung
| (1, ¥2) < [ ]]4e]

Beweis: Betrachte

L ()
=1 (%7%)%

o (1, 00) (W2, 2) > (1, 92) (W2, 1)

e Lineare Operatoren

Lineare Abbildung A : ¢(7) = Ay (r) mit ¢, p € F wobei
A M1+ Aot2) = M AY + Ao Any

Beispiele

— Ortsoperator X= Multipliziere mit x.
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— Ableitungsoperator

D(e,,2) = +-0(w,y.)

— Paritatsoperator
Hiﬂ(% Y, Z) = ¢(—$, -y, _Z)

— Hamiltonoperator

K2V/2
H@/J(ZE,y,Z) - (_ QTV)’L +V(Iaya Z)) ¢($ay’2)

Anmerkung: Ein Operator A ist im Allgemeinen nicht fiir alle Zustédnde definiert.

Beispiel

V() = @ajm

mit [ |¢|*dx =1 aber [ 2?1)]* dx — co. Also ist z1)(x) kein normierbarer Zustand.

Produkt AB definiert durch

(AB) () = A(By(r))

Im Allgemeinen
AB # BA

Definiere hierfiir den Kommutator

[A,B] = AB — BA

Beispiel
. d d dy  dzy
D - _—— = _—— = —
[, Da3p(7) (xd:r; dxm) v xd:c dx v

Also

[z, D] = —1
oder 5

[:1:, Z,Dx} =1ih



2.1.2 Orthonormierte Basis
Vektor wird charakterisiert durch Komponenten bzgl einer orthonormierten Basis {u; }, u;(7) €

F,io=1,....,nund

(us; uz) = b

{u;} ist eine Basis von F, wenn jedes ¢ € F geschrieben werden kann als

V() = ciual(7)

i

Berechnung von ¢;

Ci = (u@,w(f’))

e Skalarprodukte in Komponentenschreibweise
@:Zbiui ¢:Zciui
Dann
(p,9) = 3 biei
(W 9) =3 leil?

e Vollstéandigkeitsrelation Fiir jede Funktion ¢ € F gilt

Also folgt mit ¢(7) = [¢(7)d(F —7)

Dies gilt, da 1 beliebig war. Dies nennt sich Vollstindigkeitsrelation
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2.1.3 Ebene Wellen und andere verallgemeinerte Basiszustande

e Ebene Welle v,(z) = \/217 exp (£2). p ist hier ein kontinuierlicher Index und v, & F.

Zerlegung eines Wellenpakets nach ebenen Wellen entspricht einer Entwicklung nach

Basis {v,}, dies ist eine Fourier-Transformation (Betrachte eindimensionalen Fall).

Y(z) = \/ﬁ / Y(p) exp(ipz) dp

exp(ipx)

Cq

i Usg

und ebenso bei der Riicktransformation.

Parseval’sche Identitdt
@) ax= [ @i ap = w.v) - >laf

Diese sind auch vollstdndig und orthonormal.
e Weiteres Beispiel ist {&,,(z)} mit &, (x¢) = 0(z — x0)
e beliebige kontinuierliche Basis {w, }

— orthonomiert (w,,wg) = é(a — )

— vollstandig [ wi(z)wa(2") da = d(z — ')

e gemischte Basis aus diskreten und kontinuierlichen Basisvektoren. Potentialtopf :
{wg,} : E < 0 endliche Anzahl von Zustdnden mit £ < 0. {wg} : £ > 0 unendlich
viele kontinuierliche Losungen mit £ > 0.

Mégliche Basis {wg, , wg} .

Eigenschafter einer gemischten Basis {w,, u; }

— orthonomiert
(uiyu;) =0;;  (wa,wg) =d(a—B)  (u,wa) =0
— Vollstandigkeitsrelation

Z wi(z)u; () + /w;(x)wa(x') da=0(z —2')
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2.2 Dirac-Notation

2.2.1 Einfiihrung

Der Zustand eines Teilchens wird durch die Wellenfunktion ¢ (z) oder ihre Komponenten

beziiglich einer Basis beschrieben.

Basis Index Komponenten Y(r) Bezeichnung
Uu; i 1 > e Allgemeinen
V() P U (p) [4b(p)v, dp Impulsdarstellung mit ebenen Wellen
Exo o P(x) [ h(20)&z (x) dxo Ortsdarstellung
wg,(z) B, Cn > chwg, () Energiedarstellung
wg(z) E c(E) [ c(B)ywg(z) dE Energiedarstellung

Wechsel zwischen Impuls und Ortsdarstellung iiber F'T.

2.2.2 Ket und Bra Zustande

Beschreibung eines Zustandes ohne Bezug auf Ortsvariablen .

(a) Ket ist ein Element des Zustandsraum, wird bezeichnet mit |a).
Y(r) e F <= [¢) .
Ket [1)) bezeichnet den Zustand ohne Bezug auf ein spezielles Koordinatensystem

oder eine Basis.

Es gilt fiir Ay, Ay € C
A1 + Aapa) = A1) + Aalw2)

(b) Bra (1] ist ein lineares Funktional (Element des Dualraums), das jedem Ket |¢) eine

komplexe Zahl zuordnet.

(Ylp) e C
Dies entspricht dem Skalarprodukt (1, ¢).
(W[ : F=C:(4,)
Es gilt
(¥le) = (pl)”

(VA1 + Aapa) = A (Y1) + Ao (| p2)
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2.2.3 Lineare Operatoren

Ist A ein linerer Operator (im endlichdimensionalen Raum entsprechend einer Matrix),
dann ist A|[¢)) wieder ein Ket-Vektor und (¢|(A|y)) ist einerseits ein Skalarprodukt
von (¢| mit (Al¢)) aber andererseits kann dieser Ausdruck als Matrixelement aufgefasst

werden.

Beispiel Gegeben sei 1), und (¢|,. Dann definiert

|61 (¢l

einen linearen Operator fiir ein beliebiges Ket |1)) mit

[6)1 (¢l [¥)

Erinnerung an komplexe Vektoren (ay, . .., a,)", (b1, ..., b,)T. Das Skalarprodukt ist definiert
iiber

afbl Ce aZbl

af.bzza;bi boaf =
aib, ... a;b,

n

Die letzte Operation nennt man auch dyadisches Produkt.

Als wichtigstes Beispiel hierfiir gilt der Projektor. Es sei dafiir (¢)|¢)) = 1. Dann definiere
den Operator

Es ist
Py o) = [¢) (¥ |9)

die Projektion von ¢ auf 1. Eine Eigenschaft von Projektoren ist (trivialerweise)

P =P,
Im R? kénnen wir beispielsweise
0
a=10
1
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betrachten. Dafiir ist der Projektor

.
I
ST
2y
I
o O O
o O O
_ O O

Jeder beliebige Vektor ¢b wird durch diesen Projektor auf bsé, abgebildet (wenn b die

3-Komponente ist).

Allgemein: Es seien |¢),,...,|¥), orthonormierte ket und
(ilihy) = 64
Damit ist

P= " [, W

1<i<d

der Projektor auf den durch die Vektoren aufgespannten Raum (die Projektoreigenschaft

lasst sich leicht nachweisen).

2.2.4 Hermitesch konjugierte (adjungierte) Operatoren

Sei A ein linearer Operator. A angewendet auf |1} liefert A |¢)). Die Wirkung auf (¢| liefert

(¢| A. Diese Definition muss aber bestimmte Eigenschaften erfiillen. So ist festgelegt, dass

(ol A) [¥) = (¢l (Al¢))

fiir alle ¢. Wir schreiben abkiirzend in Analogie zur Matrix-Notation

(o] Ald)

Zu A existiert ein adjungierter Operator AT, welcher definiert ist durch
(6| AT} = (0] Al9)
(Analogie bei Matrizen: (M'); ; = M;;) Achtung Es ist zwar
|Ap) = A )

aber

(Ag| = (g] AT
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wie auch fiir komplexe Zahlen \

(M| = A" (]

Es gelten einige Eigenschaften:

(AN'=4 (A =x4al  (4AB)' = Bl Al

Spezieller Operator |u) (v| Der adjungierte Operator wére dann

(lw) (W))" = [v) {ul

Fiir beliebige ¢ und 1 gilt

[6) () (WD) [) = ((¥lu) (v]))" = (¥lv) (ulg)

Speziell ist
(Ju) ()" = Ju) {u|

Solche Operatoren mit AT = A nennt man hermitesche Operatoren. In Matrixschreibweise

erfiillen sie also

(@l AlY)" = (Y] Al9)

2.3 Darstellungen im Zustandsraum

Die Wahl einer Darstellung enstpricht der Wahl einer orthonormierten Basis im Zustand-
sraum. Dies ist eine Menge von Kets. Die Zustidnde werden dargestellt durch die Kom-
ponenten beziiglich dieser Basis. Es reicht also auch, nur die Komponenten anzugeben.
Operatoren entsprechen dann Matrizen. Zu beachten ist, dass diese Basen auch kon-
tinuierliche Indizes haben konnen.

Seien jetzt |u), eine orthonormierte Basis. Das bedeutet
(uilus) = 0

und, dass jeder Ket eindeutig als Linearkombination dieser Vektoren dargestellt werden

kann (Vollstandigkeit), also
) = Z ¢ |u);

Diese Eigenschaft ist dquivalent zur Forderung

ZB:]I P = |u); {ul,



Beispiele:

(1 19) = (8111 = (0l (3 lu)s () 1) = D (o1 ), Gul, o)

Dabei entspricht |1)) der einspaltigen Matrix
(uly [¥) c1

{ul, [¥) Cn

und (¢ gerade der einzeiligen Matrix
(et o wll),) = (e )

Wir konnen auch Operatoren A in dieser Basis darstellen. Seine Elemente sind gegeben
durch
Ay = (ul; Alfu);

Das Ergebnis eines Operators - also A [¢)) - kann auch dargestellt werden:
(ul; Aly) = Z Aije;

wenn c¢; die Komponenten von 1 sind. Auferdem ist

(Pl Aly) = Zb*AUCJ

wenn b; die Darstellung von ¢ ist und ¢; analog die Darstellung von . Fiir adjungierte

Operatoren gilt
T opx

Basiswechsel

Fiir den Ubergang von einer Basis {|u),} zur Basis {|t),} bendtigen wir vor allem die

Darstellung der neuen Basisvektoren beziiglich der alten Basis. Also

|t = Z (ul; [0)y [u);
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Wir definieren dafiir eine Matrix S mit
Sik = (ul; [t),

welche diesen Basiswechsel vollstdndig definiert. Vor allem ist

(ST)M = Sji, = (tl), |w);

also gerade die Matrix, welche den Riickwechsel der Basis angibt. Auch ist S unitér, also
SSt =515 =1 St=gt

denn

(SS1),; =D Gul; [£), (¢l fw); = (ul, T [u); = 65

k

Dies entspriache den Drehmatrizen (orthogonalen Matrizen) im reelen Vektorraum. Der
Begriff wurde jetzt auf allgemeine Drehungen von komplexen Vektoren ausgedehnt. Die

neuen Komponenten von [¢) in der neuen Basis sind dann gerade gegeben durch

<t|k ) = Z (ST)M Ci

1

und von (1|
(W] [t), = Zb;‘ksik

Eine Matrix A wird jetzt dargestellt durch

Ay, = SIAiiSi

2.4 Eigenwertgleichung

2.4.1 Eigenwerte / Eigenvektoren

Sei A ein linearer Operator. Wenn

Alg) = M

dann nennt man A Eigenwert mit dem dazugehorigen Eigenvektor [¢)). Wenn A ein ein-
facher Eigenwert ist (nicht entartet), dann ist der zu A gehorige Eigenvektor eindeutig (bis

auf konstante Faktoren). Wenn stattdessen A g-fach entartet ist, dann gibt es g linear un-
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abhéngige Eigenvektoren |1,D)Z zu \. Diese Eigenvektoren spannen einen g-dimensionalen
Unterraum auf, den Eigenraum. Jede Linearkombination dieser Vektoren ist wieder ein
Eigenvektor.

Zur Bestimmung der Eigenwerte benutzt man die Eigenwertgleichung in einer bestimmten
Darstellung. Sei {|u),} eine Basis. Dann kénnen die Koeffizienten ¢; von 1 bestimmt

werden durch

ci = (w1

und die Matrixelemente durch
Ay = (ul; Alu),

Die Eigenwertgleichung lautet dann

(ul; A |u>] = AMui|y)

Wir schieben in die linke Seite die Vollstéandigkeitsoperation ein und erhalten

D ful: Al (u5|) = A fusl)

J —. —cs
:Aij =cCj =C;

Also
Z(A” — )\51)0] =0

Dies fiihrt auf ein homogenes Gleichungssystem, welches nur dann eine Losung hat, wenn
die Determinante von A — A1 Null ist (charakteristische Gleichung / Sakulargleichung).
Fiir N x N-Matrizen hat die Gleichung N-ten Grad in A, also N Losungen (die reell oder
komplex sein konnen). Der Vektor ¢; ist eine Losung des homogenen Gleichungssystem.

Fiir hermitesche Operatoren gilt: Falls der Eigenwert A n-fach entartet ist, dann gibt es

n linear unabgéngige Eigenvektoren zu A.

2.4.2 QObservable

Sei A hermitesch. Dann sind die Eigenwerte von A reell. Aufserdem stehen zwei Eigen-

vektoren zu verschiedenen Eigenwerten senkrecht aufeinander.

Beweis: Seien A und p zwei Eigenwerte mit den Eigenvektoren [¢) , |¢). Dann ist

AolY)
1 (@l)

(o] Aly) =
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Daraus folgt, dass (¢[1)) Null sein muss, da A # p.

In einem endlich dimensionalen Raum entspricht jeder hermitesche Operator einer her-

miteschen N x N-Matrix. Die N Eigenvektoren bilden in diesem Raum eine Basis.

Bemerkung In unendlich dimensionalen Rédumen ist diese Aussage nicht mehr richtig.

Definition Observable

FEin hermitescher Operator, dessen Figenvektoren eine Basis des Raumes bilden,

nennt man Observable.

Folgerung: Sei O eine Observable. Jeder Zustand kann dann nach Eigenvektoren en-

twickelt werden.

Beispiele fiir Observablen:
e Hamiltonoperator mit den Energieeigenzustidnden (diese sind vollstandig)

e Der Projektor auf einen normierten Zustand |1)

By = [4) (|

ist eine Observable. Py ist trivialerweise hermitesch. Aukerdem sind die Eigenwerte
des Projektors gerade 0 und 1. Zum Eigenwert A = 1 gibt es nur den Eigenvektor
|1}, denn

Py 9) = |¢) (1) = 1])

Der Eigenwert A\ = 0 ist hingegen unendlich oft entartet. Die dazugehorigen Eigen-
vektoren sind alle |y), welche senkrecht auf |¢)) stehen. Ein beliebiger Zustand |¢)

lasst sich schreiben also
)= Pylo)  + (A—-Py)lo)
—— N————
Eigenvektor zu A =1  Eigenvektor zu A =0

denn
Py(Pylo)) = Pyle)  Py(l—Py)|o) = (Py — Pj)l¢) =0

Also lasst sich jeder Zustand nach Eigenvektoren entwickeln. Damit ist Py eine
Observable.
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2.4.3 Kommutierende Observable

Falls [A, B] = 0 gibt es eine orthonomierte Basis mit Basisvektoren, die simultan Eigen-

vektoren von A und B sind.

Definition vollstandiger Satz kommutierender Observablen

Die Observablen A, B, ... bilden einen v.S.k.O., falls
(1) Alle Observablen paarweise miteinander kommutieren

(2) Das System der Eigenvektoren ist nicht mehr entartet, d.h. zwei Figenvek-

toren unterscheiden sich mindestens in einem Eigenwert.

Die Eigenvektoren sind eindeutig durch die Angabe der Eigenwerte charakterisiert.

Anmerkungen

e Wenn ein Operator O mit allen Operatoren eines v.S.k.O. kommutiert, dann ist er

eine Funktion dieser Operatoren.

e Die Ket (oder Bra) werden oft durch die Eigenwerte beziiglich eines v.S.k.O. beze-
ichnet. Z.B. ist [p) eine ebene Welle mit Impuls p. Und |E), der Grundzustand

(Zustand niedrigster Energie) des Hamilton-Operators.

Wichtige Beispiele:
(a) Observable Impuls: Die Eigenvetkoren sind {|p)} mit
(plp') = (p — 1)
Alle Zustande lassen sich in die Impulsdarstellung bringen, mit
(plv) = ¥(p)
(b) Observable Ort: Diesmal mit den Eigenvektoren {|z)} mit
(x]z") = §(x — o)

. Die Ortsdarstellung lautet
(z|¢p) = ¥(x)
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e Funktionen von Operatoren

(i) Verwende Darstellung, in der der Operator diagonal ist:
(1| Alj) = ;0

Dann ist

(i] f(A)15) = flai)dy;

(ii) Entwickle die Funktion in eine Potenzreihe:
fA) =) A

Beispiele Sei f(P) = €™/" mit einer Konstanten A und dem Impulsoperator P. In

der Impulsdarstellung gilt

waP/h " ! _iap" /h

(p| e F/M p)" = (p| e M )" = e I (") = e S (p — p)

Fiir einen beliebigen Zustand
<p’/€iaP/h ‘¢> — /dp” <p‘/€iaP/ﬁ ’p>// <p//|w> _ /dplleiap”/ﬁ(s(p/ o p//)&(p//) _ €iap,/h7;(p/)

In der Ortsdarstellung ist
also

Vor allem ist
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Kapitel 3

Postulate der Quantenmechanik

3.1 Allgemeine Prinzipien

Klassisches System

Zur Zeit tq als Zustand festgelegt durch (Verallgemeinerte) Koordinaten g; () und dazuge-
horenden Impulsen p;(ty). Fiir beliebige Zeiten kann mit den Anfangsbedingungen und

den Hamiltongleichungen der neue Zustand berechnet werden.

Quantenmechanik

Zur Zeit to als Zustand festgelegt durch [¢(tg)). Jede Messung wird beschrieben durch
einen Operator A, der auf [¢(ty)) wirkt. Dieser Operator wird Observable genannt. Eine
Messung liefert immer nur einen Eigenwert von A (muss jedoch nicht immer der selbe sein,
sondern mit bestimmten Wahrscheinlichkeiten). Die Wahrscheinlichkeit, den Eigenwert

a, (nicht entartet zur Vereinfachung) von A zu finden / messen, betragt
P(an) = | (un|t)) [
wenn u,, der Eigenvektor zu a,, ist, also
Alun) = an |un)

Bemerkung: Falls a, g-fach entartet ist, dann

Plan) = Y (w0}
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Falls A ein kontinuierliches Spektrum besitzt, dann ist die Wahrscheinlichkeit W fiir einen
Eigenwert a gegeben durch
dW(a) = [ (valy) |* de

Beispiel: Die Ortsmessung liefert ein kontinuierliches Spektrum. Die Wahrtscheinlichkeit,

einen gewissen Ort x zu messen, betragt
dW(x) = | (z[) |* dx = |4 (2)]* dx

Auch die Impulsmessung ist solch ein Operator. Also ist die Wahrscheinlichkeit einen

Impuls p zu messen gegeben durch

W) = | (plv) [* = [9()]” dp

Ein grofer Unterschied zur klassischen Mechanik ist die "Reduktion des Wellenpaketes”.
Nach der Messung mit dem Resultat a,, ist das System mit Sicherheit (also Wahrschein-
lichkeit 1) im Eigenraum zum Eigenwert a,. Der Zustand |¢) vor der Messung ist pro-

jeziert durch den Projektor P, auf den Eigenraum, also

(@), Puld)
(W] P |9)

[¥)

Jede weitere Messung von A unmittelbar nach der ersten Messung dndert den Zustand

nicht mehr und liefert das gleiche Resultat, da P, eine Projektion ist. Also

PO Y D A )
VTR TR )

Beispiel:

(a) Stern-Gerlach Versuch:
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beliebige Spinorientierung

>

ortsabhéngiges Magnetfeld als

N | =

nalyy

&

ator = ®

N =

Abbildung 3.1: Stern-Gerlach-Versuch

(b) Ortsmessung

Ausgangszustand: Teilchen befindet sich zwischen unendlich hohen Potential-Wéanden

im 1. angeregten Zustand.

Abbildung 3.2: Stern-Gerlach-Versuch

Wir messen, ob das Teilchen sich in der rechten Hilfte von 0 bis a befindet. Die
Messung ergebe das Ergebnis, dass das Teilchen sich in der linken Hélfte aufhélt.
Nach der Messung kollabiert die Wellenfunktion dann zu einer neuen Wellenfunktion,

welche in (—a,0) ungestort ist und in (0,a) Null betrigt. Die Wellenfunktion muss

wieder normiert sein.
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Upeu ()

Abbildung 3.3: Stern-Gerlach-Versuch - Neue Wellenfunktion nach Messung

Um den Zustand nach einer gewissen Zeit zu bestimmen, benutzt man die Zeitentwick-

lung. Sie ist gegeben durch

SAB(0)
i — H(O)[6(1)

Viele Observablen in der Quantenmechanik werden aus klassischen Grofsen deduziert. Der
Hamiltonoperator ist zum Beispiel in der Ortsdarstellung gebeben, indem man die Grofe
2 durch den Ortsoperator X und p durch P = %% ersetzt. Alle anderen Observablen
welche klassisch als Funktion von x und p gegeben sind, werden durch die entsprechende

Substitution gewonnen (Korrespondenzprinzip). Zu beachten ist
[X[, P]] - Zhdzj

Nicht alle quantenmechanischen Gréfsen haben ein klassisches Analogon, z.B. Spin 1/2.
Jede Messung kann aber im allgemeinen Fall verschiedene Ergebnisse liefern. Der Er-
wartungwert eines Operators gibt an, welches Ergebnis im Mittel bei unendlich vielen
Messungen zu erwarten ist. Wir betrachten dazu einen Operator A mit diskretem, nicht
antartetem Spektrum und (¢|¢) = 1. Eine einzelne Messung liefert einen der Eigenwerte
a, mit Wahrscheinlichkeit

W = | (unlt)) |”
Viele Messungen liefern
D aaWo = (Wlun) an (unlth) = (] Al 1)
Ein Maf fiir die Schwankung um den Mittelwert (also die Varianz) ist gegeben durch AA
mit
(W1 (AAY [) = (] (A = (@] Al))* [0) = (¥ A% [9) — (0] Alp)”
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Heisenbergsche Unschéarferelation Es seien ) und P zwei kanonische Koordinaten

mit
(@, P] =ih
Betrachte
|9) = (Q + iAP) [¥)
Dann ist

0> (¢lg) = (U] (Q —iAP)(Q +iAP) [¢) = (¥ Q* + N P? +iA[Q, P] [¢))
Der Kommutator ist gegeben, deshalb (in verkiirzter Schreibweise)
(@Q%)y + N(P%)y — AL <0

fiir alle \. Wéhle jetzt

Also

Dies gilt insbesondere fiir
Q=X-W|XW)=~Az P=P—()|P[))=AP

Also

V1 (A2 [) v/ (@] (Ap)? [¥) >

Das Gleichheitszeichen gilt fiir ein gausférmiges Wellenpaket.

DO | St

3.2 Schrédinger Gleichung / Allgemeine Resultate

Definition Schrodingergleichung

Die Schrodingergleichung lautet

L d ()
th——— = H(t) [¥(t))

Fiir ein gegebenes |¢(ty)) ist |¢(t)) festgelegt fiir alle Zeiten ¢.
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e Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit, also

((t)|(t)) = const.

Denn

LW _ [AGDN 1, g [

Nach Schrodingergleichung ist

dlp(t)) 1 d@@)] _ 1
= S HO (D) == WO H()

Da der Hamiltonoperator hermitesch ist. Oben eingesetzt fiihrt zur Behauptung

(Dies gilt nicht, wenn H einen Imaginérteil hat. Dann wiirde das Teilchen zerfallen).

Im Ortsraum ist also

1:/ﬂfwmoﬁ

zeitlich konstant.

e Wahrscheinlichkeitsdichten und Strome

Dichte :
p(7,t) = [ (7, 1)]?
Stromdichte "
= ) = —— * o *
J70) = 5= (W' V6 - 6Ty)
Plausibilitat :
L, p.hV
U= —=—
m im

Fir ebene Welle

Also

Lokale Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte In der Elektrodynamik gilt
(7, 1) + Vi (7 1) =0
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Dies entspricht

—

/pdV + ‘/ﬂﬁﬂdF =0

\4 oV
—— —_——
Veranderung von @ in V' Fluss durch die Oberfliche von V

Hier
h h
Oy (W (1) (r 1)) + V {% (Ve — wvw*)} = (@) ¥+ Y0 + 5 — (VO Vi + ¢ Vi —
h
= (0") Y + "0 + T (v VP — V)
=" (@zﬁ + i.V%D) + (Gtw* — i.V%ﬂ*)
2msi 2msa

=0

Am Ende wurde die Schrodingergleichung fiir ¢ und ¢* verwendet.

Dies liefert uns eine Erhaltung (Potential V' ist reell)

o Zeitliche Entwicklung von Erwartungswerten

(A) (@) = W) A (1)

4y - L0 AE) e 44
Lann = T4y + o A4 4 ) 9 oy
WD _ - (a H) + @40

Insbesondere : falls [A, H] = 0 und 0;A = 0, dann ist (A)(¢) unabhéngig von ¢.
Wihle speziell A = R , den Ortsoperator.

H= % + V(R)
@ﬂ:hgiﬂ%
[P.u) = [Pv(i) = ;vaﬁ)

OP=0 9R=0
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Ehrenfest’sches Theorem

(R) = Schwerpunkt des Wellenpakets, klassischer Grenzfall (¢) =Ort des Teilchens.
Ebenso geht im klassischen (VV(R)) — VV (r(t)). Dies liefert uns zusammengesetzt

d2
mr(t) = =YV (r(1))

Konservative Systeme 9, H = 0.

Eigenzustande von H bei t =ty

H [¢pn(to)) = En [¢n(to))

definieren eine Basis. Zeitliche Entwicklung eines beliebigen Zustandes

Z Cn ‘wn tO

Dies liefert eine DGL fiir ¢,(t) aus der Schrodingergleichung

SR 1) 1)) = 3 ealt) B 1)

Da 1), (to) eine orthonomierte Basis bilden, folgt

de
h——(t) = E,c,(t
G dr ( ) ncn( )

cn(t) = cu(ty) exp (—iEn%)
| Z Cn tO eXp (

=) lontao)
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Y1 Y1+ Yo

‘ﬁZ /

Abbildung 3.4: Stehende Welle im Potentialtopf mit diskreten Energiewerten (a) und als
Uberlagerung (b)

Eine wichtige Konsequenz: falls nur ein ¢, # 0
(A) = (@) Alb(t))
= |[tn(to) exp (—z’En
= (A)(to)

t—to

) Alntte (~iE,5)

Erwartungswerte dndern sich nicht in diesem Fall. "Stationédrer” Zustand = scharfe

Energie.

Beispiele Teilchen in oo tiefen Topf. Stationédre Losung
2 nmw n?m?h?
n — — q] _— E’?’l —
#nl@) \/;SID ( a ) 2ma?

(1) = pr(x)  (2]2) = @a(x)

() = — (1) + 12))

2

TN

4



Zeitliche Entwicklung

(t)) = %exp <—i%t) (|1> + exp (—@'Ez - Elt) |2>)

plot) = el F = 5 (I + sl + 201 aha(o) cos (2 5E24) )

e Schridinger-Bild(Darstellung) vs. Heisenberg-Bild(Darstellung)

Schrodinger-Bild Zeitabhingige Zustande

(), = > exp (=i Bu(t — to) /h) culto) [¢hn(t0))
= U(t,to) |¢(to)),

Mit
U(t,to) = exp (—iH,(t — to)/h)

Oberservable A,(t): Messung
s(WOAQ) [9(1),

Heisenberg-Bild Zustidnde zeitunabhéngig.

)y = U'(t 1) [ (1)), = ld(to)),

Messung
OOIU (L 16) UNE ) AU (1, 40) U (1) (8,
vl Ar (1) )

Mit

An(t) = UT(t, t0) A (1)U (t, to)
Es gilt

d

ih&AH = [Ay, Hy) +ih (0 Aq)
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Kapitel 4

Harmonischer Oszillator

4.1 Einfiihrung

Klassische Mechanik Masse m im Potential V' (z) = %/{;xz. Bewegungsgleichung

d*z dVv i
m— = —— = —kx
dt? dz
Die Losung ist dann
x(t) = Xy cos(wt — ) (Klassische Losung)

Mit w = \/%, X, @ iber Anfangsbedingungen.
Kinetische Energie
1 dz\> p?
T = — — - 2
2" ( dt ) 2m

Gesamtenergie

2 1 1
E=T+V = 2]9_m + Emw2:v2 = émszﬂ = const

Harmonischer Oszillator: Naherung fiir viele Systeme

4.2 Harmonischer Oszillator in der Quantenmechanik

Der Hamiltonoperator fiir dieses Problem ist gegeben durch

P2 m
H=— + —w?X?
om T 2Y
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was wir von der klassischen Losung direkt ablesen konnen. Dieser fiihrt uns auf eine
. . . . . . . _ h .

stationdre Schrodingergleichung im Ortsraum (mit dem Impulsoperator P = 0x):

R d? 1

S+ X2 6(x) = Bo(a)

Diese Eigenwertgleichung kann man auf zwei verschiedene Arten lsen:

4.2.1 Analytische Losung der DGL

Zur Befreiung von den dimensionsbehafteten Grofen setzen wir

FE N mw

Mit diesen Ersetzungen kommt man auf

a2, .
[d)@ —X +2€} H(X) =0

Wir machen den Ansatz fiir grofse X, der dann unabhéngig von e ist:
Gi _ eiX2/2

Dieser 16st dann die DGL

2 A~ A~
[dizz _ X2y 1} Go(X) =0

was man durch Nachrechnen priifen kann. Damit die Losung normierbar ist, muss die

Losung exponentiell abfallend sind. Vor allem ist nur die Lésung G_ interessant. Mit

dieser Uberlegung machen wir insgesamt den Ansatz
O(X) = h(X)e /2

Einsetzen in die DGL liefert (wenn man die DGL von G beachtet)

d? . d X
{ —2X—+2¢—1|h(X)=0
dX
Um h zu l6sen, machen wir einen Potenzreihenansatz
h(X):Zasz%Hp ap#0,p>0,a;, =0 fiiri <0
m=0
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(betrachtet man namlich die Klammer, so hat diese immer genau einen um 2 unter-
schiedlichen Grad als h selbst, deswegen dieser Ansatz). Einsetzen liefert den Koeffizien-

tenvergleich
2m+p+2)2m+p+ Dagmio = (dm +2p — 2¢ + 1)ag,,
Diese Gleichung lasst sich iterativ 16sen. Da wir eine normierbare Losung mdchten, muss

die Reihe abbrechen. Denn fiir m > p, € ndhert sich dies zu

o o A2m 1
(2m)(2m)a2m+2 = (4m)a2m = Agm+2 = F X %

Das ergibe allerdings die Potenzreihe

~

h(X) o X’

was offensichtlich nicht normierbar ist.

Also ist unsere Forderung: Die Reihe muss abbrechen. Dies erreichen wir, in dem die
Klammer 2m + 2p — 2¢ + 1 fiir einen Wert von m verschwindet. Also muss vor allem

€ — 1/2 ganzzahlig sein. Setzen wir also
€ =N+ 5
Mit diesem Wissen konnen wir die DGL fiir A schreiben als

d? - d N
[——2)( ~+2n| h,(X) =0
dx

dXx?

fiir jedes n. h,, ist genau dann gerade, wenn n gerade ist. Die Losung sind die so genannten

Hermite Polynome mit

~

d ) e h(X) =N, Hy(X) N, =(yanl2n)"/2

H,(X) = (-1)"eX” (E

Aus diesen lasst sich jetzt das ¢ bauen, was noch mit (mw/ h)_l/ 4 normiert werden muss.

Insgesamt sind die stationdren Zusténde also gegeben durch
On(X) = Ny (mew/h) e X2 H,(X)

mit den Energieeigenwerten



Vor allem sind die einzelnen Energieniveaus gequantelt und die Ubergéinge immer gleich

groft. Vor allem ist die Nullpunktsenergie gegeben durch

also insbesondere nicht Null (aufgrund der Heisenbergschen Unschérferelation).

Eigenschaften der stationidren Losungen

an(_X) = (_1)n¢n(X)

Auflerdem besitzen die ¢,, n verschiedene Nullstellen innerhalb der klassischen Grenzen.

Abbildung 4.1: Potentialtopf mit Losungen

4.2.2 Algebraische Losung der DGL

Wieder betrachten wir die dimensionslosen Grofen. Dann ist

- 1 1 . . E
H=—H=_(X*+P? = —
ol =)=
Die Eigenwertgleichung lautet dann
H |¢V> = & |¢V>
Wie definieren die beiden Operatoren
L(X+iP)  al= (X —iP)
a=— i a'=—(X —1
V2 V2
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Damit lassen sich auch schreiben:

- 1 A 1
X:E(a—i—cﬂ) P:E(GT_G)

Wir wollen ihre Vertauschungseigenschaften untersuchen:

(1> [a,aT] :%[P,X]— [X,p] =1

N[

(2) Definiere
1 - .
N:aTa:§(X2+P2—1)

als den Besetzungszahloperator.
(3) fI:aTa—I—%:N—i—%

Vor allem miissen die Eigenzustinde von N auch Eigenzustdnde von H sein und umgekehrt.

Losen der Eigenwertgleichung vor H ist aquivalent zur Losung von

Nioy=vle) a=v+g

Um diese Gleichung 16sen zu kénnen, bendtigen wir viele Eigenschaften dieser Operatoren.
Es ist

(a) [N,a] = [a'a,a] = al[a,a] + [a', aJa = —a und analog [N, a'] = al
(b) Fiir die Eigenwerte v von N muss gelten: v > 0, denn

0< ’a‘¢l/> ‘2 = <a¢u|a¢l/> = <¢V’aTa¢V> = <¢V’ N|¢V> =V <¢u‘¢u>

Der niedrigstmdgliche Wert von v wére dann v = 0. Fiir ihn gilt

a|do) =0
Berechnung von ¢g fiihrt auf
0— 1 [ mwX 1 P] 0
=aldo) = 72 e + W=y [#0)

und im Ortsraum:
[222+ =] s0() =0
—z+ — z) =
h dx 0

Eine Losung wére

ANL/4 _mw y2
(eldo) = do(@) = (1= ) e BN
wm

(c) Sei |¢,) Eigenzustand zu N mit Eigenwert v. Dann ist a|¢,) Eigenzustand zu N mit
EW v — 1 und a'|¢,) zu v + 1, denn

Na'|g,) = (a'N +al)|¢,) = (alv + a') |¢,) = (v + 1)a" |¢,)
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Ist die Normierung von |¢,) erhalten?

<GT¢V|GT¢V> = (¢ aa [P0) = (@] ala+1 [9v) = (v +1)

Setze also

al|¢,) = Vv +1]¢us1)

Analog
a ’¢V> = \/; |¢I/71>

Wir wollen jetzt zeigen, dass v nicht negativ und ganzzahlig ist. Gédbe es ein 7 mit

n < v <n-+ 1, dann miisste gelten

N (@™ g5)) = (7 —n— 1) a™* |y)
—_—

<0

und damit ein Widerspruch zu b. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aus c folgt T T
e _ (@)
|¢l/+1> - \/V——I—l |¢V> = |¢V> - \/ﬁ

Auflerdem gilt dafiir

|¢0)

Hlo) =t (v+3 ) lon)

Aus den genannten Eigenschaften geben wir den Operatoren Namen. Wir wollen a' als
Erzeugungsoperator und a als Vernichtungsoperator bezeichnen. Beide heiften auch Leit-

eroperatoren.

4.2.3 Eigenzustande des Hamiltonoperators

Wir wiederholen, was wir bisher wissen:

_(aT)” _i - d
o) = lo  af - ﬁ(x dX)

Wir werden jetzt statt v immer n benutzen. Fiir den Grundzustand gilt

algo) =0

Was man daraus erhélt, haben wir weiter oben schon berechnet:

0=alon) = 5 |y [5x4 o

o6

P] |¢0)



und im Ortsraum: q
mw

Eine Losung ware

T 1/4 mw y2
(l6o) = dole) = (—h) o X

wm

Damit sind die angeregten Zusténde gegeben durch

1 iy L (e AN
(lon) = = Gal (@) o) = e (X = =) Galon

Per Rekursion 16st man dies und erhélt die schon bekannte Losung

1

H, X)e X%/
Vnl2n (X)

(z|pn) = No

Die explizite Form von N, H, a,a’, X und P in der Besetzungszahldarstellung ist gegeben
durch (mit |n) = |¢n))

0
N |n) =n|n) (m| N |n) = ndm, N = 1
Auflerdem
1 1/2
<m|H|n>:hw(N+§>5nm H = hw 3/2
und

a'lny =vn+1|n+1) (m|a' |n) = vVn+ 16mni al =

oﬂo
—_
Qloo
)

Das a ergibt sich einfach durch Transponierung.

Schliefslich kénnen wir auch Orts- und Impulsoperatoren angeben:

1
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und als Matrixdarstellung

X 0 V1 0...
X=—1vVv1 0 Vv2...
V2 0 Vi

0 —v1 0...
Vo0 —V2...
0 V2 :

=S
Il
Sl

4.2.4 Diskussion
Erwartungswerte Fiir die Orts- und Impulsoperatoren gilt:
(X)=(n|X|n)=0  (n| Pln)=0

fiir alle Zeiten. Andererseits wiichst aber (n|(AX)?|n) mit n (da steckt die Bewegung
drin). Dies entspricht dem Wert, welchen man als zeitlichen Mittwelwert von X? im

klassischen Fall erhalten wiirde (entspr. potentieller Energie).

Qualitative Diskussion des Grundzustandes Im klassischen Sinne miisste das Teilchen

einfach im Nullpunkt liegen bleiben. Wir haben oben schon erhalten

Sei die Ausdehnung der Wellenfunktion iiber einen zunéchst beliebigen Bereich y. Dann
ist fiir die potentielle Energie
1
(V) = gmu? (X?)
2 ——

XQ

und fiir den Impuls aufgrund der Unscharferelation

h2
2 ~
(P7) ~ =
Damit gilt fiir die kinetische Energie
h2
(1)~ 5
mx
Der Hamiltonoperator ergibt dann
h? 1
H _ - 2.2



Dies wird minimal fiir

Y=l =T (H) ~

mw

und damit vor allen nicht Null!

4.2.5 Dreidimensionaler harmonischer Oszillator

Der Hamiltonoperator ist in diesem Fall gegeben durch

—

2 1 0=
4 SR
om T3

2

Ho(R) = $(R) = E¢(RR)

Dieser Operator lasst sich aber schreiben als
H=H,+H,+H,

weswegen das Prolem recht einfach zu 16sen ist (da wir in jeder Dimension das Problem

schon einzeln gelost haben). In jeder Dimension gilt

Bod o 1
Hy, — —— S & Z?x,?
WS T omax? 2
Es gilt
[H,, H,) =0

und fiir die anderen analog. Damit sind die Probleme unabhiingig voneinander (Aquiva-
lent zu einem Problem mit drei ungekoppelten Oszillatoren mit gleicher Eigenfrequenz).

Wir machen also den Ansatz (Seperation der Variablen)

9) = [Gudy2)
Wie man leicht nachrechnet, 16st dies die Gleichung mit den Unterbedingungen
H.¢, = E.¢, E=FE,+FE,+FE,

Jede Dimension wird dabei fiir sich geldst.

E—hw(nz—l—ny—irnz—l—g) :hw(n—i—g)

Diese Zuordnung ist aber (im Gegensatz zum eindimensionalen HO) nicht mehr eindeutig.
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Zu einer gegebenen Energie ist die Zuordnung auf die Niveaus der einzelnen HO in jed-
er Dimension nicht eindeutig. Die Angabe von n alleine reicht nicht aus, den Zustand
festzulegen. Dies nennt sich Entartung! H,, H, und H, sind ein v.S.k.O . Die Angabe

von ng, n, und n, legt daher den Zustand eindeutig fest.

Es stellt sich jetzt die Frage, wie viele Moglichkeiten es gibt, zu einem gegebenen n die

drei dazugehdrigen n,, n,, n, zu wahlen. Dies entspricht dem Grad der Entartung.

Zu einem gegebenen n wahle fiir n, einen der Werte 0 < n, < n. Danach muss
Ny + Ny =N — Ny
sein, damit die Bedingung passt. Also

{ny,n;} ={(0,n—n,),(L,n—n, —1),...,(n —n,,0)}

Dies sind genau n — n, + 1 Mdoglichkeiten fiir ein festes n,.

Insgesamt gibt es also

n

Z(n—ngg-l-l): (n—|—1)2(n—|—2)

ny=0

Moglichkeiten (entspricht dem Grad der Entartung).

4.2.6 Koharente oder quasiklassische Zustande

Es ist (X)) = 0 fiir alle Zeiten. Wie konstruiert man jetzt Zustande, die einen klassischen

Grenzfall haben? Durch Uberlagerung von |n). Zur Zeit ¢ = 0 sei ¢ ein Eigenzustand zum

Vernichtungsoperator
alpa) = alpa)
Dabei ist o kein v mehr.
Entwickle |¢,) in der Basis
(a’r)n a
n) = ) (n[=(0]

Entwicklungskoeffizienten

Cn:<n|90a>:<0|m90a>:\/F<0|900c> co = (0l¢n)
0



Damit insgesamt

an
co|n)
n!

|90a>:Z
AU

=cpn

Forderung iiber die Normierung

1 = (@al®a)

n!

O{aTn
o) =0 3 L2 g

= coexp (aa’) |0)
Schrodinger-Bild: Zustand ist zeitabhéngig :

00) = lpalt =0} Jn(0) = exp (i (43 ) ¢) It = 0)

iw aa’ exp(—iwt))"”
ma»:coexp(—{)z( o)

n
Definiere nun

a(t) = aexp(—iwt)
a(t) = loahexp (=75

|@a()) bleibt Eigenzustand zu a, aber der Eigenwert &dndert sich als Funktion der Zeit.

Zusétzlich haben wir eine globale Phase. Zeitliche Anderung des Erwartungswertes von

a+al

X =

S



Ansatz: a(t = 0) = o = |a| exp(id)
(pa(t)] X |alt)) = Xov2|a| cos (wt — 6)

Nach Rechnung folgt

[ (X|¢a) P = —=~—exp

1 1 (X—XQ\/§|a|COS(wt—5))2
T Xp B

Fiir |o| >> 1 klassisches Verhalten. Fiir ¢(p) wiirden wir das klassische Verhalten von
p(t) finden.
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Kapitel 5
Zweizustandssysteme

Vielzahl von Beispielen: Spin im Magnetfeld, 2 Niveaus im Atom, Ky, — K, System,

Neutrino-Osz.

5.1 Spin und magnetisches Moment

5.1.1 Klassische Behandlung

Magnetisches Moment M

(i) potentielle Energie im Feld B
U=-M-B

Kraft auf den Dipol :
K= -vU=v (i B)

Keine Kraft im konstanten Feld (Stern Gerlach: B nicht konstant)
Drehmoment
I'=MxB
Es sei
M =~L
wobei 7y das gyromagnetische Verhdaltnis ist. Die Bewegungsgleichung fiir den Drehim-

puls ist dann

— =T=~LxB
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]}

C dL

dr liegt in der Ebene senkrecht zu B. Priizession von L und M um B = Bye,. Damit

sin 6 cos(p + wt)

—

L =1 | sinfsin(p + wt) w=—7By

cos

5.1.2 Quantenmechanik fiir Spin %

Postulat I wird ersetzt durch

Uy
RN

Sz, Sy, S; sind Operatoren im zweidimensionalen Raum. Es gibt drei spurlose, hermitesche

2 X 2 Matrizen mit det = —1 "

a:yz = ngyz

n

Il
o | S
-~
O =
=
—_
~_
l\DIDr‘
/\
v

||
o | S

Algebra .
i
[Sﬂw Sy] = ﬁsz

Basis im Zustandsraum : .S, soll diagonal sein

() ()

S |+) = £ |)

Allgemeiner Zustand

) = al+) +61-)
mit
o +18* =1 <= (¥ly) =1
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S, =28.é.,|+),|-) sind Eigenzustiinde zu S - &.. Gibt es eine Richtung @, so dass |t))
beziiglich ST ein Eigenzustand ist?

Konstruiere # fiir gegebenes «, § : Ansatz:

sin # cos
U= | sinfsinyp
cos
damit
U = — |sin#cos sin 6 sin oS
2 4 10 4 0 0 -1
_h cos 6 sin 0 exp(—i¢p)
2 \sinfexp(iy) —cosf
Dies ist die allgemeinste 2 x 2 Matrix, die hermitesch und spurlos ist und det = —1 hat.

Achtung: det <§ﬁ> = —g.

Eigenzustand zu S

B 0 P . (0 p : _h
1), = cos <§> exp (—2§> |+) + sin <§> exp (15) |—) Eigenwert = +§

R P 0 P : _h
D n() e ()1 e (G ()10 e - g

Fiir gegebenes «, 5 und [¢)) = a|+) + |—) wihlen wir
o
cos 5 = o 0<f<m 0 = 2 arccos |«

© = (pg — Pa) X = Yo+ 93

Wobei
a = |a]exp (iga) B = [Blexp (i)

Also
1) = exp(ix) 1),

Also gibt es zu jedem Zustand [|¢) = «|+) + B|—) eine Richtung @ sodass |¢) ein

Eigenzustand von S ist (obwohl @ im Allgemeinen nicht in z-Richtung weist).
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5.1.3 Zeitliche Entwicklung
Betrachte ein Teilchen mit Spin 1/2 im konstanten Magnetfeld B = (0,0, By)
U=—MB=—~vB,S,

H = —vByS, = wyS, mit wy = —vBy

Zeitliche Entwicklung mit Schrodingergleichung:

Hy) = E[y)

H ist eine 2 x 2 Matrix in Diagonalform:

HI4) =2 14)
Hl-) =)

Zeitliche Entwicklung:

(a) Zustand sei bei t=0 Eigenzustand zu S.:
w
=0 =+) = ) =exp (=igt) |+)

=) =1-) = @) =exp (+igt) )

Ein Eigenzustand von S, bleibt auch bei Anwesenheit eines Magnetfelds in z-Richtung

ein Eigenzustand zu 9,

(b) [4(t = 0)) sei Eigenzustand von S@ mit Eigenwert h/2 Feld zeigt weiterhin in z-
Richtung. Zur Zeit t=0 gilt

(t = 0)) = cos(©/2) exp <—z§) |+) + sin (g) exp (+z§) )

Die relative Phase von |+) und |—) dndert sich mit der Zeit

() = cos(©/2)exp (2520 ) ) sin (5 ) exp (4252 ) 1)

Zu jeder Zeit t kénnen wir eine Richtung (¢) finden, beziiglich welcher [¢(t)) Eigen-
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zustand von S ist.

sin # cos
== |sinfsing mit O(t) = ©(0) konstant und ¢(t) = ¢(0) + wt
cos 6

Der Winkel zwischen B und (t) bleibt erhalten, d.h. ¢ prézidiert um die z-Achse

5.1.4 Lamor-Prazession

S, vertauscht mit H

Nachrechnen ergibt (S.)(t) = 2cos©

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit P, (¢), den Eigenwert +2 beziiglich der U-Richtung
(=Ausgangsrichtung) zu finden?

Pry(t) = (Tt = 0)]T(0)) |
0 .t 9 -t
_ ‘COSQ §€—uu§ —1—sin2 561w5|2
wt

o Wi 2 2
= cos” — 4+ cos” fsin® —
2 * 2

(1) ¢t = 0: Richtung bleibt erhalten.

1 o o t
= P, (t) \5 <e*17t + 617t> ? = cos® WTO

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, —g in U -Richtung zu messen:

t
P (t) =+ = sin®#sin® %
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5.2 Allgemeines Zwei-Zustand-System

5.2.1 Statik

H, H
Die allgemeine hermitesche 2 x 2-Matrix H = 1 12
Hy  Ha

H3, hat 4 reelle Parameter und kann in der Form

> mit Hqq, Hyy reell und Hiy =

H = Al + B&

1

geschrieben werden. Daraus folgt die Behandlung in Analogie zum symmetrischen 3

System.

Zunachst Hy sei diagonal: Hy = (Eol ;L)
Hy |1) = Ey 1)
Hy[2) = E» [2)

Addiere Wechselwirkung zwischen den Zustéanden.
Wir Wiy
War W
Manchmal ist die Beschreibung beziiglich der Basis |1), |2) einfacher. Wi, ist Mischung-

H:Ho—l—WmitW:(

sterm.

Eigenwerte von H:

1 1
E, = 2 (B + Wiy + Ey + Was) + 5\/(E1 + Wit — Ey — Wap)? + 4|Wp,|?

1
(By + Wiy + Ey + W) — 5\/(El + Wiy — Ey — Wao)2 + 4| Wy, ?

E_ =

N | —

Mit

Eigenzustéande:

Wobei 6 und ¢ festgelegt sind durch

2|W12|

0<b<mw
By + Wi — Ey — Wo o

tan 6 =
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W21 _ 6i¢
[Wa|

Vereinfachung:

(1) Wi1 und Why tauchen nur in der Kombination F; + Wiy, Es + Way auf. Also kénnen

in F; und F5 absorbiert werden.

(2) Energie-Nullpunkt des Systems ist beliebig. Wiahle E = 0:
:>E1:—E2 El—EQZQA

Ei =4++/A2 + |W12|2

[Wis|

tanf = 0<f0<m
ei(z, _ W21
[Woan |
R(W
A Wiy (W) A
H = = AO’Z + %(WH)O}E - %(ng)ay = —%(Ww) 2
Wi, —A

A

Interpretation: Falls [V, << A =

2
Ei%i (A-'— ’W12| )

2A

|Wis|

O="3

<<1

liefert
|W,) ~ |1) + kleine Beimischung von |2) |W_) ~ |2) + kleine Beimischung von |1)

Falls |W12| >> A

AQ
Fi~=+||W —_
. Q M+ﬂWﬂ)

Dies gilt insbesondere auch fiir A = 0, also bei Entartung der ungestorten Niveaus.

[Wia

A

) e (52 1 o (12) )
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[Wia|

vy — % (—exp (4%) 1) + exp (zg) \2))

Verhalten von F, und E_ fiir festes Wi, als Funktion von A.

5.2.2 Zeitentwicklung

Die stationéren Zusténde sind |V, ), |¥_). Was erhélt man fiir die Zeitentwicklung n der
Basis [1),]2)7
V(1) = a1 (1) [1) + as(t) |2)

Also
. d
Zha&l (t) = E1a1 (t) + W12a2(t)
. d
Zha&z(t) = W12a1 (t) + EQCZQ(t)

Strategie: Driicke |1),|2) zur Zeit t = 0 aus |V, ),|V_) und verwende Zeitentwicklung
von |V, ),|V_) entsprechend exp (—2%) Anschlieftend wird |¥ ), |V_) wieder durch
1), |2) ausgedriickt.

Beispiel Losen von

0 _, 0 ,
|, ) = cos 56_1% |1) + sin §€Z§ 12)

' 9
|W_) = sin Ee_z% 1) + cos 56’% 12)

liefert uns |1),|2). Damit

0(0) = 1) = exp (5 ) (cos o) —sin G )

|W(0)) = |1) folgt aus der Anfangsbedingung.
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W(t)) = exp (é) (cos g exp <—i%t) W) — sin g exp (—z’%t) |qf_>)

Nun ersetzen wir wieder [W,),|W¥_) durch |1),|2). Betrachten wir nun die Wahrschein-
lichkeitsamplitude, den Zustand |2) zur Zeit ¢ # 0 zu finden.

az(t) = (2| (1))
_ 9 O er (—iZs ) sin ? PN _ain oo (—iE=4) cos?
=exp |45 | (cosgexp [ —i—~t | singexp | i sin o exp | —i——t | cos ; exp
B . 0 . 0 E. E_
= exp (i) cos S sing (exp <—z?t> — exp (—zft>)

Nun verwenden wir sin g cosg = %sin 0 und £, = —F_ und damit

as(t) = —iexp(ig) sin f sin (EJFQ;RE_t)

und damit fur die Wahrscheinlichkeit

Py (t) = |as(t)]? = sin? 0 sin? (W)

P,

sin? 6

P g

E—E_

Pp=1-Py

Falls Wi, klein gegen E; — Ey = kleines 6 kleine Amplitude. Falls F; = Ey=A =
0 = sin?# = 1 maximale Oszillation. Mit hoher Zeitauflésung P zwischen 0 und
sin?@. Mit schlechter Zeitauflosung (Py;) = %Sin20 und damit keine Information iiber
E,-E_.
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Kapitel 6

Drehimpuls

6.1 Vertauschungsrelation fiir Bahndrehimpuls

klassisch :
L=Fxp
In der Quantenmechanik sind #, p Operatoren, Reihenfolge in L sind beliebig.

Vertauschungen fiir L

[Lh LQ] - Zth
[Lo, L3] = ihLy
[Ls, L1] = ihL,

Die folgenden Uberlegungen gelten fiir jeden Satz von drei Operatoren mit den Ver-
tauschungsregeln wie bei L Jy, J5, J5.
Definiere

J=Jl+J5+J;

Behauptung J? vertauscht mit J;, Jo, J3
g

[J2, 1] =0

[J3, 1] = Jol o, Ji] 4 [ T2, J1) T
= Jo(ihJs) + (—ihJs)Ja
= —ih(J2J3 + J3J2)

[J5, ] = JslJs, Ji] + [Js, 1] s
= J3ihJy + thJyJ3
— il (Jods + JsJs)
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Damit

{J27 ’]1] = [J12 + J22 + J327 Jl] = [J127 Jl] + [‘]227 JQ] + [‘]ga Jl] =0

J? und J; sind simultan diagonalisierbar.

6.2 Eigenwerte, Eigenzustande, algebraische Behand-

lung

6.2.1 Notation

Suche nach einem vollstédndigen Satz von Operatoren, und deren Eigenwerte und Eigen-

zustande, welche den Raum, auf welchem J definiert ist, aufspannen.
Operatoren: J? und J; = J,.
Jy = J, £1J,

Vertauschungsrelationen

(., J4] = [Jo, L] + il ., J,) = ihJ, +i(—ihJ,) = hJ,

]
[J.,J ] = —hJ_
[, J ] = 2hJ,
[J2,J:] =0

JoJ_=J* = J* 4+ hJ,
J Jy=J"—J>—hJ,

1
J? = 3 (JoJ_ +J_Jy)+ J?

J? = J? + J3 + J? =Quadratsumme von hermiteschen Operatoren =

(W) 2 0
wegen (Y| JE [¢) = BZ'SQM Ji [n) (n| Ji [¢)) Eigenwerte von J? > 0. Der Eigenwert sei
S1S1 26

A > 0. A kann immer geschrieben werden als
A=+ 1R’
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Behauptung: j ist gegeben als

. A1 1
J = ﬁ + Z - 5 >0
Eigenwerte von J, seien mh. Notation : Eigenzustinde
T j,m) = h25(j + 1) [5,m)

J.|j,m) = hm|j, m)

(a) Es gilt

Beweis:

s [j,m)* > 0
= (j.m| JoJ_|j,m) >0
= j(j+ 1) —m*+m>0 )
Goml Ty |jym) 20 = j(j+1) —m?—m >0 (€€)
= (j—-m)(j+m+1)>0

2 () <m<

¢ liefert uns
G+m)(G-m+1)>0 = —j<m<(j+1)

Insgesamt

—7<m<j

m=—j = J_|jym)=0
folgt aus &, da j(j + 1) — m? + m dann 0.entsprechend
m=j = Ji|j,m)=0

folgt entsprechend aus &€.
Falls J, [j,m) = mh|j,m) und m > —j dann ist (J_ |7, m)) Eigenzustand zu J, mit
Eigenwert (m — 1)h.
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Beweis:

J. (J* ‘]7 m>) =J_J. ’jv m> — hJ- ‘]7 m>
= (m =1 (J[j,m))

entsprechend fiir J

Jy, J_ sind Auf- bzw Absteigeoperatoren beziiglich m. j bleibt ungeéndert, da [J?, J1] =
0.
Zwischenbilanz j(j4+1) > 0, |m| < j. Jx erhoht bzw erniedrigt m um 1. Falls m = +5

J_|ljym=—-7)=0

Betrachten wir nun das Spektrum (zuléssigen Eigenwerte)

Fiir jedes j,m gibt es eine nicht negative ganze Zahl . so dass
—7<m-p<-—-j5+1

p ist die grofste ganze Zahl, die man von m subtrahieren kann, sodass m — p noch
> —j ist. |7, m) ist Eigenzustand von Jy mit Eigenwert m, J_ |j, m) ist Eigenzustand
von Jo mit Eigenwert m — 1. (J_)?|j,m) ist Eigenzustand von .J, mit Eigenwert
m — p.

Betrachte J_J” |j,m).

Falls (m — p) > —j , so wére der Eigenwert des Zustands J**' |j,m) = (m —p — 1)

und somit < —j, dies ist ein Widerspruch zur Forderung |m| < j
Entsprechend fiir J, 3 ¢ > 0 ganzzahlig, so dass j = m + ¢
2-1 27=p+q
p + q ist ganzzahlig und nicht negativ. Also
. n
J € {nGNU{O}:g}
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und wegen |m| < j gibt es 25 + 1 erlaubte Werte von m.

6.2.2 Konstruktion einer Basis zu festem j

Der Eigenraum mit festem j ist (25 + 1) dimensional. |j, m) mit m = £j sei normiert.
Konstruiere iterativ

1
Vili+1) =m(m —1)

|7, m — 1) ist normiert wegen (5). |7, m) und |j, m') sind orthogonal fiir m # m’ da

|j7m_1> =

1
7_7}‘]* |J7 m>

(j,m—1|J,|j,m) =0

Allgemein
(4, m| J.|7.m") = mhd,p

Damit

<jvm’ ’]+ ’j7 m,> = \/j(j + 1) - m/(m/ + 1)h6m(m/+1)
(G,m| J_ |4, m") = /3G + 1) — m/(m/ + 1) A1)

6.2.3 Beispiele

(a) j=m=0.1 Zustand.



(c) j=1,m=1,0,—1

1 0 O
J.=h|[0 0 O
00 -1
Ji(m=0,m" = —1) und (m = 1,m' = 0) sind von 0 verschieden.
0 v2 0
Jo=h|[0 0 V2 J_=(J)T
0 0 0
b 010
2
V2 010

6.3 Bahndrehimpuls in Polarkoordianten

Ausgangspunkt

Wir wechseln in Kugelkoordianten

x = rsinf cos ¢ y = rsinfsin ¢ z=rcost

Rechnung

Nach einer langeren Rechnung - die hier nicht aufgefiihrt werden soll - ergibt sich nach

dem Wechsel in das neue Koordinatensystem

, 0 0
= +igp _— ) o
Ly =he (:I:ag+zcot68¢)

Also insgesamt

19 9 1 e
2= R 9 (o) 4+ L
(smeae (Sm ae) * sin295¢2)

78



Wir suchen wieder Eigenfunktionen Y;"(6, ¢) zu diesen Operatoren L? und L,:
L*Y;"(0,¢) = KU1+ )Y;"(0,6)  L.Y"(0,6) = hmY;" (0, 9)

Diese Differentialgleichungen miissen jetzt gelost werden. Wir benutzen einen Separa-

tionsansatz
Y"(0,9) = " (0) (o)
und erhilt direkt eine Gleichung fiir @,

10

7 a—¢¢m(¢) = m®,,(¢)

und damit die Lésung
o, = m?

Damit ®,, eindeutig und stetig ist, muss m ganzzahlig sein (auker bei Betrachtung von

Spin-1/2-Systemen usw. Dies soll jetzt vernachléssigt werden!).

Als zweite Gleichung erhélt man dann mit dieser Losung eingesetzt

1 0 0 m?
—— [sinf— )| — ——=+1(+1) | F"(0) =0
(meaa (Sm ae) smzg T HF )) ()
Wir fordern auch noch eine Normierung der Losung, also

21

1
1= /dQ|Ylm|2 = /d¢/dcos€|Ylm|2
—1

0

oder ausgeschrieben
1

27T/d(:089\Flm]2 =1

-1

Konstruktion einer allgemeinen Losung

Wir gehen analog zum Losungsverfahren des harmonischen Oszillators vor. Fiir m = [
muss gelten:
Lo EF™(0)e" =0

Also

0 : 0
(%—lco’M) Fl=0 = (Smeasine —l) F/ =0
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Dies liefert die Losung

F}l = ¢;sin' 0

bzw.

Y ¢, sin et

C(-1) falt1
ST Vi

Aus diesem (obersten) Zustand lassen sich mit dem Absteigeoperator alle anderen Zustdnde

Die Normierung liefert

konstruieren. Wir benutzen:

1 1
bm =1) = T+ 1) —m(m - 1) i )

mit unserer Losung von oben

Lo _ o —g—l—'cotﬁ3
ho 90 """ o4

Somit kann Y™ aus Y;! durch Differenzieren gewonnen werden. Nach lingerer Rechnung

kommt man auf

_1)\! | l—m
ymo. ) — CD \/21+1(l+m). P

24! 4r (l—m)!6 " dcosm g

oder alternativ

2 +1(1—|ml)
ir I+ |ml)

| .
;Pllml (cos «9)6”’“7’

Y (6.0) = <—1><m+'m'>/2\/

mit den P™ die assozierten Legendre Polynome mit

',
o e )

Pi(w) = (1) p()  P(u) = Pilu) =

Analysieren wir die Struktur von Y;™. Die P, sind [-ten Grades in u. P ist je nach der
Paritét von [ gerade oder ungerade. Dann sind die P/ (cos ) Polynome (I—m)-ten Grades
in cos § multipliziert mit sin™ 6. Genau wenn (I —m) gerade ist, tritt cos @ in einer geraden
Anzahl auf. Zusétzlich ist noch ;7™ = (—1)"(Y;")*. Einige Beispiele:

yo_— _1_
0= 3/7
Vi = deioy/Esmle] Y = §y/2Cosl0] Vi = ey /s

2 2 2 2
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Verhalten unter Paritidtstransformationen 7 — —7 Damit geht
0 —-nm—0 ¢—(p+7m) mod2r

und damit

Y™ (m = 0,7+ 0) = (-1)'Yi(0. ¢)
Die Paritat hiangt also nur ab von [ und nicht von m. Hinweise zur Notation:
<‘9’ ¢‘l7 m> = Yzm(ea ¢)

Die Y, sind orthogonal, also
(Lm|l!,m') = Sy = / dQy;"y;m
und vollstandig, also:

Zym P @' & )" = d(cos — cos @')5(¢ — ¢/)

6.4 Drehimpuls als Erzeugender (Generator) der Drehun-

gen

L. in Polarkoordinaten entsprlcht . Dann ist fiir ein infinitesimal kleines «:

(1 ; %L) £(60,6) - (1 i O‘a%) F0,0) ~ 6.6+ )

Fiir ein endliches o (und analytisches f) ist

e f(0,0) = Z% (O‘a%) 1(0,6) = 16,6 +a)

Allgemein:
M (T) = Y (T)
wobei Z' aus ¥ durch Drehung in Richtung ¢ mit Winkel \5] hervorgeht.
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6.5 Integrale der Bewegung und Symmetrieeigenschaften

7 A ist Integral der Bewegung” <= Alle Erwartungswerte von A sind zeitlich konstant
<= falls ;A =0 und [A, H] = 0.

(siche (Kapitel 3 Section 2) )
Betrachte Verschiebungen oder Drehungen des Systems.
Drehungen :

i =8%7=5"17

Dann ¢/(2') = ¢(Z). Suche Operator Rg, so dass
(@) = Rsip()

Also gilt

Mit 2’ beliebig. Also

(a) Homogenitét des Raumes: Eigenschaften eines abgeschlossenen Systemes bei Parallel-

Verschiebung bleiben ungeéndert <= H bleibt bei Verschiebung ungeéndert.

=1 +0d
RVerschiebungw(f> = ¢(f - 56) = <1 —0d ﬁ) 1?(@

Invarianz von H bedeutet

(V| H [) = (| REHRs [¥)

fir alle Zustédnde, wobei Ry |1)) der Transformierte Zustand ist. Einsetzen von Rysz

liefert
[H,P] =0
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(b) Isotropie des Raumes (Invarianz unter Drehungen)

<w| H ’w> = <w| R;r)rehungHRDrehung ’w>

Infinitesimal gilt Rprenung = 1 — %5(,5[_: Also

[H,L] =0
(c) Homogenitét der Zeit 0;H = 0
Also 1
— =—|H,H+0;H=0
ar ~ Ao
Also
< Wl H ) =0
dt B

Dies ist die Energie-Erhaltung.

Allgemein:

Unitédrer Operator

U, = exp (—%A)

(W H ) = (¢| ULHU, |¢)

Wenn fiir alle Zusténde [¢) gilt

also
H=UHU, = [H,A=0

Wenn weiterhin 0; A = 0 gilt, dann ist
d
— (Y| AlY) =0
= Wl ALY)

U bewirkt die Transformation. A ist der Generator.

6.6 Rotation eines zweiatomigen Molekiils

Hantel = starrer Rotator. Kann beschrieben werden durch

E2

H=—_
21

83



Wobei I das Trégheitsmoment ist.

Energie-Eigenwerte sind dann folglich

h2
E=— 1
) 21_l(l+ )

6.7 Geladene Teilchen im konstanten Magnetfeld
Landau-Niveaus : Kann behandelt werden wie der harmonische Oszillator.
1
Spektrum E, = (n + 5)71%

wobei w, die Zyklotronfrequenz ist.
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Kapitel 7

Zentralpotentiale, Wasserstoffatom

7.1 Allgemeine Uberlegung

L2
2412

T

EKin - HVQ +
2
wobei V. die Radialgeschwindigkeit, u = reduzierte Masse.

1 L?
E=_—P;
ou *

5 V(B

Klassische Mechanik.

Quantenmechanik Stationédre Schrodingergleichung in der Ortsdarstellung

5P+ V)] 0l = Bol)

Weiterhin gilt ﬁ]ﬁ = —%A

Laplace in Kugelkoordinaten :

1, 1/ 1 , 1,
Ay = rar (ry) + r? (sin@ae (sin.03p9) + sin? 6,6¢@/))
H = —h—2182 L Lp +V(r)

o 2ur " 24412 "

7.1.1 Separation der Variablen

Wegen
[H,L]=0 = [H,[*]=0,[H,L.] =0



Niveaus klassifizieren nach E. [, m.

Suche Losungen der Form

h?1 RA(L+ 1)
2\ . Ym " 92 — E
o0 = R)- Y 0.) — (5708 + V() ) RO) = BRO)
Resultat hangt ab von [, unabhéngig von m.
Normierung
1= [lo av
= //r2|R(r)Ylm|2 dr dQ
= /7’2|R(7")|2 dr/|Ylm|2 dQ
=1

Also

/r2|R(7’)|2 dr = 1

Energieeigenwert hingt ab von [ und einem weiteren diskreten (Bindungszustand) oder
kontinuierlichen (Streuzustand) Index ab : k. Ubergang zu U(r) = rR(r),r > 0 .

R U A

(%aﬁ) Loy = %@?U(T)

r

Eindimensionale Schrédingergleichung

h? I(1+1
(_Za,? + hQ% + V(T)) Upa(r) = EiyUry(r)
mit Randbedingung
ll_r}% Uk,l@’) =0

Als effektives Potential bezeichnen wir h24E2 4 v (7).
2ur
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Verhalten der Losung bei kleinem r» Annahme iiber V(r) : reguldr oder weniger

singuldr als <. Ansatz

r

U(r) ocr®

h2 s—2 h2l(l + 1) s—2 s s
(_ZS(S - 1)7" + TT + V(T’)T ) = FEr

V(r)r? und Er® vernachlissigbar. Also

s(s—=1)=1l(l+1) = s=1I1+1oder s =—I

Anwendung: Grundzustand des dreidimensionalen harmonischen Oszillators

In diesem gilt | = 0. Das effektive Potential Vg ist proportional zu r2.Das effektive Potential gleicht dem eines harmonischen Oszillators
(welcher schon weiter vorne behandelt wurde). Die Wellenfunktion Uy ;—q(r) muss bei 7 = 0 verschwinden. Es handelt sich also um eine

ungerade Losung. In einem eindimensionalen Oszillator wiirde es sich um die erste Anregung handeln. Die Energie ist also

1 3
Eg,0 = hw 1+§ :ghw

Uo.o = re= (T2 /R/mew) Roo = o~ @24y 422 /n/mw

Die Ergebnisse lieRen sich also direkt tibertragen.

Die Normierungsbedingung fiir den Bindungszustand fiihrt auf

- / Srl(P) = / A0 [ R(1)|2Y™ (6, 6) = / U ()

da die Y;™ schon normiert sind. Fiir ein kontinuierliches Spektrum gilt

[e.e]

/dl"U]:J(T’)Uk/’l(T‘) = 5(]{3 — k’,)

0

Ein allgemeiner Zustand wird also klassifiziert durch die drei Zahlen k, [, m. Wir schreiben
|k,l,m). k ist die radiale Quantenzahl. Sie ist diskret oder kontinuierlich und zahlt die
einzelnen Energiezustéinde ab. [ ist die azimutale oder orbitale Quantenzahl mit ihren
typischen diskreten Werten. m schlieflich ist die magnetische Quantenzahl (Begriindung

folgt weiter unten).

Zu einem Wert von [ gibt es 2141 Mdoglichkeiten fiir m. Dies entspricht einer 2+ 1-fachen
Entartung. Diese Tatsache gilt fiir beliebige Zentralpotentiale. Fiir ein Potential vom Typ

1/7, r* oder 1/r? gibt es sogar noch weitere Energien.
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7.2 Wasserstoffatom

7.2.1 Ansatz und Losung des Eigenwertproblemes

Das Potential ist in diesem Fall gegeben durch

¢ 1 e

V= __“

dreg T

Mit p wollen wir die reduzierte Masse bezeichnen, die ungefahr die Elektronenmasse ist.
Die Schrodingergleichung lautet dann

R o> I+ 1)R* e

————Ft——— — —| U = F, U,

241 Or? + 2412 r (1) kiU (r)
mit den Randbedingungen Uy ,;(0) = 0. Fiir £ < 0 ist das Energiespektrum diskret, fiir
E > 0 kontinuierlich. Wir wollen uns hier auf den Fall mit diskretem Energiespektrum
begrenzen.

Wir wechseln in dimensionslose Grofien durch Division mit
4

Er= 5—22 (Ionisationsenergie)

und dem Einfithren von dimensionslosen Variablen
2

p=— ap = — (Bohrradius)
ao e

Akl = 1/ —Ey,/E;

Mit dieser Notation erhalt man

d? I(l+1 2
a2 % + . Mo | Uka(p) =0
~ — ~ Energie

kin. Term  Zentrifugalbarriere = Potential

Verhalten fiir grofie p Dann ergibt sich in Ndherung

d? 9
|:d_p2 - /\k,l} Uka(p) =0

Davon ist die Losung einfach

Ura(p) o< ek1#

Aus der Normierbarkeit folgt nur das negative Vorzeichen fiir Ay p.
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Als Ansatz wihlen wir deshalb e~ multipliziert mit einem Polynom:

U, = 67/\k’lek,l(P>

Einsetzen fiiht auf eine Differentialgleichung fiir Y} ;:

d? d 9 +1 2 9
dp EP) _2/\kldp+)‘k,l_7+;_)‘k,l Yk,l(ﬂ) =0

Fiir kleine p muss sich Y}, verhalten wie p'*! wie wir weiter vorne gemerkt haben. Wir

machen fiir Y} ; also einen Potenzreihenansatz

Yig=p° Z Cop*

q=0

mit s = [+ 1 und Cy # 0. Das Einsetzen fiihrt auf eine Rekursionsbeziehung fiir die Cj:

q(q+20+1)Cy = 2[(q + DAy — 1]Cy

Fiir grofe g zeigen die C,, ein Verhalten wie

Cy1 2(g + DAy — 1] Cy1
’ — 2\
q q+20+1 i

Cy =

Damit wéire

2
> - oy Pl g

was offensichtlich nicht die richtigen Eigenschaften besitzt (die Funktion Y}, ; wiirde asymp-
totisch wie €2* wachsen). Deswegen muss die Rekursionsreihe fiir einen Reihenwert ab-

brechen. Es gibt also ein ¢, so dass

(q + l))\k,l =1
Da ¢ und [ ganze Zahlen sind muss
1
Mg = —— k>
RS z

Es gibt also einen diskreten Satz von Energieeigenwerten mit

Ey

E., =—
k,l k+1)?

k=1,2,... 1=01,...
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Die V), sind dann gegeben durch

k-1
Yig = pt! Z Cop?  Cq#0
q=0

mit
2 1 1

_ - I—k—DC.
ey b iCs )Co-1

oder explizit

2\ @+ (—D)Yk 1)
Co= (k—ﬂ) A (g+20+1) (k—qg—1)! Co

Aus der Normierungsbedingung ergibt sich dann Cj,.

Beispiele

szl,lzo (7”) — 2aa3/2677"/a0

_3/2 1
Rk:l,l:l(r) = 2a0 3/2—L€—T/2ao

\/3@0

Riaio(r) = 2052 (1 - %) o/
0

Bis auf einen Faktor sind die R(r) identisch mit den verallgemeinerten Laguerre-Polynomen:

m m n! z_—m dm=m
Ln (’Z) = <_1) me < dzn—me

—z . n

z

denn fir n =k + [ ist
2 [(n—1-1) _o/n [ 2P : i1 (2P
-~ n [ ZF L + s
R(p) n2\l [(n+D)!3 © n o\ p

7.2.2 Diskussion der Resultate

Wir fithren die Feinstrukturkonstante

1
o —
137
ein mit L e .
_Lpe 2 2
E[—Eﬁ—§oz joze ~ 13.6 eV
mit
q o1
€= — ap = —— = —ACompton
Vine 07 pez o m e
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Also
e? h
o = % Compton — E
Die Bindungsenergie ist proportional zu a?m.c? also viel kleiner als die Ruheenergie des

Elektrons (137%). Das Virialtheorem liefert in diesem Fall
linetische Energie ~ a’*m.c? = v/c =~ a

also ist die nichtrelativistische Behandlung gerechtfertigt. Aber bei schwereren Atomen

(Z ~ 100) gibt es grofere relativistische Geschwindigkeiten.

T

0
n =4 ««—— 9-fach
n=3
9 < 4-fach

1

7’L2
n=1  — 110 m=42,+1,0

>
1=0 =1 =2

Entartung: Insgesamt ist jeder Energiezustand n2-fach entartet, denn

—_

(20 +1) = n?
I

I
=)

In manchen Féllen nutzt man die so genannte spektroskopische Notation

1 01 2 3 4

s pd f g
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Die Zustande werden dann nach der Hauptquantenzahl klassifiziert, z.B.
1s,2s,3s,2p, 3p, 3d usw.

Fiir ein allgemeines Potential ist dies jedoch unzweckméfig (nur in diesem speziellen
Fall ist diese Bezeichnung aufgrund der Entartung sinnvoll). Durch eine Verdnderung
des Potentials (z.B. durch Quantenfeldtheoriebeitrage) wird die Entartung aufgehoben
(Feinstruktur, Hyperfeinstruktur, Zeemanneffekt, Paschen-Back-Effekt usw.).

Wasserstoff-artige Systeme

z.B. Deuterium oder Tritium, welche sich von Wasserstoff durch eine etwas verschiedene
reduzierte Masse unterscheiden (bei Deuterium ist der Unterschied ungefdhr 1,/4000).
Ein weiteres Beispiel ist ein gebundener Zustand aus einem Myon und einem Elektron
(Myonium), aus einen positivem Elektron und einem Elektron (Positronium) oder aus

einem Proton und einem Myon (myonisches Atom) mit m,/m. = 207.

7.3 Dichten und Strome beim Wasserstoffatom

Das Wasserstoffatom ist stationér aber nicht statisch (vgl. Teich mit Fluss. Ein Teich ist

statisch, ein Fluss bei gleichbleibender Fliefsgeschwindigkeit ist stationér).

7.3.1 Ohne Magnetfeld

Wir hatten die Losung
Unam(F) = Rna(r)Y,"(0, ¢)

Damit ist die Dichte gegeben durch
Prnlm = |Rn,l(7ﬂ) |2|}/lm(97 ¢) |2
Die Dichte ist somit unabhéngig von ¢, welches namlich nur als Phasenfaktor auftritt.
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=1, m=0

[r2| ~ |cos(6)]
I=0,m=0

\ — — N

/
/ \\\
[ \
\ /
\ /

\
—

Nun zur Stromdichte: . .
1 IAY4 IAY

In diesem Fall ist

T = a9

2
p=a(r)
Die Umkehrung funktioniert ebenfalls: Gegeben sei p und J bei einem stationéren Problem. 9 lasst sich dann bestimmen aus
- wJ
a=./p Vx=——
hop

Fallsﬁxi:OSoistl
P P

der Gradient einer skalaren Funktion und damit ist x in diesem Fall bestimmbar (bis auf ortsunabhingige

Konstanten). Falls Vv x ;’- # 0 wéare die Gleichung ungiiltig.

Wenn wir die Ergebnisse fiir die ¢ einsetzen, so ist

g (7) = [Bng|[Y"(0,0)]  X(7) = m¢

Fast haben wir das Ergebnis von oben. Wir benotigen noch den Gradienten in Kugelko-

ordinaten
N ¢rsin98¢ “ro0 " or

und erhalten "
J= —p(7)——
. (7)



'k
NI

=y

Die Stromdichte wirkt nur in ¢-Richtung und ist unabhéngig von ¢. Sie entspricht einer
DRehung um die z-Achse. Die Drehimpulsdichte ist (klassisch)

dE:qufd3r

wp ist die Massendichte und uf die Massenstromdichte oder Impulsdichte. Da e, und J
senkrecht stehen ist
dL, = prsin0).J] d°r

pr sin 0] J]d%r
h
= p—mp
,u
dL, = hmp(7)d*7

/pd3r =1

L,=hm

7.3.2 Stromdichte bei Anwesenheit eines Magnetfeldes

Gegeben sei A(F), zeitlich konstant, so dass B =V x A, E =0

1 - -
H=—(P—gA?+qU
M( qA)” + qU(7)
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wobei P der kanonische Impuls ist
Stromdichte:

- 1 hv >
J=— | <T—qA> @+ c.c.

N—————
p-Geschwindigkeit

Erfiillt 9;p — V.J =0
— 1 s —
J = P (ﬁVx(r) - qA)

Speziell

L1
J=2p (hVX +my @B)
0 2

Betrachte [ =0 = x =0

J = _q_é,z X Tp100
w2

Feld induziert Strom!

7.3.3 Eichtransformation der Wellenfunktion

E, B-Felder sind invariant unter den Eichtransformationen:

A A=A+ VA

0
¢—>¢/:¢—§A

Schrédinger-Gleichung bei Anwesenheit von elektromagnetischem FEId:

1 (R 2\’ B 9
Wie muss ¥ gedndert werden (¥ — WU'); so dass ¥’ die Schrodingergleichung mit A und
¢’ erfiillt.

Losung: ¥ — U’ =¢

igA(Z,t)
h

Y
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7.4 Paramagnetismus/Diamagnetismus

7.4.1 Allgemeine Diskussion

Hamiltonoperator eines Teilchen im magnetischen Feld

1 2
=g P —qfi()] +V(7)
Konstantes magnetisches Feld B=V x ff, A= —%F x B. Also
1 15 4. g7 P2 L KB ¢*B* 5
H=—|P+2rx B| + V() = v —-EEL. B R
ame [P+ 7 B FV) = g e VI =5 L Bl
——
Hy H Ho
mit
_ an
UB = om.

e Grofsenordnung der Terme Hy, Hy, Hy

— Hj: bekannter Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms , AFEy ~ 10eV, Ayy =
AEo (.1 — 1 THz

_ AB L (s RIBI) A~ YL omi — 4B L
Hy : =5 Nh<h h|B|) ~ L mit Larmorfrequenz WL = g0 und 5=

WL~ GHz

Fiir normale Felder |B| < 10T ist

v < 100 GHz

— Hy : R? = 22 + y* = @2, falls das Magnetfeld in z—Richtung zeigt und aq ist
der Bohrsche Radius.
AE, = & a3. Also

Me

AEQ QQB2 2 1

AEl B MMe aoth

_ gy B met
me h

_AE

 AF,

Also
AF, << AFE; << AE,

Der Term H, wird vernachléssigt, falls L # 0.
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7.4.2 Interpretation des paramagnetischen Terms H;

Klassisch: magnetische Moment eines Stroms ergibt sich aus eingeschlossener Fliache und
Strom

M=A~I€ZZ7TT2£€ZZQTU€ZZL L— g¢°xB
2 2 m ——

vernachléssigbar

Dieser Term zusammen mit der Kopplung des Elektron-Spins an das externe Magnetfeld

fithrt zu einer Aufspaltung der Spektrallinien. Dies ist der Zeemann-Effekt.

7.4.3 Interpretations des diamagnetischen Terms H,

Betrachte [ = 0

2me

2
- 43;%” (7= B)

¢ 3 3
= 3 (7 By - B)

M, ist porportional zu externem feld: Durch Magnetfeld induziertes magnetisches Mo-

ment!
Kopplungsenergie:
B
1% :—/M(B’)dB’:—l]\Zl (B)-H= 1 PB - (7 By = g p
? ? 2 8m. 8me

0

Kopplungsenergie positiv.
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Kapitel 8

Streutheorie in der nichtrelativistischen

Quantenmechanik

8.1 Einfithrung

8.1.1 Streuung / Experiment

Informationen iiber Wechselwirkung zwischen "fundamentalen” Teilchen.
e Spektrum gebundener Zustdande

— Energie-Niveaus.
— Verhalten beim Anlegen externer Felder

— Ubergangsraten
oder

e iiber das Verhalten in Streuexperimenten Streuexperimente entweder iiber Fix-
Target oder Collider-Experimente.
— Fix-Target:

Vorteil Bei geniigend hoher Dichte des Targets volle Ausnutzung des einfallenden
Teilchenstrahls

Nachteil Energie im Schwerpunktsystem geht nur mit v/ Fsgan
— Collider :
Vorteil Schwerpunktenergie geht mit 2 Fsian1, volle 360° Streurichtung zur Verfii-

gung.
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Nachteil Starke Fokussierung und prézise Ausrichtung der Teilchenstrahlen in Wech-
selwirkungsgebiet n6tig um ausreichende Wechselwirkungsraten zu erzie-

len.

Vereinfachung: Streuung von zwei Teilchen.

pB
=L 42 4y
le * 2m2 * (T)

nach Ubergang zu Schwerpunkt Ps- und Relativkoordinaten Pg. Dies ist dann ein

Einteilchenproblem in einem effektiven Potential.

P2 P2
H=2_£ -5 174
o + Ii +V(r)

Schwerpunktsbewegung, nicht interessant

In folgendem Streuung von einem Teilchen an einem gegebenen Potential.

8.1.2 Zeitabhangige Beschreibung mit Wellenpaketen

Betrachte das Verhalten fiir grofe Abstidnde vom Streuzentrum und ein Potential, das

hinreichend schnell abfillt. Also lim V(r) = 0 , schneller als l

r—00

e Einlaufendes Wellenpaket

n2k>
2m

Agoé Wellenpaket, das um IZO = ko€, konzentriert ist , £y =

e Auslaufendes Wellenpaket = gestreute Welle konzentriert aus Kugelwellen M :

(2}2 + kg)expgikr) -0
exp(ikr) E}, N
_— —i—1t | A, (k) F)(k

[ e (-i5t) A BIE D)

Njw

(2 (F7 t) =
wobei 7 den Einheitsvektor in radialer Richtung angibt.
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3
2

Fiir Wellenpaket lokalisiert um k= EO
d*k

o~ F(E;,f) /exp(ikr) oxp (_i%t) AP
_ f(QT, ¢) / exp(ikr) exp (—i%t) Ay, (k) (;1;1;{

Fiir t << 0 existiert nur die einlaufende Welle. Fiir die gestreute Welle gilt r» < 0,

(NI

was nicht erlaubt ist.
Fiir grofke Absténde gilt
- - exp(ikr
) (B [exp(if + 2 g, )
r (2m)

N

ik

¢(F,t):/exp( .

8.1.3 stationare Beschreibung

Einlaufende ebene Welle
Ne™ = ¢p(7)

eikr
f(@, 90) = ‘IIE(F)

gestreute Welle
N
,

/ A7 (P b (7) = (F — )

Normierung:
— N =(2m)

stationére Losung der Schrodingergleichung (fiir r — o0)
ikr )

V() = N (’f+ £0.0)=

Bemerkung: Dimension f(6, p) =Lénge

8.1.4 Stromdichte, Streuquerschnitt

Stromdichte: 7 = ﬁ (\P*glﬂ + c.c.) Beitrag der einlaufenden Welle:
N2hik

—

JE =
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Beitrag der gestreuten Welle:

m r 1 r

2 —zk:r ikr
Js%e( 160, 9) 20 f(e,@)

Berechne Stromdichte jg fiir groke 7, d.h. betrachte nur die fiihrenden Terme in %

(V =260, 4 €,—=—50, + p=0p)

ikr ikr ikr
v (6 f(9,g0> —V <€ )f(@,go)Jr V16, )

r
—_——

o % vernachlssigen
-

also insgesamt:
- N2 hk

Js = |f( )|2€r

m r2

Definition des Streuquerschnitts (Wirkungsquerschnitts)
dr(6,)  Zahl der beobachteten Teilchen/d(2/Zeiteinheit

dQ Zahl der einlaufenden Teilchen/F /Zeiteinheit
dr(0, ) _ |js[r*dQ/dQ
0 = —— =|f(0.9)”
VE]

differentieller Wirkungsquerschnitt dr(g ?) hat die Dimension einer Fliche

do(0
/ % d€) = 0yora = totaler Wirkungsquerschnitt

Bemerkung: Im Experiment misst man Zéhlraten, die proportional zu jp und der Zahl

der Streuzentren sind.

8.1.5 Das optische Theorem

jE( r) =N 2 hk raumlich konstant
js(r) = N21A h|k| |f(9 oIz auslaufend radial

Betrachte Strom durch geschlossene Flache um ein Streuzentrum:

/dFjE(f) =0
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[ afise = ") [ age, 12

m T

N2h(k =
= m< )/dQ|f(9, P = lislotota

Dies ist ein Widerspruch zur Stromerhaltung.

Aber: Interferenzen zwischen einlaufender Welle ¢, und der auslaufenden Welle U3 wur-

den bislang vernachlassigt.

Jins = % ((cb;;(?#);\ﬂf(??) + Pszf*(f')ggbk(f') + c.c.)

Zu zeigen: ;}nt liefert einen negativen Beitrag in Vorwartsrichtung (6 = 0). Betrachte nur

den Beitrag in radialer Richtung é,.

 k 1
VU = ENf0,9) | = — < |+
T T
~—

Vo = ikne*”

radialer Anteil von jint:

L N2h/  k . —ikr I
€ Jint = (elkr—f(Q, (p)em + e—f* (0, @)grkelkr + c.c)
2m r r
N2hk —ikitikr ikT—ikr px
-5 [(e f(0,¢) + c.c.) + (e (0, ) cost + c.c)]

N2hk , .
— _er (ezkr(l—cos9)f<0’(p)(1+COS€)_‘_C‘C)

Die Exponentialfunktion bewirkt, dass dieser Beitrag fiir # # nach Faltung mit einem

Wellenpaket verschwindet. Beitrag nur aus Bereich

1<cosf<1l1—e¢ e<<1

/ AFjin (F) = / A28, jin

1

r22m / dcos @ (™00 (1 4 cos O)f(6, ) + c.c.)

-1

 N2hk

mr
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mit x =1 — cosf
£

/dx (e™™*(2 —x)f(0, ) + c.c.)

0

 N2hkrm
N m

Das Integral ergibt 2 + 7 + (... )e™ und damit

k212

B N2hkrn

r <§f<e —0)— 2 f(6 = O>)

—N2h47TS
m

(76 = 0) = 47546 = 0)
also muss gelten |jz|ogorar — 4?”|5E|% f(@ = 0) = 0 um die Stromerhaltung zu erfiillen.

Daraus ergibt sich das optische Theorem

47
= Ototal = ?%f(e = 0)

Schwachung der einlaufenden Welle durch Interferenz mit der gestreuten Welle kompen-

siert den Beitrag der gestreuten Welle. Anmerkungen.:

(1) Das bisher gesagte gilt nur fiir Potentiale mit endlicher Reichweite. Insbesondere
Muss Oyotar endlich sein. [Gilt also nicht fiir V = %]
Umgekehrt: Falls das Potential eine unendliche Reichweite hat: = 0yopu = 00 =
f(0=0) =00

(2) Das optische Theorem gilt auch wenn Teilchen bei der Streuung absorbiert werden.
(3) f(0,¢) hat immer einen Imaginérteil # 0, falls Streuung auftritt.

(4) Fir k£ — 0 muss Sf(0 = 0) « k, damit oy, nicht divergiert.

8.2 Partialwellen

Annahme: V(7)) = V(r)

Schrodingergleichung in Kugelkoordinaten wie bei gebundenen Zustédnden

() = R(r) - Y(©,¢)

Wegen Rotationssymmetrie um die Streuachse keine ¢ Abhéngigkeit. = magnetische
Quantenzahl m = 0. Bei niedriger Energie , genauer kleinem Impuls, und damit grofser

Wellenlénge tragen nur niedrige Drehimpulse bei o< d - P

Ausdehnung des Streuzentrums Impuls
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Mathematisch: Eine glatte Funktion in [—1,1] wird durch wenige Terme in der Summe
> crP(cos(f)) gut gendhert.
]

8.2.1 Entwicklung der Streulosung im Ausenbereich
(a) Ebene Welle

exp(ikz) = exp(ikr cosf) = Z(?l + 1)it 5y (kr) Py(cos 0)
1

Alternativ: > /4w (20 + 1)i'5,(kr)Y;(0).
I

j1 sind die sphérischen Besselfunktionen mit

1d lsinp
i(p) = (=1)'p 5a) o

Fiir grofse r
sin (k:r — lﬂ)
(K N 2/
Ji(kr) — or
Fiir kleine r (!
r
(k )
kr) = S

(b) Streuamplitude
F(8.9)=f(cos(8)) = (20 +1) fyPi(cos6)

l

Pi(rcosf) = N (expuk:r cos ) + f(cos 9>M>

=Ny [(21 )il (kr) + (20 + 1)f,w} Py(cos 6)
!
Benutzen wir nun fiir j; die Naherung fiir grofte r, so erhalten wir
i(kr — 15 —i(kr — 1% ]
wk(n COS@) _ NZ [(2[ + 1)Z'leXp (2( r 2))§Xp( Z( r 2)) + (21 4 1>fleXp(Zk’T) H(COS 9)
1 r
!
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Mit exp(ilF) =i folgt

(20 + 1 exp(—ikr 20+ 1 exp(ikr
Wy (r, cos @) NZ i —1)H! <7" ) + [ 57k + 2+ 1fl} T) Py(cos8)

Einl. Kugelwelle Ausl. Kugelwelle

(8.1)
Fiir ¢y (r, cos0) als Losung der Schrodingergleichung und fiir

I cos )

Wy (r, cos ) = NZ(QZ + 1)a,; sin <k:r - — 51) Pi{cosb) (8.2)
I

r

stehende Welle, Strom in radialer Richtung = 0 = ein und auslaufende Welle sind
gleich stark.
(8.1) und (8.2) kombiniert ergibt sich

1 1
fi= % exp(id;) sin(0;) a; = Z'IE exp(id;)

wobei §; =Streuphase
Anschauliche Interpretation:

Freie Losungen zu festem Drehimpuls fiir grofse r

2! + ! [(—1)"*" exp(—ikr) + exp (ikr)]
2ik
mit V(r) # 0
o<22li—]: 1exp (i0) [(—1)"*" exp (—ikr—id;) + exp (ikr + i8;)]
20+1 11 _ ' _
= S [(—=1)" " exp (ikr) + exp (ikr+2id,)]

Phasensprung der auslaufenden Welle um 24; gegeniiber der freien Losung. §; =Streuphasen
(héngt von [, k ab). §; ist per Konstruktion reell (elastische Streuung). Falls Absorb-
tion stattfindet ist 9; > 0 oder statt exp (id;) — m exp (id;)

——

<1

8.2.2 Wirkungsquerschnitt

do

o f(0)° = Zfl*fl’<2l +1)(2l' + 1) P(cos ) Py (cos 0)

LU
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Interferenz zwischen verschiedenen [, [’

Totaler Wirkungsquerschnitt

1
2
/Pl(cos 0)Py(cosf) dQ = ZW/B(x)Pp(x) dx = 27rm6”
|
Also
Tiotal = 47 Z(m + )£ (8.3)
A
=7 Z(zz + 1) sin?(%))
= Z oy
!
Und A
o < k_Z(zz +1)

Wenn o fiir & — 0 endlich ist, dann gilt & oc k. Aquivalent zu (8.3)

o= —(20+1) |1 — exp (2i8)|

k2(

Wegen exp (—id;) sin §; = M exp (2i6;) = S;(F) Streumatrixelement zum Drehim-
puls [.

Verallgemeinerung (mit Absorbtion)
SI(E) = mexp (2id;)

mit |7 < 1,7 reell. Extremfall n; = 0 liefert zwangslaufig auch oepasisen 7 0.

Analogie: Schwarze Scheibe. Tglastisch = Tinelastisch = F -

8.2.3 Partialwellen und Streuphase konnen aus 5 d" bestimmt wer-

den

Beispiel: Nur g und 4; seinen nichtverschwindend. Dann:

do

iRl !e“so sin &y + 3e™! sin §y cos 9|

Der Betrag von dy ist isotrop (also in jede Raumrichtung gleich). Der von §; ist propor-

tional zu cos? #. Der Interferenzterm geht mit cos 6.
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Beispiel: Streuung an einer harten Kugel

Das Potential fiir dieses Problem ist

0 r>R
Vi(r)=
o r<R

Die radiale Schrodingergleichung ist gegeben durch:

(5 ) = [+ 2 e

r

mit ) oL
u(r L
=20y =

Bild ein- Betrachte nun den Fall [ = 0:
fiigen

Die Losung in diesem Fall ist gegeben durch:

U(r) = v

1 . .
uo(r) = sin(kr — kR) = % (e’(l"_kR) — e_z(kr_kR))
)

Damit muss

(50:—I€R<O

0o ist proportional zu k£ und das Verhéltnis ziwhscne 6y und k entspricht in etwa der
Grofse des Streuzentrums.

Allgemein: Ein abstofendes Potential fiihrt zu einer negativen Streuphase (ein anziehen-
des zu einer positiven).

Die Wellenfunktion oszilliert schneller im bereich des Potentials:

u(r) = sin(kr + 6) mit 6 > 0

8.3 Behandlung mit Integralgleichung / Bornsche Niherung

8.3.1 Greensche Funktionen

Allgemein betrachten wir eine allgemeine inhomogene DGL mit

f ist die Quelle und gegeben. Die Funktion ¢ ist gesucht. Speziell: f(x) = d(x —2'). Dann
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ist die Greenschefunktion zu diesem Differentialoperator D gegeben durch
DG(z,2") = 6(xz — ')
Mit dieser ist das Problem gelost, denn die allgemeine Losung ist dann gegeben durch
vle) = v+ [ G )
mit der Losung vy des homogenen Problemes
Dy =0

Im Allgemeinen wird ¢y durch die Randbedingungen festgelegt. Wenn G bekannt ist

erhélt man die Losung der DGL als einfaches Faltungsintegral.

Betrachte nun die Schrédingergleichung mit V' = 0:
(VP + k) G(z,2') = 6(z — o)

Da der V-Operator translationsinvariant ist, ist G nur eine Funktion von x —2’. Bezeichne

also mit y = = — 2’/ und betrachte die Fouriertransformierte:

G0 = [ GG

Damit lautet die DGL )

(2n)7

(—¢* + k*)G(q) =
Damit die G bestimmt und somit auch G mit

B dq 1 iy 1
G(y) —/(2ﬂ)3/2 —q2+k2€ (27)3/2

Fiir die Integration benutzen wir Polarkoordinaten:

oo 2

1
iqy cos O
/dq /dqﬁ/dcos@eqy k:2—q

0

Die Integration in ¢ und #-Richtung ist einfach. Man erhélt:

1 Y | 1 - 1 7 1
d qy _ T qy — _ d qy
@q q(2 )3 (e ) k2 —q*>  (2m)%iq / P

—0o0
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Der Integrand hat einen Pol bei ¢ = £k, also muss diese gesondert betrachtet werden.

Wir benutzen die s.g. ie-Vorschrift:

11 [
G, — = [ dqgei
R e / qqe

—00

1
q® — k? Fie

Fir G4 liegt der Pol bei

q:i\/kuz‘s:i,/u%zik(H;—i) — k(1 + ie)

durch Umbenennung (da € beliebig ist).
Das Integral kann im Unendlichen in der oberen Halbebene geschlossen werden, denn e

fallt fiir komplexe ¢ mit positivem Imaginéarteil exponentiell ab. Deshalb:

[e.e]

/ e =2mi Z res(c)

oo c€Res

Es gibt nur ein Residuum bei g = kiie. Also

-11 qeiqy
Gily) = —-——
+() 27Ty(q—|-k‘—|-z'5

q=k+ie
Man erhéilt bei Ubergang zue =0:
1 eiky 1 efiky
G = —— G_ = ——
+(y) T v) =—1 y

Fiir £ = 0 ist das Problem schon aus der Elektrostatik bekannt. Fiir k£ # 0 entspricht
dies dem Yukawa-Potential. G ist eine ein/auslaufende Kugelwelle. Alternativ kann man
auch die stehenden Wellen G, + G_ und Gy — G_ betrachten.

8.3.2 Umformung der Schrodingergleichung in Integralgleichung

(V24 57) () = 5V (r) ¥u(r)

Damit wére die Losung
UE(r) = e+ / dr'G (r, YU ()5 ()

110



Dies ist die so genannte Lippmann-Schwinger-Gleichung (eine Integralgleichung). Einge-

setzt ist dies

1 ikl
o) = e - o [ U @)

|7
hik ist der Impuls des einlaufenden Teilchens. 7 ist der Ort des Beobachters. U(7) sei in
der Néhe des Ursprungs lokalisiert, d.h. das Integrationsgebiet und somit || beschrankt.

Wir untersuchen jetzt das Verhalten fiir » > r’. Dann ist

. 7
|r—7ﬂ|:r(1—ﬁ>

Das am Ort 7" gemessene gestreute Teilchen habe den Impuls k. Damit

A M=
6zk|r 7| ezkr ik’ T
—

|7 — 7| r

Damit ist ,
ikr

wi e - O fare Tru )

r

k einlaufend, k' auslaufend.

8.3.3 Bornsche Naherung

Annahme: V bzw U sind klein. = Iterative Losung: Startwert

U (P = exp ik - 7)

GO =exp (iF-7) - - [ 200 ), ar

Allgemein

- e 1 [exp(klr—71), . , ,
Il/};:r(rr”n = exp <Zk ’ T) - _/ ’F 7—,7| U(’)" )’l/}]:r('r )|n71 dr

Niedrigste Ordnung : ¢, |5 fiir 7 >> 7/

1
47

£(0,0) = U(7) exp (z’(E - %’)W) d7

(k — K')h = Impulsinderung des einlaufenden Teilchens.

Anwendung V(1) = Yukawa-Potential. Auszurechnen in einer Ubung.
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Kapitel 9

Storungstheorie (zeitunabhangig)

9.1 Methode

H = Hy+ W sei zeitunabhéngig.

Eigenwerte und -zustinde zu Hj seien bekannt.
Hyloy) = E |¢})

Index p zahlt die Energieniveaus, Index 0= ungestorten Problem, Index = z&ahlt die
Entartung.

{|g0;>} orthonormiertes, vollstdndiges System. Matrixelemente von W seien klein gegen
die Energiediffe}"enzen Eg — Eg,, p#p.

Ansatz W = AW | wobei A den Entwicklungsoperator beschreibt und die Matrixelemente

von W seien vergleichbar mit E) — E),. Suche Eigenwerte und Zusténde als Funktion von

,

(Ho+ M) [6(3) = B [6(V)

Potenzreihenansatz

|0) und |1) (usw) stehen hier nicht fiir den Grundzustand oder 1. angeregten Zustand

(usw) sondern sind Linearkombinationen der [¢}).
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Konvergenz der Reihe ist nicht garantiert, oft nicht zutreffend, kann aber trotzdem gute
Néherung sein.

Beispiel: Coulomb Potential + konstantes elektrisches Feld

Berechnungen von ¢, |g).

Stationédre Schrodingergleichung: formale Potenzreihe

(Ho + A\W) [i A |q>] = [i )\qsq] [i A |q>]

q=0

P(A)

Ausmultiplizieren, sortieren nach Potenzen von .
Nullte Ordnung

Hy |0) = £ (0) (Oa)
Allgemein
R q
H0|q>+W|q_1>_qufk|k>:0 A - Term
k=0
insbesondere

Hy|1) + W0) — (e1]0) + &0 |1)) =0 (1a)
Ho|2) + W 1) — (2|0) + &1 1) +&0]2)) =0 (2a)
Hy|3) + W [2) — (£3]0) + 2 |1) +&1|2) +03) =0 (3a)
Normierung und Phase von ¢(\): Forderung:
(1)
(LN (A)) =1
Norm
(2)
(0l(A) e R
(Konvention) , keine Phasenverschiebung
0. Ordnung in A 1)=2) =
00y =1 (Ob)
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Phase von |0) zunéchst beliebig.
1. Ordnung :

1= ({0 + A (1)) (10) + A[1))
= A ((1]0) + (0]1)) + O(A?)
= (0]1) e CAR((0]1)) =0
(0]0) + A (0]1) e R
= (0]1) eR
= (0]1) =0 (1b)

2. Ordnung

(012) = (210) = —5 (11} (20)

Allgemein

[y

™ (mlg — m)

N —

(0lg) = (q|0) = —

3
l

wobei die rechts auftretenden Zusténde bereits vorher berechnet wurden.
In der 0. Ordnung haben wir die Gleichungen (0a) + (0b) , in 1. Ordnung die Gleichungen
(la) + (1b) usw.

Im Grenzfall A — 0 fallen eventuell g, Eigenvektoren zusammmen, wobei E,, der Eigen-

wert von Hy und g, der Grad der Entartung ist. (Wesentlich verschiedene Behandlung.

9.2 Storung fiir ein nicht entartetes Niveau mit £ als

Eigenwert

Hy [pn) = Eg |¢n)

Ote Ordnung: Eigenwert und Zustand sollen fiir A — 0 mit E° und ¢° zusammen fallen.
Mit (0a) folgt
€0 = Eg |O> = ‘@n)

1. Ordnung
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(a) Multipliziere Gl (1a) von links mit (p,| = (0.

(pnl Hol1) + (nlWgen) — | £ (1]1) +20 (pall) | =0
—_—— ~—— ~——
£0(0]1)=0 1 =(0[1)=0

€1 = <90n|W|90n>

E.(X) = E) + (on| W)

Dies geniigt fiir viele Anwendungen.

(b) Erinnerung : {|¢})} Basis, |¢}) Eigenzustinde des ungestérten Problems.
Multipliziere (1a) von links mit (@}| mit p # n

(| Hol1) + (@b |W0) — (21 (5]0) + 0 (0}]1)) =0
E, (£|1) + (£5|W]0) — &9 () [1) = 0

i {e[I7]0)
(@pl1) = B.—E, p#EN
<§0n|1> =0

Alle Matrixelemente von |1) mit den Elementen der Basis sind somit bekannt und es

gilt in erster Ordnung

Wien
on(V) = lon) +ZZ‘¢]) 90p| |90>

p#Fn 1t

9.2.1 Energie-Korrektur in zweiter Ordnung

Multipliziere Gl (2a) von links mit (¢, | = (0|

0 = g (0[2) + (O|W1) — 52@+81@+50 (0]2)

= (0]W[1)

3 (enlWip) (5| W ion)

E.(\) = E,
n(A) n + (on|Wlen) + E, - E,

D,i,p#n

Falls n= Grundzustand = (E, — E,) <0 = 2. Ordnungskorrektur ist negativ.
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Grobe Abschétzung von e;:

> by (@bl =1 = |gn) (el

Dsi,p#n

ol < 5 (ol W7 120) — (oalWli0))?)

Wobei AE Abstand zum nachsten

9.3 Stoérungstheorie bei (g,—facher) Entartung

Problem: Wahl der Basis-Vektoren im ¢,—dimensionalen Eigenraum von FE, ist nicht
eindeutig. Entartete Zustiande |¢!),1=1,..., g,, n fest.

Entartung kann teilweise aufgehoben werden.

Hy 1) + W |0) — (g1 0) + &0 [1)) = 0
(0]1) =0

(1a) von links mit (¢! |

(0% | Hol1) + (1 [IW]0) — (1 (] ]0) + o (5]1)) = 0

wegen E, = g¢. |0) muss Linearkombination der g, Zustinde |¢!) sein.

an
0) = J 710
10) Z;M) {¢10)
= Grundzustand
g7L . A . . .
> (el Wl (7,10) = 1 (¢,,[0)
N———— ——

J=1 gn Xgn Matrix Vektor der Dimensiongy,

Eigenwert-Gleichung : ¢;-Eigenwerte, {¢,} Eigenvektoren.
Zur Berechnung der Eigenzusténde in niedrigster Ordnung und Energie in 1. Ordnung
—> Diagonalisierung der Matrix W™ im Eigenwert zu F,: Eigenwerte ¢¢ + Ae{ kénnen

eventuell noch entartet sein.
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9.4 Beispiel: Eindimensionaler Harmonischer Oszilla-

tor mit Storpotential

P2 1
HO = % + émw2X2
Storung : X, X? konnen auch exakt behandelt werden. X3, X*?

Storung : W = AMw, /%=X wobei A dimensionslos ist und /%=X = %

(a) Exakte Losung

10 7

2
r ., /1w 1.5
S X Yy 2

Vo+ W zmw ( + A h) 2)\ﬁw

Energie-Eigenwerte

Zustande wie beim ungestorten Problem, aber um Xy = A4/ % verschoben. Ausge-

driickt durch die ungestorten Zustand : iiber Anwendung des Verschiebungsoperators

118



hw
1P = (a—aT) i
2
Xo a—al
1P— = )
i V2

Es sei (z|¢)) = f(z) = (z]exp (iP%) [¢) = f(z + a) also

o) = e (A o

A
1+ S=(a—a)+-- ) o
(1 Jglamar+)
Verwende a' |¢,) = vn+1|on1),alon) = V1 lpn_1). Damit

n n+1
) = i) + A out) = 2 1 b

Q

(b) Stoérungstheorie:

Matrixelemente des "Storoperators” W = /\hcu%/%T

(on|W|pn,) = Diagonalelementen =0

Verschiebung in 1. Ordnung = 0

n+1

<90n+1|W|90n> = AMw

(nr|Wlion) _m\f

sonst =0

Storung der Zustande

(¢ |W|90n>
|tn) = ln) +Z’@p S

p#n B

n+1 1 nl
n—1) MNww

n+1 n
= lou) = lowen) Ay "L+ ) A\@
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und somit das gleiche Ergebnis wie bei der exakten Losung.

1 n+1 1 n 1
W W)+ = A2 (fiw)? LI
S Wil gy = ¥ [“ o+ 5
hw
=\
2
Unabhéngig von n.
Energieverschiebung in 2. Ordnung
Anharmonischer Oszillator
a+al

W =ohX® X =

(omW]on) =40 m=n+2

2. Ordnung

9.4.1 Beispiel: Stark Effekt

(a) Quadratischer Stark-Effekt

Wasserstoffatom in konstantem elektrischen Feld in z—Richtung. Stérpotential W =
—qez, (E = e@)
FEinfluss auf Grundzustand: n=1,l=0,m =0

1. Ordnung : Wir wissenty,,—1 j—o.m—o (¥) = f(r) (rotationssymmetrisch)

n=11=0m=0W[n=1,1=0,m=0) :—qes/|f(r)|2 zdr® =0
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2. Ordnung

P Y = 11=0m =0l n) P

n/#L11 m/

vVn>1 E,—E, <0

— Energieverschiebung des Grundzustands ist negativ und quadratisch im Feld.

(b) Linearer Starkeffekt

Betrachte Hauptquantenzahl n = 2. 4 Zustande [ = 0, =1,m = 0, +1.

4-dim Unterraum =— 4 -4 = 16 Matrixelemente, dann diagonalisierung.

W (7) = Ra(r)Y" (0, )
1

Vix

Y = \/gcosﬁ
Y = —\/Esine exp (i)
8T
Y= \/Esiné’exp (—ip)
8T

z=1rcosf

vy =

16 Matrixelemente von (I', m’| cos|l, m)

(1) Diagonalelemente = 0 wegen Paritét

2
(2) m’ # m denn [ exp (i) dp =0
0

(3) Wenn m’ = m sein soll und kein Diagonalelement, so bleibt nur:

(I=1,m=0W[l=0,m=0)={=0m=0W[l=1m=0)

# 0 und reell
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Ubergang zwischen Zustinden verschiedener Paritit und gleichem m.

0 0
0 0
W =
0 0 0
0 0 v O
Erste Zeile: m = 1, zweite Zeile m = —1, dritte m = 0,1 = 1, vierte m =0,l =0

wobei

Ve = —q€/Rlzo,n=2RZ=1,n:27“2T/K)OKO cos 0 d) dr
1

1
= —qe/Rlongang?ﬂr 4—\/327r/00529 dcos@ | dr
T

-1

-~

1
V3

J/

Nun mit ¢ =Bohrradius

3
1\?2 r r 1 1
Fizon=2 (2@) 2a exp 2a izt =2 V3 \2a

o

1 1 1\* r\T r\ T
= —qe—=—F7=2 2 = (1——) - <——> -
e qe\/g\/g r (2a> 5 anp " aa dr

u==< 21
=" —qeag g /u4 (1 - E) exp (—u) du

ey O
|l =1,m = £1) bleiben Eigenzustinde und Eigenwerte bleiben ungeéndert. Die En-

0
Diagonalisiere Blockmatrix (W) = ( 87)

tartung wird aufgehoben fiir |l = 1,m = 0) und |l = 0,m = 0).

01
Diagonalisiere e Lo —> Energieverschiebung.

1
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%(|l:1,m:0>—|l20,m:0>) — e

Storungstheorie bei wasserstoffahnlichen Atomen mit ausgedehn-

ter Ladung

— Struktur des Kerns (Protons)

Storpotential im Vergleich zum Coulomb-Problem :

0 T > Po
4 (T)— 2

Ze? r 2

2_P()(<p_o) _3+%> T < Po

Des liefert eine sehr kleine Storung, da a >> pg, Integral nur bis py. Wellenfunktion

andert sich kaum.

PO
(Wi~ [ a0 oy [as Ry R )
0

PO
Ze? 9
= —€|Rn,l<0)|2/ dr 72 (1) + 03
2p0 Po r

0

nur # 0 fir [ =0
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9.5 Naherungsmethoden

9.5.1 Variationsprinzip

Wir betrachten den Hamiltonoperator H in einer Basis von Eigenzustédnden |¢,,)

Problem: Die E,, und |¢,,) sin im allgemeinen nocht bekannt (und schwierig zu ermitteln).

(a) Gesucht ist Ey (bzw. eine obere Schranke an Ej). Idee: Wenn |¢) ein beliebiger

Zustand ist, dann muss

H
g < WO
¢l¢
Denn
(@IHI®) = Y lealEa = Eo Y leul” = Eo (819)
Gleichheit ergibt sich nur fiir |¢p) = |¢o). Das Variationsprinzip nutzt genau diese

Tatsache aus. Man wahlt einen Zustand |¢(«)) welcher von einem (oder mehreren)

freien Parametern abhéngt. Man sucht dann den Wert fiir a, bei welchem

e - (@I

o = Sli(a)

minimal wird. Dieses Minimum ist weiterhin nur eine obere Schranke an E,. Ob es

sich um eine gute oder schlechte Schranke handelt ist nicht zu erkennen!

(b) Verallgemeinerung: Gesucht ist F, und |¢,) ndherungsweise. Wir benutzen das s.g.

Ritz’sche Theorem: Es sei

) — 1)

i
stationér (also dndert sich (H) nicht falls 1)) nur wenig gedndert wird). Dann gilt

Hy) = (H)[¢)

also ist [¢)) Eigenzustand zu H mit Eigenwert (H).

Beweis: Berechne § (H) aus

0 ((H) - (¥[9)) = 0 (VI HI¢))
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Nach der Produktregel ist dies

6 (H) (1) + (H) (($loy) + (0v[)) = (Y| H[6) + (09 H|¢)

Mit der Annahme & (H) = 0 erhiilt man
(VI(H — (H))[69) + (00|(H — (H))|¢) =0
Mit der Abkiirzung |¢) = (H — (H))|) erhilt man
(9]6v) + (dv]8) =0
Da dies fiir alle 5t gelten muss, kénnen wir insbesondere
60y = 6A|¢)  SAER

wéhlen, also

20\ (¢l¢) =0

Dies funktioniert nur fiir |¢) = 0 und damit die Behauptung.

Beispiele

Harmonischer Oszillator

h? 2 1 212
Wir machen den Ansatz
Yo(z) = e a>0
Damit ist .
(ol Htha) = / dx (6_mzH6_m)

Nach ein einfachen Rechung erhalten wir

o1 L1\ [ )
H N - 2~ —2ax
(Waltilt) = (gt gt ) [ axe

—00
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und damit

h? 1 1
H)Y = — —mw?—
(H), 2ma+ Smw -
Diese wird minimal fiir
1 mw 1
a=a=g55 (H)=5h

Dies ist sogar das genaue Ergebnis! Bei schlechtem Ansatz erhédlt man mitunter viel

schlechtere Ergebnisse:

1
wOJ(x) = —.I'2 T o2 a>0
Damit erhalt man
(H) h? 1 n 1 9
= —— + —mwa
* dma 2

und das Minimum bei

h hw

9.6 Storungstheorie und Bandermodell

9.6.1 Qualitative Diskussion

Statt alle Elektronen im Korper zu betrachten, beziehen wir uns immer nur auf ein Elek-
tron in einem vorgegebenen Potential (welches durch die Atomriimpfe im periodischen
Gitter gegeben ist). Die WW zwischen den Elektronen kénnen vernachléssigt werden, da
sie nur zu einem homogenen "Hintergrundrauschen” fiihren.

Am Ausgangspunkt seien die Ionen weit entfernt.

Die Niveaus fiir einen Kern sind diskret. Fiir zwei Ionen ergibt sich ein anderes Bild:

(a) Fiir grofe R sind die Energieniveaus noch immer diskret und wie zuvor, jedoch 2-fach

entartet.

(b) Fiir R vergleichbar mit der Ausdehnung des Potentials kénnen Teilchen von einem ins
andere Potential tunneln. Dies fiihrt zu einer Stérung des einen Potentials durch das
andere. Die Entartung wird aufgehoben. Wenn v; die Wellenfunktion des ungestorten

Potentials zur Energie E; ist, dann kommt es jetzt zu Stértermen

(1 (r) Vi + V|t (r — R)) = 01
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Nach der Stérungstheorie mit Entartung liefert der Storterm
Ey &
51 E1
eine Aufspaltung mit dem Abstand A = 24. .

Die Linearkombination % (1(r) — 1 (r — R)) trégt hierbei die grokere Energie (All-

gemein haben Funktionen ohne Knoten immer die wenigste Energie). Fiir grofere R

wird A immer kleiner.

Machen wir jetzt den Schritt zu N Ionen. .

Fiir unendlich viele N bekommt man eine dichte Aufteilung der Energieniveaus, die aber

nicht einen groferen Energieabstand iiberdeckt (weiter entfernte Ionen fithren zu kleineren
Aufspaltungen). A wichst nicht wesentlich, wenn weitere Ionen addiert werden, aber die

Aufspaltung wird immer feiner. Man erhélt ein ganzes "Band” von moglichen Energien.

9.6.2 Eindimensionales Modell: lineare Kette von Ionen

Wir betrachten nur die Zusténde in der Ndhe von F. |v,) sei der dazugehorige Eigenzu-
stand (des ungestorten Systems) des n-ten Ions. Der Hamiltonoperator ist dann gegeben
durch

H = Hyg, + Y _H,
wobei H, der Betrag des Ions ¢ zum Potential ist. Dann ist nach Definition

(Ekin + Hn) ‘/Un> = El ‘/Un>

Dieses System wird jetzt gestort durch alle anderen H, mit ¢ # n

W,=> H,

a#n
Wir definieren ein Ubergangselement
—A = (V| Wa|vps1)
alle anderen Kombinationen wie z.B. (v,,|W,,|v,42) = 0 seien Null. Die Stérmatrix ist in
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diesem Fall

E, -A 0
H - —A E1 —A
0 -A K

Mit der Definition fiir die Eigenzustande fiir H

[6) = cqlvg)

kommt man auf
—ACq+1 + Elcq — ACq_l = ECq (*)

Wir machen den Ansatz

__ iqkl
Cqg=¢€

mit der Entfernung [ zu den benachbarten Ionen und & noch zu bestimmen. Deshalb muss

<k<

~13

il
[

da sich sonst das Ergebnis wiederholen wurde. k liegt in der so genannten ersten Brillouin-
Zone.

In (*) eingesetzt fiithrt dies auf das Ergebnis

E = E; —2Acos(kl)
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