Richard Gebauer Theoretische Physik D Stand: 20. Juli 2015

THEORETISCHE PHYSIK D - ZUSAMMENFASSUNG

Diese Zusammenfassung erhebt keinen Anspruch auf Vollstandigkeit oder Korrektheit.
Solltet ihr Fehler finden oder Ergdnzungen haben, teilt sie mir bitte mit: richard.gebauer@student.kit.edu

1 Grundlagen

Hinweis: Bei Rechnungen mit EM-Feldern wurde in der Vorlesung das Gauf-System verwendet, deshalb
sind diese Formeln hier auch in Gauf§ notiert.

1.1 De Brogliesche-Materiewellen

Wellenlidnge
h
A=—
Energie
-2
E=hf=hwi=l
2m
‘Wellenzahlvektor
- P -2
k== k=kl=—
h ? | | )\

1.2 Dirac-Notation (Bra-Ket-Schreibweise)

Skalarprodukt (Braket) (i|¢) = / d3rap*(7) - (7)

mit abstraktem Funktional (| (Bra), das auf eine abstrakte Funktion |¢) (Ket) wirkt.

Verschiedene Darstellungen

V() =(F|¥) (d.h. die ¥-Funktion in Abhingigkeit des Ortes)
U(p) = (F|¥) (d.h. die -Funktion in Abhéngigkeit des Impulses)

:|n)  (d.h. die n-te Eigenfunktion)
U5 =:[p) (d.h. die Eigenfunktion zum Eigenwert p)

Orts-Impuls-Relation

13 = 05171 = o exp ()

(7| p) beschreibt die Eigenfunktion zum Impuls p' in Abhédngigkeit des Ortes 7.

1.3 Operatoren

wirken immer nur auf Zusténde |-}, nicht aber auf Zahlen/Konstanten.

Impuls-Operator

Ortsdarstellung :  (7]p = -V (7]

h
i
Impulsdarstellung :  (p]p = 7 (p]
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Orts-Operator

Ortsdarstellung : (7]
Impulsdarstellung :  (p]

Hamilton-Operatoren (Energie-Operator) fiir verschiedene Probleme

Kurz zusammengefasst, fiir ausfithrlichere Beschreibung, siehe die entsprechenden Abschnitte.

Problem | Hamilton-Operator
Freies Teilchen | H =T = p2/2m
.. mit Potential | H = p%/2m + V (7)

Bewegung auf Kreisbahn | H = =

~ 1 h?
Teilchen im Zentralfeld | H = — (AQ + =1+ 1)+ V(r))
T

Drehimpuls! | H = —mB = —yBL = fguB?I_;/h
Spin | H

. 1 /- N2
Teilchen in EM-Feld | H = — (ﬁf EA) + ep
c
Allg.: Bestimme Hamilton-Funktion (vgl. Theo B) und ersetze Koordinaten durch zugeh. Operatoren.

Adjungierter Operator

Fiir jeden Operator O existiert ein adjungierter Operator O, sodass gilt:
<¢ ‘ O¢> - <OT¢ ‘ ¢> fiir alle ¥, ¢

Selbstadjungierter Operator

Ein Operator ist selbstadjungiert (hier auch hermitesch genannt), falls gilt: 0 =0t.
Sie besitzen immer eine Menge von orthogonalen Eigenfunktionen, d.h. o.E. gilt:

(nm) =0nm -

Die Eigenwerte dieser Eigenfunktionen sind reell, also O |n) = o, |n) mit o, € R.
Weiter erfiillen sie die Vollstdndigkeitsrelation:

Z (n|7) (F'|n) = §(F —7') bzw. allgemeiner Z In) (n| =1

n n

Erwartungswert
<O> - <\1/ ’ ) ‘ \If> - <x1: ‘ O\IJ> - /d3r\1/*(7?) - OU(7)

Messbarkeit

O ist messbar, wenn <O> reell ist. Dies ist nur fiir hermitesche Operatoren (O = O') der Fall.

1Kam so allgemein nicht in der VL, aber wichtig fiir E-Feld-WechselWirkung mit dem Bahndrehimpuls: m ist das
h
magnetische Moment; g ist der Landé-Faktor (g = 2 fiir Elektronen); u = QQ—M ist das Magneton des Teilchens (z.B. p = up
Bohrsches Magneton fiir Elektronen).
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Weitere niitzliche Relationen

i i=
[l =1
(F7") = 6(" =)
Kommutator
{A, B} — AB - BA
Erhaltungsgroflen
L9 . .
iz (0) = ([0-4])
Somit stellt O eine Erhaltungsgrofie (zeitlich konstant) dar, falls gilt:
[07 H} —0
(Spezialfall des Ehrenfest-Theorems: Gilt nur falls (9,0) = 0)
Orts-Impuls-Kommutator
(£, k] = [Pj, Dk) =0, [&,Pk] = iRk

1.4 Wahrscheinlichkeiten
Projektor: diskrete Zustinde

projiziert einen bel. Zustand |¥) auf den Eigenzustand |n):

Es gilt dann:

A

PPy =0ymPy ; Aln)=a,|n) = AP,|¥)=a,P,|¥) fir beliebiges ¥

Wahrscheinlichkeit: diskrete Zustdnde
Wahrscheinlichkeit, den Zustand |¥) im Eigenzustand |n) zu messen, ist:

0= (0

Pay(n) = | (|02 = (¥ |2,

Projektor: kontinuierliche Zusténde

projiziert einen bel. Zustand |¥) auf die Eigenzustinde |b) im Bereich [a, §]:

R B
P = [ v )0

Hier gilt: . . .
Pla,1Py,5) = Pla,ginfy.0)

‘Wahrscheinlichkeit: kontinuierliche Zustinde

Wahrscheinlichkeit, den Zustand |¥) in einem Eigenzustand |b) mit b € [, 8] zu messen:

Au(nB) = [ SO0 P = (9] Py | 9) = (P

Seite 3 von 19



Richard Gebauer Theoretische Physik D Stand: 20. Juli 2015

1.5 Schrodinger-Gleichung
Allgemeine Schrodingergleichung

0 N A o
zh& |[U(t)) = H|¥(¢t)) mit Hamilton-Operator H =T + V
Stationdre Schrodingergleichung

H|¥) = E|D)

E sind Eigenwerte des Hamilton-Operators H. Wir suchen Funktionen |¥) (und zugehorige Eigenwerte),
die dieses Eigenwertproblem l6sen.
Aus der Losung der zeitunabhéngigen SG ergibt sich die Zeitabhéngigkeit durch:

(o) =esp (i) 19

1.6 Ehrenfest-Theorem

Ehrenfest-Gleichungen

Speziell fiir O = 7 bedeutet dies fiir A = ;L + V(7) wegen 9,7 = 0 und {H 7’] =P,
m m

d . D

a "=

Fiir die Kraft (O = p) folgt in diesem Fall analog:
L\ d
(F) =2 ) == (V)

1.7 Exakte Messbarkeit und Unschirfe
Unschiérfe

Varianz: Die mittlere (quadratische) Abweichung einer Messgrofie O von deren Erwartungswert <O>

((20))=((0-(0)))=(0") (o)

Um eine Observable O scharf messen zu kénnen, muss der aktuelle Zustand |¥) eine Eigenfunktion sein:

<<AO)2> -0 = O = <O> )

(Bem.: Sofern eine vollstdndige Basis von Eigenfunktionen von O existiert, kann O in jedem Zustand
(alleine) exakt gemessen werden, da sich |¥) als Linearkombination dieser Basis schreiben lisst.)

Simultane Messbarkeit

Zwei Operatoren O und P koénnen genau dann gleichzeitig scharf gemessen werden, wenn sie gemeinsame
Eigenfunktionen besitzen:

<(AO>2>_O und <(A1f>)2>_o & [0.P] =0

{OA, f’} = 0 ist hierbei dquivalent zur Existenz gemeinsamer Eigenfunktionen.
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Heisenbergsche Unschirferelation

Mochte man zwei Observablen zeitgleich messen, die nicht die selben Eigenfunktionen besitzen, ergibt
sich hierbei notwendigerweise eine Unschérfe:

(@0 ) (27)") = g (o))
Orts-Impuls-Unschirfe
((apa)*) ((A79)") = B o
Mit der Standardabweichung AO = < (AO) 2> erhélt man in einer Dimension die bekannte Beziehung;:
Ap-Ax > h/2

1.8 Wahrscheinlichkeitsstromdichte

- h
Jj=— (U*'VU - UVT¥)

2mi
Kontinuitidtsgleichung
wird vom Wahrscheinlichkeitsstrom erfiillt: (mit p = |¥|?)

80 -
E_FVJ_O

1.9 Paritét
Paritiitsoperator PU(z) = ¥(—z)
P ist selbstadjungiert und es gilt:
V(z)=V(-z) < [P,H|=0 < P und H haben gemeinsame Eigenfunktionen

Eigenfunktionen von P sind die geraden und ungeraden Funktionen:

A ~

(x) = ¢(=z) (PY(r) =¢(x), EW 1) und ¢(z) = —¢(-z) (PY(r) = —¢(z), EW —1)

Falls also [ﬂ , ]5} = 0, haben die Energie-Eigenzustinde gegebene Paritét:

ﬁqbn = n¢n ) ¢n(3«") =i¢n(—$)

2 Erste quantenmechanische Probleme
2.1 Unendlich tiefer Potentialtopf (1D)

0 falls |z| < «a/2
Vo) - o] < o
oo falls |z| > a/2

Schrodingergl. ist lokal: In jedem Bereich einzeln losen. Dann Randbedingung (Stetigkeit) beachten.

e \/gcos(%x) falls n ungerade
n\T) =
\/g sin(“rz) falls n gerade

22
hems

2mao

(neN=1{1,23,..})

Ey
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2.2 Harmonischer Oszillator

P Rk, )
H:%—l—V(x)——Qm@—i—gx mit k = mw

Losung der stationiiren Schrodingergleichung

() = J% ()" s, Q/@) exp (~242)
En:hw(n—&—;) (n € Np)

Hierbei wurden die Hermite-Polynome verwendet:

H,(z) = (—1)"em2 d* (e_'rz)

dz™
Dimensionslose Linge und Energie
2
T hw
Mit dieser Substitution erhalten wir aus der stationdren SG folgende DGL:
V(O + (e~ €) w(©) =0
29
deren Losung die Hermite-Funktionen sind:
1 2

() = m@ew(-5) e

V2rnly/T

mit den Hermite-Polynomen (andere Formulierung als oben):

e oo (5) (¢ ) o (-5)

Auf- und Absteige-Operator

Absteige-Operator a = Ly (N Lf)
2h mw

Aufsteige-Operator a' = Ly Lﬁ
2h mw

Besetzungszahloperator N = afa
Die anderen Operatoren lassen sich durch diese ausdriicken:

h

A Ay oat
xr = 2mw(a+a)
h mw
P SRSt PR |
P= 2mw (a a)

ﬁ:m(aﬁm;) :M(NJr;)

Fiir die Eigenfunktionen |n) (n € Ny) des Hamilton-Operators gilt:

Nn)=nln) , any=vnln—-1 , aljny=van+iln+1)

m == @10 )0 = () e (~Ge?)
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Mehrdimensionaler harmonischer Oszillator (vgl. Blatt 5)

A2 2
N D5 mw
H= it/ 72
- <2m + 2 xj)

Die Losung der stationdren Schrodingergleichung ist:

(@ {n;}) = H (zj|n;) mit eindimensionaler Lésung in Richtung j: |n;)

J

1
E{nj} = hwz (nj + 2>
J

Weitere niitzliche Relationen der Operatoren sind:

A A ~ A At A ~ ~ 1
[aj,au =6k , lajar] = [a}au =0 |, H:mZ( j+2)
J
|:Nj dk:| = 7&j5j7k s [N7&L:| = ajaj,k , {NJ’Nk} =0

Ab jetzt keine Hiitchen auf den Operatoren mehr... — Kontext

2.3 Stufenpotential

p? h? d? 0 =x<0
xTr) =
VO CL‘ZO

Fall £ >V}

. ) 2mFE
Aek® 4 Be~hT it k= \/ mQ z <0
U(x) = A

Cleik'® mit k' = M x>0
72
orans | K| C [ 4/1T=Vo/E
Transmissionskoeffizient 7' = |2 =7 % = o/ .

Jinc (1 + 1= ‘/()/E)
et | | B|?

Reflexionskoeffizient R = ] Ho|2] =1-7T
Jinc A

Ein Teil der Welle wird transmittiert. Dieser d&ndert jedoch seine Wellenlédnge, analog zu elektromagneti-
schen Wellen im Medium.

Fall £ <V}
. . 2mFE
A (eke + e*l(’””‘b)) mit k = —7;;2 <0
J A T S T

1+ik/k N h? -

mit Phasensprung bei Reflexion ¢ = arctan (%)
Reflexionskoeffizient R = j fl = ’ ¢ 1 =1
Jinc

Die komplette Welle wird (wenn auch mit Phasensprung) reflektiert. Ein Teil der Welle dringt jedoch
zuvor (exponentiell abfallend) in die Potentialstufe ein (evaneszente Welle).
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2.4 Rechteckige Potentialbarriere

2 2 52
D h* d 0 |z| > a
H=2 1y e
om TV 2mdx2+{V0 2/ <a
Fall £ >V}
2 E
Aetkr 4 Be—ikz mit k = m T < —a
2m(E — Vp)
VU(z) =4 Ce*'* 4 De ™'z mit k' = m( 2 0) lz] < a
, /12 E
Fetke mit k = T>a
rans 1
Transmissionskoeffizient T = ‘]t ‘ V2
Jine — Y% ___sin?(2k'a)

T AB(E Vo)
Beachte: T =1 falls n- \'/2 = 2a (n € N), die Barriere wird also unsichtbar, wenn gerade ein Vielfaches
der halben Wellenlénge in die Barriere passt.

Fall £ <V
2 - F
k' =ik mit k= 7m(1;§2 )
Transmissionskoeffizient T = 7 L et %6_4“‘
1+ ——9  &inh%(2
+4E(V0—E) sinh”(2ka)

Tunneleffekt: Obwohl die Energie nicht ausreicht, kann ein Teilchen die Barriere passieren, aber die
Wahrscheinlichkeit hierfiir nimmt mit zunehmender Barrierenlédnge exponentiell ab.

2.5 Gebundene Zustinde in einer rechteckigen Box

b
=2 4v
2m () = om da? 0 falls|z|<a

Gebundener Zustand, d.h. E < Vj. Definieren:

2mE 2m(Vo — E)
e e e

Bei Verwendung des Paritdtsoperators erhdlt man zwei mogliche Eigenzusténde:

2 h? d? {Vg falls |z| > a

Aef® falls z < —a Aef® falls z < —a
Y(z) = ¢ Ccos(kz) falls |z| <a oder ¢(z)= 1 Csin(kz) falls|z]<a
Ae=h® falls x > a —Ae "  fallsx >a

Unter Beriicksichtigung von Randbedingungen (Stetige Differenzierbarkeit) erhdlt man:
k = ktan(ka) oder k= —kcot(ka)
Mit 7 = ka und € = ka lassen sich diese noch in eine schénere Form bringen:
n=2~&tan oder n = —&cot

Grafisches Losen ergibt fiir v2 = n? + £2:

e v < 7/2: Eine gerade Losung

e /2 < v < m: Eine gerade und eine ungerade Losung

o 7w <y < 3mw/2: Zwei gerade und eine ungerade Losung — usw.
Und damit gibt es fiir v < mm/2 insg. m gebundene Zustinde und als Kriterium fiir m Zusténde:

Vo < E;?  mit Energie des m-ten Zustands im unendlichen Potentialtopf E;;
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3 Drehimpuls und Spin

3.1 Teilchen auf einer Kreisbahn

H(r) = — 2~ A(r) = E(r)

2m

In Zylinderkoordinaten mit » = R = const. und z = 0 vereinfacht sich dies zu:

h2 2 —
o 0500 = B (9)
ol e B h%n?
:> wn(éf)) - me b n 2mR2

Aus der Randbedingung ¥, (¢) = ¥, (¢ 4 27) folgt die Quantisierung:

et = n(¢t2m) o p ez

Die selbe Rechnung kann auch mit Lagrange-Funktion und Hamilton-Formalismus durchgefiihrt werden:

. 1 . 2,
L(6,) = ymi® = T
2 2
mit kanonischem Impuls (zur Ortskoordinate ¢):
oL .
- = = mR2
Py =5 y ¢
Hiermit ergibt sich die Hamilton-Funktion (die auch dem Hamilton-Operator entspricht):
. . mR? . pi
H = - L = 4=

Fiir kanonische Impulse gilt analog wie im Standardfall (x <> p):
. - . h
[$.pg] =ih = ¢=¢, P = 705
womit man aus der Hamilton-Funktion den Operator gewinnt:
A h2
H=—-——-_09?
2mR? %

3.2 Drehimpulsoperator

aull

=rxp

Drehimpulsinvarianz und Rotationssymmetrie

Infinitessimaler Rotationsoperator:

L@

R@=1+0(F><ﬁ):1+i

L&
Ry = j
exp(z h )

Fiir endliche Drehwinkel w:

Bei Rotationsinvarianz ist der Drehimpuls erhalten und Energie und Drehimpuls kénnen gleichzeitig

scharf gemessen werden ([H, L] = 0).

Drehimpulsalgebra

[Lj,Lk»] = iﬁEjlel ; {Lj,l_?} = 0

Zusténde mit nicht-entarteten Energiespektren haben trivialen Drehimpuls (L;) = 0.
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Eigenschaften
Je=J, i, ; JL=J_
Diese Auf- und Absteigeoperatoren erfiillen:
[Jo, 2] =0 ;5 [T, Je]==%hJy ; [Jy,J|=2h], ; JP=J_Jp +J2+hJ.
Fiir Basis von Eigenfunktionen |j, m) gilt:

T2 gom) = Bj(j + 1) |j,m) ;5 Jo|j,m) = hm|j,m)

Jilim) =h/i(G+1) —mm+1)|jm+1) ; J_|jm)=h/j(+1)—m(m—1)[j,m—1)

Darstellung in Kugelkoordinaten
Von L = 7 x D

9
o
Insgesamt kann man den Laplace-Operator damit schreiben:

V2A<82 +2a> 1 7

o trar) e

Lx:ih<sinq§aa€+cot9cos¢ ) ; LyZih(—COS¢§0+COtQSiH¢a) ; LZ:—iFL2

99

Fiir Zentralpotentiale V() = V(r) sieht man nun leicht ein, dass Drehimpulserhaltung [L,, H] = 0 gilt.
Die Kugelfliichenfunktionen (unter Niitzliches) sind die Eigenfunktionen von L, und L2.

3.3 Der Spin

Drehimpuls mit s = 1/2, verwenden 0.B.d.A. Eigenzusténde in z-Richtung:

1 1 11 1 1 1 0

Operatoren in Matrix-Schreibweise:

0 1 0 0
S+: N S_=h
0 0 1 0

Es gilt wie fiir gewohnliche Drehimpuls-Operatoren (was sie ja auch sind...):

1 1 h - 1 1 3
Szlf i*>:i§ ] 52|§7i§>21h2

Zusammengefasst:

= h, ) ) ) . 0 1 0 —i 1 0
S = -0 mit Pauli-Matrizen ¢ = , ,
2 10 i 0 0 -1

3.4 Spin im Magnetfeld

H= —7§§ = —MBEG mit gyromagnetischem Faktor ~

mMeC
eh

2mec

Sei ab jetzt 0.B.d.A.: B = Bé,

Bohrsches Magneton: up =
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Lamor-Frequenz
_ 2upB _eB
- h mc

wrL

Spin rotiert mit dieser Frequenz um die z-Achse.

Eigenenergie

1
E,, = —mhwyr mitm = i§

3.5 Teilchen im dufleren elektromagnetischen Feld

Felder durch Vektorpotential A und Skalarpotential ¢ beschrieben:

. L 104
B=VxA,; E:V<p+faf

Besitzen Eichfreiheit:

L 1
A—A+Vf @%w—;% mit beliebigem f

Miissen jedoch auch Wellengleichung entsprechend umeichen:
e
b -exp (=i f)
he

Hamilton-Operator

1 e -
H=_—(p—-A)?
2m(p c )+e<p

3.6 Landau-Niveaus im magnetischen Feld

Vorerst ohne Spin. B = Bg.,. Wahl(Eichfreiheit): A= B(-y,0,0), p=0

1 eB \?
H2<<Pz+y> +p§+p§>
m c

Ansatz: ,
2
; 1 B -
V) = € uy) Bn < (%) o0 ) = Bt
Ebene Welle

- h2 k2 chk,
it E=F — z -
i om P eB

eB
Dies entspricht einem harmonischen Oszillator mit Kreisfrequenz w = — = wy,, die gerade der Lamor-
mc

Frequenz entspricht. Insgesamt erhélt man somit:

1 h%k2
E—th <n+2>+ m.

Man erkennt leicht, dass es zu einer grofien Entartung kommt, da die Energie nicht von k; und k, abhéngt.

Landau-Niveaus mit Spin

Jetzt zusétzlicher Spin-Anteil im Hamiltonian Hy, = p Bé&:

1 h2k?2
E=hovp|n+ms+ =)+
2 2m
Es fallen immer zwei Spins zusammen (n— 1 mit m, = 1/2 und n mit ms = —1/2), sodass die Entartung

im Vergleich zum Fall ohne Spins verdoppelt wurde.
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3.7 Magnetische Monopole
Magnetische Monopole (magn. Ladung e, ) wiirde sofort Quantisierung der elektrischen Ladung bedingen:

2¢-e, =nhe ; neZ

3.8 Der Aharonov-Bohm-Effekt
Magnetfeld-Spule hinter einem Doppelspalt, Phasendifferenz zwischen Strahlen der Spalte:

Ap = hifb mit Fluss durch Spule ¢
c

Ein anliegendes Magnetfeld fithrt also zu einer Phasendifferenz zwischen den interferierenden Strahlen.

4 Bilder in der Quantenmechanik

Schrédinger-Bild

Die bisher verwendete Notation. Operatoren sind nicht implizit zeitabhéngig (moglicherweise aber expli-
zit). Die Wellenfunktion tragt die ganze Zeitinformation (zur Zeitentwicklung).

Zeitentwicklungsoperator

Bringt einen Zustand von der Zeit tg zur Zeit t:

A~

N H - (t—t ~ ~
Ul(t,ty) = exp (_Z(ho)> : U =0U" (Unitirer Operator)

Unitére Operatoren erhalten die Norm, d.h. (¢|)) = (Ug|U).

4.1 Heisenberg-Bild
Mit dem Zeitoperator lasst sich das Schrodinger-Bild umschreiben:
(W()|0l(1)) = (¥ (0)|UT(t,0) O U(t,0)[6(0)) = (¥|Om(1)|¢)
Hierbei bezeichnet Oy (t) den jetzt implizit zeitabhingigen Operator im Heisenberg-Bild:
OH(t) — eitH/h .0 - e*itH/ﬁ
Es gilt (da H mit den exp-Fkt. des Zeitoperators (H im Exponent) kommutiert):
[On(t), H] = /"0, Hle /" = [0, H

Heisenbergsche Bewegungsgleichung

dOg (t) 00 (t) . 00g(t) 00 1m/n00 _;

= H AV — (L pitH/h O —itH /b

g~ Onl) H+ih—g = mit —, () =< 5pe

Also sind alle nicht explizit zeitabhéngigen Variablen (d.h. die partielle Zeitableitung verschwindet), die
mit dem Hamiltonian kommutieren, Erhaltungsgréfien.

ih

Spin im Magnetfeld

H = —BS. : %s;,(t)zo N <ds§(t)>:o da [ (t), H] = [S., H]s = 0

dt
Der Erwartungswert des Spins in z-Richtung ist also konstant (fiir B = Bé.). Bew.glg. liefert:
dSE(t , dsy, (t
ih fz{t ® _ [S%(t), H] = ihyBSY(t) ; ih Zs ® _ —ihyBS(t)

Als Losung dieser gekoppelten Differentialgleichungen erhélt man:
S (t) = Sy cos(wpt) + Sysin(wrt) 3 S%(t) =S, cos(wrt) — Sysin(wrt) mit Frequenz wy, = yB

Wie im Schrédinger-Bild erhélt man auch hier eine Rotation des Spins um die z-Achse mit der Lamor-
Frequenz wr,.
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4.2 Dirac-Bild (Wechselwirkungsbild)
H = Hy+V(t)
Operatoren werden nur durch den zeitunabhéngigen ,Standard“-Hamiltonian zeittransformiert:
O (t) := ettlot/hQeitat/h

Die Wellengleichung transformiert man entsprechend (mit ¢ Losung der Schrodinger-Gleichung):

i (t) = ety (t)
Dann erhélt man fiir die Dynamik der Zustédnde und die der Operatoren:

L0 _dO 90
iho ¥1(t) = Vit) - ¥r(t) ; zhd—tj = [Or, Ho| + zha—tl

4.3 Teilchen im Zentralfeld
Zentralfeld bedeutet V (7) = V(|7]) = V(r).

Hamilton-Operator

He- P ive - Les By rven
T 2m "o\ T 2 "

Da [H, E] = 0 kann man davon ausgehen, dass der Hamiltonian entkoppelt, und man als Ansatz ¢(7) =
R(r)Y;m (0, ¢) wahlen kann. Hiermit ldsst sich die Schrodinger-Gleichung reduzieren auf:

B+ 1)

2m 72

2
(212:1 + Veff(T)> R(r) = ER(r) mit effektivem Potential Veg(r) = V(r) +

10
und Radial-Impuls-Operator p, = —ih— o r in 3 Dimensionen.
r or

Wasserstoff-Problem

Gaui €
Vv = ——
(r) 2 <
Zur Losung wihle u(r) = rR(r) und definiere:
2
e inverse Linge k, die die Energie festlegt: E = — — k2

e dimensionslose Liange © = 2kr

h2
e Bohrscher Radius ag = —5 = 0,529 A
me

2

I3
e Rydberg-Energie Ry = o = 1Ry ~ 13,6 eV
0

R
e dimensionsloses Ma# fiir die Energie n? = —EO
Damit vereinfacht sich die Schrodinger-Gleichung weiter:
d*u I(1+1) (n 1)
-— — u—+ 1 U

Il
o

dx? 2

Fiir grofie x gilt:
d2u 1 N 71,/2
— & - U X e
dz?2 4
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Fir [ # 0 und kleine z erhélt man entsprechend:

I+1

d*u (1 +1)
TE YT U T uxT
Als Ansatz wihlen wir deshalb (mit Polynom F(x) = Z;io Cja?):

u(z) = e /2 F (1)
Einsetzen und Umformen liefert fiir die Koeffizienten:

j—(m—i1-1)
G+ DG +20+1)

Cjt1 = Cj

Analog zum harmonischen Oszillator soll auch diese Polynom irgendwann abbrechen, damit die Losung
normierbar bleibt, woraus wir die Abbruchbedingung erhalten:

JjeNy:j=n—-01—-1 = neN undn>I
Als Losung erhélt man somit:
Yoim (F) = Rpi(1)Yin(0,¢) mit Quantenzahlenn e N, 0<l<n, —-I1<m<lI

mit Kugelflichenfunktionen Y;,, (siehe unter Drehimpulsoperator) und Radialteil:

wobei die zugeordneten Laguerre-Polynome definiert sind als:

et d"

k _ . n_—x
Li(z) = (-1) @Lnﬂc(x) mit Laguerre-Polynomen L, (z) = o den (z"e™™)

Da die Eigenenergien nur von n abhiingen, sind sie (ohne Beriicksichtigung von Spin) n?-fach entartet:

Ry
En - _ﬁ
5 Storungstheorie
H=Hy+V

mit ungestortem Hamiltonian Hy, dessen Losung der SG wir bereits kennen: Hoq/;,(lo) = E7(10)¢7(10).

Wenn die exakte Losung mit H nicht moglich ist, kann man versuchen, kleine Stérungen (A < 1) von
H = Hy + AV durch Entwicklung in A zu 16sen:

E,=EO 4 ED + 2E@ 4+ ¢, = O 4 2 4 2293

Durch Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung erhélt man damit Gleichungen zur Bestimmung dieser
Korrekturen in verschiedenen Ordnungen von A:

Erste Ordnung: Hoyp{V + VO = EOyD 4 B0
Zweite Ordnung: Hop® + VoV = EQy@ 4 EWyD 4 540

Letztlich wird in der Losung wieder das eigentliche Problem (A = 1) betrachtet. Dies muss jedoch nicht
immer funktionieren, z.B. wenn die Stérung dann schon explodiert.
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5.1 Nicht entartete Storungstheorie

Wenn es keine zwei Zustédnde von H,(LO) mit gleicher Eigenenergie E7(10) gibt, gilt fiir die erste Ordnung;:
(1) (0) (0) (1) < a ‘ v ‘ ¢ > (0)
m#n n m
und fiir die zweite Ordnung entsprechend:
2
wd V] e
E(O) EO

E® = <¢<°>\v\¢1>> ZK

V] el - B (| wl?
e ge:n e Eﬁz) - E£9)< >¢,§2) b

wobei d,, durch die Normierung von w,(f) bestimmt wird.

Beispiel: Anharmonischer Oszillator

2 2
Hy=2 02 0 v=ra?
2m 2

jedoch gerade, folgt sofort (Integration iiber ganz x):

Da 2 eine ungerade Funktion, |,,|?
EN =5 (n|z’n) = 0

Wie man nachrechnen kann (mit  dargestellt durch Auf- und Absteigeoperatoren) gilt:

3/2
(mla®|n) = (h> (VO 10+ 200+ 3o+ /al— 10— D

2mw

+3(n +1)326, i1 + 3n3/26m,n,1]

Fiir den Grundzustand n = 0 sind die einzigen Beitrdge (wegen den Delta-Funktionen):

v = ()" i = ()

3

a, h

Hiermit ergibt sich mit der dimensionslosen Grofle I' = Y90 it agp =/ —:
mw

11V|0) |2 3|V|0) |2 11
e
Ey) — E) Ey’ — Ej

EY =

Als Energie fiir den anharmonischen Oszillator folgt damit bis zur zweiten Ordnung:

Fiw 11
Eyp=—(1-=T2%2+...
0 5 ( 1 + >

Fiir grofle v wiirde Ey gegen —oo gehen. Da dies jedoch physikalisch nicht moglich bzw. sinnvoll ist, sieht
man hieran, dass die Ndherung nur fiir kleine Stérungen funktionieren kann, solange das x> Potential
noch keine Uberhand gewinnt.

5.2 Entartete Storungstheorie

Betrachten wieder die Entwicklung der Wellenfunktion nach ungestorten Eigenfunktionen:

wfgzl) = Z Cnl'(/)l(O)
l
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Fiir einen entarteten Unterraum (alle Wellenfunktionen m mit Eigenenergie EY = E,(LO) fiir ein n):

(o |V [60) = BED5,
Koénnen beliebige Linearkombinationen der Wellenfunktionen dieses Unterraums bilden. Wéhlen so, dass
<¢T(LO) ’ V ’ 1/11(7?)> Diagonalgestalt hat. Dann sind die E,(f) gerade die Eigenwerte dieser Matrix.

Man muss also (auch ohne Diagonalisierung) lediglich die Eigenwerte von < %0) ‘ \%4 ‘ 1/17(7?)> berechnen.

Beispiel: Zweifach entarteter Zustand

Haben zweidimensionalen entarteten Unterraum mit V;; = (i|V|j) , ¢ = 1,2. Es gilt insb. Vip = V5.
Die Eigenwerte der Matrix sind:

1
EW = 3 (Vu + Vag £ /(Vi1 — Va2)2 + 4\V12\2)

Falls die Stérungsmatrix bereits diagonal ist (V2 = 0) und aulerdem Vi; = Vay gilt, so erhélt man nur
einen Eigenwert (E(l) = V11) und die Entartung wird nicht aufgehoben.

Beispiel: Spin im magnetischen Feld

B, B, —iB, ) hy, =
= Eigenwerte £ = +—|B|
Bx + 1B, -B, 2
Fir B = 0 existiert eine zweifache Entartung, die bei endlichem Magnetfeld aufgehoben wird.

Beispiel: Stark-Effekt
Wasserstoff im duferen elektrischen Feld E = Eé, = const.:

H=Hy+V mit Hy des Wasserstoffs und Stérung V = e¢p Wabl eF,z=eFE,rcosf

Fiir n = 2 haben wir ohne Storung eine vierfache Entartung des Wasserstoffspektrums: Eéo) = —Ry/4.
Fiir die Stérung miissen wir die Matrixelemente (2,1, m|V'|2,1’, m’) berechnen. Aus Symmetriegriinden
(rdumliche Integration iiber eine ungerade Funktion verschwindet, Kugelflichenfunktionen sind orthogo-
nal) verschwinden jedoch alle Beitréage bis auf:

(2,0,0|V12,1,0) = —3eE.ap := —A mit Bohrschem Radius ag

Als Eigenwerte erhédlt man dann:
B =0 B)= A

sodass die 4-fache Entartung aufgehoben wurde, die gleiche Energie jetzt nur zweifach entartet ist, und
zwei Eigenenergien um +A verschoben wurden. Ein elektrisches Feld hebt also auch die Entartung auf.

5.3 Variationsprinzip

Wenn die exakten Losungen der Schrodinger-Gleichung nicht ermittelt werden kénnen, kann man versu-
chen, Wellenfunktionen |¢,) zu erraten, indem man die Energie E, = (¢,|H|®,) minimiert, denn:

E, = {(¢y|H|¢y) > Ey fiir beliebiges ¢, und Eigenenergie des Grundzustands Ey

Man macht jetzt einen ,educated guess* und rat eine mogliche Wellenfunktion ¢, (A;, %), die durch Va-
riationsparameter \; charakterisiert wird. (Bsp.: Man erwartet eine Gaufl-Kurve, aber man kennt weder
Mittelwert noch Standardabweichung. Dies wéren in diesem Fall solche Parameter.)

Die beste mit diesem Ansatz mogliche Losung erhélt man dann durch Minimierung der Eigenenergien:

min £y (Ai) - mit By (As) = (@0 (A [H |60 (X))

7
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Beispiel: Harmonischer Oszillator

Ansatz:

1/4
¢v(x) = (2/\> e—)\x2

™

Als Eigenenergien dieser Funktionen erhélt man:

K2 mw? 1
EU = <¢1J|H‘¢U> = %)‘+ 2 ﬁ

Durch Ableitung null setzen erhalt man damit die Bedingung fiir das Minimum:

oF, mw hw
= = — E = —
a0 T ATy T Beeg

Wir haben somit das exakte Ergebnis erhalten. Dies liegt allerdings daran, dass wir bereits die richtigen
Funktionen angesetzt haben, i.A. wird eine Energie E, > Fy (s.0.) zu erwarten sein.

Beispiel: Doppelmuldenpotential

_ k
- 8ad

V(z) (2% — ap)?

Ansatz: Zwei harm. Oszillatoren mit diskretem Variationsparameter (das Vorzeichen):

¢u(z) = a[o(x — ag) £ Yo(x + ao)]

[ h [ k
« ist lediglich eine Normierungskonstante. Definiere noch lg = 4/ —, w =4/ — und p = %. Damit:
mw m 0

5 _ 2

E, = <¢U|H|¢U> =hw+ MZPZG g
Das negative Vorzeichen ergibt die kleinere Energie: Der Grundzustand in diesem Potential liegt auf
beiden Seiten und das Quantenteilchen befindet sich gleich wahrscheinlich auf beiden Seiten und die

Wellenfunktionen beider Seiten sind in Antiphase. Bei x = 0 ergibt sich damit eine verschwindende
Aufenthaltswahrscheinlichkeit. Dennoch kénnen die Quantenteilchen zwischen den Seiten tunneln.

6 Pfadintegrale in der QM

Nicht klausurelefant.

7 Niitzliches

Schwarzsche Ungleichung

(ala)(B]B) > |(a|B)
Relativistische Energie-Impuls-Berziehung

E = +/(mc?)2 + (pc)?

7.1 Koordinatensysteme

Kugelkoordinaten
x=7-sinf - cosq¢

y=1-sin6-sin¢

z=r-cosf
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dV =r%sin@ - dr-df - do
dA =7r?sin6-df - do
dQY=-sinf - df - do

(€, €p, €y) bildet ein Rechts-System

=,_~0f _10f 1 of

Vi=é "or +é 89+6¢rsin08¢

L. 10, 1 9 . 1 0A,

VA= r2 Or (T AT) + rsin6 00 (sin§4g) + rsinf 0¢

. o 1 [0 0Ag\ . 1( 1 0A, 0 170 94, .
¥ ed= i (atmoa - 58 )t L (rma'ag o 040 @ 1 (5 00 - ) @

Kugelflichenfunktionen

sind Eigenfunktionen von L, L2

20+ 1)(1 im
L) = Yim(6,6) = [ 2D m)! (l)im) ! (cos )i
it d Legendre-Pol P() = (~1yn(1 — 2?2 L p
mit zugeordneten Legendre-Polynomen P/ (z) = (—1)"(1 — z°) e ()
d Legendre-Pol P L d 1)!
und Legendre-Polynomen Pj(z) = N d l( -1

Eigenschaften:
o Orthonormalitiit: (I, m|l',m') = [" d¢ [ sin 0dOY;’, (8, §)Yirm: (8, 6) = O Smm:
e Einige Legendre-Polynome: Py(z) = 1, Pi(z) =z, Py(z) = %(3952 -1
e Paritiit der (zugeordn.) LP.: P/(z) = (—=1)!"™ P (—x) aufgrund P(z) = (—1)!P(—z)
e Paritiit der Kugelfl.fkt.: PY,,(8, ) = Vi (1 — 60, ¢ + 1) = (=1)'Yi,n (6, ¢)

e Zusammenhang zur komplex-konjugierten Kugelfl.tkt.: ¥; _,,, = (fl)mYl’:‘m

Entwicklung in Kugelflichenfunktionen

[eS) l
(r,0.0) =3 3 [Aunr" + Bunr™ ] ¥iyn (6, 0)
=0 m=—1
20+ 1)(I — m)! -
mit Kugelflichenfunktionen Y, (0, ¢) = Wﬂm(cosﬁ)ezm¢
my_ (D™ e AT
und zugeordneten Legendre-Polynomen P/ (x) = 51]] (1—a%) = (z—1)

Fiir Funktionen g(6, ¢) ohne r-Abhéngigkeit gilt sogar:

oo l
0.0)=) 3 Contin(0:0) mit Cin = [ 2 9(6,0)¥7,(6.0)

=0 m=—1
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Zylinderkoordinaten

T =7r-CcoS¢
y=r-sin¢
z=2z

dV =r-dr-d¢-dz
dA=r-do-dz

(€, €y, €-) bildet ein Rechts-System

08 10r o

Vi=ag T 55 %%

L. 10 104, 0A.

VA= L5 A+ 050 T 5,

L. [10A. A\ . [(0A, 0A\. 1[0 0A,\
VXA_(ra¢ az>e’“+(az ar)e“r(ar(m“’) a¢>ez

7.2 [Eigenschaften des Skalarprodukts
(ab) = (bla)" 5 (Aalb) = X" (alb) ; (alAb) = A(alb) ; (ala)=a* >0 ; (ala)=0 & a=0
{(a+0blc) = {alc) + (ble) ;5 (alb+c) = (alb) + (alc)

7.3 Operator-Identititen
oA — A ieAA:Ae,\Aze,\AA . edemA o1

= -
P k! dA

Baker-Campbell-Hausdorff-Formel
[A,[A,B]]=0=[B,[A,B]] = ATB _ (A B —[AB]/2

7.4 Konstanten

€0 =8,854-10712 As/Vm = 8,854 - 102 A2s* kg ' m~?
po =47 107" NA"? ~1,257- 10 "N A2
c=2,998-10°ms™*
e=1,602-10""C
me = 9,109 - 103! kg
mp = 1,673-10"*" kg
G =6,674-10" " m3s2
h=6,626-10"%Js

h
h= 5 = 1,055- 10734 Js = 6,582 - 10 % eVs
™
eh

pe=5—= 5,788-107%eV T !

Me
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