UBUNGSBLATT I THEORETISCHE PHYSIK D

MARCO SCHRECK, MATRIKELNUMMER: 1096937

0.1 Ubungsblatt I

0.1.1 Aufgabe 1
a.)

O Ort in Abhéngigkeit von der Zeit 7(t)

0 Geschwindigkeit in Abhéngigkeit von der Zeit ¥(t)

Zusammenhénge zwischen diesen Groflen lauten:

m_ . -
Ekin = 3027 Epot = V(F) sm, p=mv

Weiterhin haben wir:

F(7) = —VV(7)

b.)
[ Potential ¢ des elektrischen Feldes

[0 Vektorpotential A des magnetischen Feldes

Mit der Ladungsdichte erhalten wir:

1 Q(F/) 3,./
- d
PN = Tree | Tom 47

CAn ) [P

Hieraus ergeben sich dann die Felder:

E(7) = —Vo(r)

B(f)=V x A=rot A

Es gilt fiir die magnetische Feldenergie:

2

1 /- B
Wnay = = / F(Ft) - A1) dPr

Und fiir die elektrische gilt:

Wezz—q/ E()-di' =q-U
)

c.)

0 Stoffmenge n
0 Volumen V
[0 Druck p

p: A
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00 Temperatur T’

Durch Angabe von dreien der vier Grofien ist der Zustand des idealen Gases eindeutig bestimmt. Eine sehr

wichtige Beziehung zwischen diesen Groflen ist in diesem Falle die ideale Gasgleichung:

‘ pV = nRT mit der Gaskonstante R

Fiir die Expansion gegen einen dufleren Druck haben wir:

AuBlerdem gilt bei reversibler isothermer Kompression oder Expansion:

W = —nRTIn <%)

Und schliellich noch bei adiabatischer Kompression oder Expansion:

0.1.2 Aufgabe 2
a.)

Die Lagrange-Funktion setzt sich aus kinetischer und potentieller Energie zusammen:

. - _ 7&.2722
L(i,z)=T-V = 5% 5%

1 D D
’H(p,x)::'vp—L:jw%—L::x"ma'c—ﬁzm:tQ—im:bQ—l—Exz:%x'Q—f—?xQ:

c.)

[0 Bewegungsgleichung aus Lagrange-Funktion:

doc_d oo
at oz a0 T

oL

—=-D

Ox v

Die Lagrange-Gleichung lautet:
doc oc_

dt 0% r

Damit gilt also:

0 Bewegungsgleichung aus Hamilton-Funktion:

Wir berechnen die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen:

3,3_87'[_2
Op m
. OH
P="gy =P

Also folgt auch hier:

._p _—Dx
xr=— =
m m
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Es handelt sich um eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Das charakteristische Polynom dieser
Gleichung lautet:

D
NM+==0
m
D
A= i/ —
m

Damit erhalten wir als Fundamentalsystem der Differentialgleichung;:

= so (22 o (2] rn ({22 5 2)

0.1.3 Aufgabe 3
a.)

Die Poisson-Klammern wurden in der Vorlesung folgendermaflen definiert:

[0f 09 Of Oy
{f,g}=;[a—pia—m‘a_napj

Fiir den Drehimpuls gilt:

€x €y €.
FXp=|ry X2 x3| =€y
pP1 P2 P3

Top3 — P23
= | T3P1 — T1pP3
T1p2 — T2P1

T2 I3
P2 P3

r1 X3
+ e,
P 2

Cy

Ty T2
b1

Wir berechnen die Poisson-Klammern {L;, L;} zunichst durch Ableiten:

oL, 0 oL, 0
= =|-—z3|] wnd — = ps
op or
€2 —D2
oL T3 oL BE
—f = 0 und —_? = 0
op or
—T1 P1
Damit erhalten wir also dann:
—P3 0 O €T3
{Li,Lo} =1 0 |- | =23 —| p3s |-| O | =pixa—pox1=—L3
b1 X2 —Pp2 —x
dLs T2 OLs P2
? = X1 und W = —P1
p 0 0
oL, 0 oL, 0
s = T3 nd —= = P3
op or
€2 —p2
Damit gilt also:
0 —Z3 D2 0
{L3,Lay = p3s || 21 | = |-p1|-|—23| =p3z1 —pra3 = —Lo
—D2 0 0 T
OL T3 oL b3
ol o |wd=2=1( o0
op or
—I p1
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oLy [ oL P2
27 = | & und o7 = |
b 0 0

Damit folgt:

P2 X3 —P3 —X2
{Loy,Ls}=1{-p1 |- O | = O | | 21 | =z3p2—p3ze=—L4
0 —x1 p1 0

Trivialerweise gilt noch, wie man direkt an der Definition sehen kann, fiir zwei gleiche Grofien:

3
B OLy 0L,  OLy 0Ly |
{Li, Li} = ; {8}% 0x; Ox; Op; ] a @

Aufgrund der Antisymmetrie haben wir noch bei Vertauschung zweier Indizes:

{L, Li} = —(=Ly) =

Also gilt zusammenfassend:

—L; fir 4k, [ zyklisch aus 1,2, 3
{Li, L} =< Ly fir 4,k antizyklisch aus 1,2,3

0 sonst

—

Nun berechnen wir noch die Poisson-Klammer {|L|2, L;}. Aus L = 7 x § ergibt sich [L|2 = r-p-sina. Also gilt:

IILI2 P L2 L1
% =2r%sin? o ps | und |8 | = 2p2 sin® o [
g
P b3 T3
oL, 0 oL, 0
- — | =73 und —— = D3
ap or
L2 —D2
Also gilt:
. D1 0 1 0
(L L} =2r%sin’a [p2 | - | ps | —20®sin®a (2o |- [ —25 | =
b3 —D2 T3 T3
= 272 sin® o [paps — paps] —2p* sin® a [—xoxs + Tow3) = @
—— —_—
0 0
IL, 3 8L2 b3
P —T1 D1
. D1 —P3 3
{IL]?, Ly} = 2r¥sin®a [ pa | - | O | —2p?sin?a | 0
p3 p1 —T1
= 272 sin? a [—pips + p1ps] —2p*sin® a [mlxg — zy13] @
S —
0
oLy [ 12 dL3 p2
F = X1 und W = —P1
4 0 0
. P1 b2 x — X9
{IL]?,Ls} = 2r?sin®a (po | - | =p1 | = 20%sina (@ | - | 21 | =
p3 0 XT3 0

=2r%sin? [p1p2 — P1p2) —2p?sin® a [—z1m0 + 2120] = @
~—_—— | S —
0 0

{|L]?, L} =0 fir i € [1,2,3]
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b.)

Als erstes berechnen wir kurz:

oL, 3; 9L, W\ oLy ("
= = | 23|, 55 = y A — 1
op o op o ap 0
o (Y\ or (O
? = 1 R ?: 0

r 1 p 0

Damit gilt dann:
{L1,21} =0, {L1, 22} = —w3, {L1, 23} = 22

{La, 1} = w3, {Lo, 22} =0, {La, 23} = —11
{L3,x1} = —xa, {L3, 22} = 1, {L3,23} =0
Analog folgt:

oy (V) 0. [T oLy (M

or _\ B ar T Tor | TP
—p2 P1 0

o [\ o5

F: 0 ’F’: 1

" 0 p 1

Wir erhalten somit:
{L1,p1} =0, {L1,p2} = —ps3, {L1,p3} = p2

{La,p1} = p3, {L2,p2} =0, {La2,p3} = —p1
{L3,p1} = —p2, {L3,p2} = p1, {L3,p3} =0

Wir berechnen damit die Poisson-Klammern mit den algebraischen Rechenregeln:

{L1, Lo} = {L1, (x3pr — x1p3)} = {L1,x3p1} — {L1,21ps} = w3 {L1,p1} +p1 {L1, 23} — {L1, 21} p3 — {L1,p3} 21 =
—— —_—— N——— ———

0 T2 0 P2

= ‘p1$2 —poxy = —L3 ‘

{Ls, L1} = {Ls, (xop3 — x3p2)} = {Ls, xaps} — {Ls, x3p2} = 2 {L3,p3} +p3 {Ls,x2} —{Ls,x3} p2 — {L3,p2} x5 =
—— —_———  ~—— ~———

0 T 0 p1

= ‘Psfl —p1ar3 = —Lo ‘

{La, L3} = {La, (x1p2 — wap1)} = { L2, m1p2} — { L2, wap1} = @1 {L2, p2} +p2 { L2, 1} —{L2,x2} p1 — {L2,p1} 72 =
~——— —_——  ~—— ~———

0 T3 0 p3

= ‘p2$3 —p3xe = —L ‘

Fiir gleiche Indizes gilt:

{Li,L1} = {L1,xop3 — x3p2} = {L1,xop3} — {L1,x3p2} = w2 {L1,p3} +p3 {L1, 22} —x3{L1,p2} —p2 {L1, 23} =
——— ——— ——— ——
p2 xrs3 p3 T2
= Tap2 + P3T3 — T3pP3 — P2l = @
{Ly, Lo} = {Lo,x3p1 — x1p3} = { Lo, x3p1} — {Lo, x1ps} = w3 { Lo, p1} +p1 {L2, x3} —x1 {L2,p3} —p3 {Lo,x1} =
——— —— —— ——
p3 T P1 T3
= x3ps + P121 — T1P1 — P3T3 = @
{Ls, L3} = {Ls,x1ps — xap1} = {Ls,x1p2} — {L3, xop1} = x1 {L3,p2} +p2 {L3, 21} —x2 {L3,p1} —p1 {L3,x2} =
—— —— —— ——
pP1 T2 P2 x1

= 21p1 + P2k — XaP2 — P1X1 = @
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Aufgrund der Antisymmetrie erhalten wir wieder beim Vertauschen der Indizes:
{Li, Li} = —(=L;) = L,

Damit folgt wieder das gleiche Ergebnis wie zuvor:

—L; fir 4k, [ zyklisch aus 1,2, 3

{L;, Ly} =< L; fir 4,k antizyklisch aus 1,2,3

0 sonst

Nun berechnen wir aulerdem:
{|E‘2’L1} = {L% + L% + Lg,Ll} = {LiLl} + {LgaLl} =+ {L§>L1} =
= Li{L1, L1} + L1{L1, L1} + Lo{Lo, L1} + Lo{Lo, L1} + L3{L3, L1} + L3{L3, L1} =
= 2Ly {Ly, Ly} +2Lo {Ly, L1} +2L5 {Ls, L1} = 2Ly Ly — 2Ls Ly =[0]
———— ———— ————
0 Ls L,
{IL1%, Lo} = {L} + L} + L3, Lo} = {L}, Lo} + {L3, Lo} + {L3, Lo} =
= L1{L1, Lo} + L1{L1, Lo} + Lo{Ls, Lo} + Lo{Ls, Lo} + L3{L3, Lo} + L3{L3, Lo} =
= 9Ly {L1, Lo} +2Ly { Lo, Lo} +2L5 {Ls, Ly} = —2Ly Ly + 2Ls Ly =[0]
——— ———— ———
—L3 0 Ll
(I, Ly} = {L3 + L3 + L3, La} = {L3, Ls} + {L3, Ls} + {L3, Ls} =
= L1{L1, L3} + L1{L1, L3} + Lo{Lo, L3} + Lo{Ls, L3} + L3{L3, L3} + L3{L3, L3} =
=214 {Ll, Lg} +21L5 {Lg, L3} +2L3 {L37 Lg} =2L1Ls — 20511 = @
——— ——— ——
Lo I, 0

Allgemein gilt also:

{|L?, L;} = 0 fiir i € [1,2,3]

0.1.4 Aufgabe 4
a.)

Fiir die Funktion w(x) erhalten wir:

0 Normierungskonstante:

Es muf} gelten:
“+oo
22
A / exp <ﬁ) de =1

1

A= =

2
/eXp (—%) dz

Zur Berechnung benétigen wir also das Integral im Nenner:

—+oo
2

/exp(—%) dr =,/ 71T =V2air =21 -a
a 247

Damit folgt also:
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[0 Erwartungswert:

Den Erwartungswert berechnen wir folgendermaflen:

T 2

x
- S
@) 2ra /xexp( 2a2) *

Zur Berechnung des Integrals leiten wir die Funktion I(«) nach x ab:

+o00 +o0
d 0 rod I
E / 9 [exp (—axQ)] de = / —2ax exp (—owc2) dx = e ( 5) =0
Also gilt:
“+oo
/ T exp (_sz) dx =0

Dies hétte man sich auch so denken kénnen, da es sich um eine ungerade Funktion handelt. Damit ergibt
sich also:

() =0
0 Streuung:
(AX)? = (a%) = (2)®
Wir berechnen zuerst (x2):

“+o0
1 2
2\ _ 2 _
@ = [ exp( W)

— 00

Dazu leiten wir I(«) nach « ab:

—+o0 —+oo
d 8 | d e ]. _ 3
@I(Q) = / % lexp (—az?)] dz = / —z?exp (—az?) dz = o ( a) = —5Vma

1 1
)= ama 2

Damit erhalten wir fiir die Streuung;:
(AX) = (2%) — (2)* = — 0° =

Fiir v(z) folgt:

\/E~2\/§a3 =a?

[0 Normierungskonstante:

Es muf} gelten:

“+o0
2 a?
B/:v exp(—w> de =1
— 00
1
B= s
2 ?
/x exp (—@) dzx

Zur Berechnung benétigen wir also das Integral im Nenner. Dazu leiten wir I(«) wieder nach « ab:

+oo +oo
d 0 d 1
af(a) = / %0 [exp (—axQ)} dr = / —z%exp (—axg) dz = 1o ( g) = —§ﬁa_%
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Also gilt:
+oo
2 2 VT s
r°exp (—ozm ) dzr = Ta 2
—+oo
2
/ 2 exp (—;?) dx = g - 2v2a® = V2ra®

Damit resultiert nun:

1
B=—
V2ma?
Erwartungswert:

Den Erwartungswert berechnen wir folgendermafien:

) @

2

(_m

2a?

1 +
_ 3
()= 75— / z” exp

Das Integral konnen wir direkt iiber dessen Stammfunktion berechnen:

< =u

d
du:2xdx¢>dx:—u

2x

+o0 +oo
(z) 1/e<U)du 1/6(U)d
T) = —— zuexp|——= ) — = —— uexp (| ——= ) du
V2masd P 202/ 2x  2v/2mad P 2a?

() =0
Streuung;:
(AX)? = (a?) — (2)?
Wir berechnen zuerst (z2):

+oo
1'2 2
__2 - =

1
V2mad

1
V2mad

2

T° exp 4

T exp

+oo
(@) = /

(-5=)

Dieses Integral erhalten wir durch zweimaliges Differenzieren von I(«)
d o 1
2 2\ ! _3
af(a) = / —z?exp (—az?) = —iﬁa 2
d? o 3
4 2y ! _3
@I(a) = / z*exp (—az?) = Zﬁa 2

Dann ergibt sich:

1

3 5 3d® 9
Va2V VR = T =3

(@) =

1
T 22mad

nach a:



0.1. UBUNGSBLATT I

b.)

[J Normierungskonstante:

Hier haben wir keine kontinuierliche Funktion, sondern eine diskrete Verteilung. Damit folgt:

oo n 1

02%21@02 —

n=0

n!
n=0

Bei der unendlichen Reihe handelt es sich natiirlich um die Exponentialfunktion, womit folgt:

Also gilt:

1

¢= exp (a)

=exp (—a)

[0 Erwartungswert:

> am > am > qnt1 0 antl
(n) = exp(—a) .nZ:O o= exp(—a) .nZ:O m = exp(—a) 'n;1 ol exp(—a) .r;) ol
o0 an
=exp(—a)-a- Z 7 = aexp (a) -exp(—a) =[a]
n=0
0 Streuung:
Nach Definition erhalten wir:
2 " —a" !,
(n®) = exp(—a) - Z = aexp(—a) - Z o
n=0 n=0

Dann ergibt sich durch Integration:

| e o] - 2 ] ] - [ ] -k S ] -

n=0 n=0 n=0

= % [aexp(a)] = aexp(a) + exp(a) = exp(a) [a + 1]

Durch anschlielende Multiplikation mit a - exp(—a) erhalten wir den Grenzwert fiir die urspriingliche
Summe:

(n?) = aexp(—a) -exp(a) [a+ 1] = afa + 1]

(AN)? = (n?) — (n)* =a* +a—a* =a]



