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0.1 Übungsblatt III

0.1.1 Aufgabe 1

a.)

Wir berechnen den Erwartungswert von x:

〈x〉 =

+∞
∫

−∞

|Φ(x)|2 · xdx = A

+∞
∫

−∞

x exp

(

− x2

2a2

)

dx = 0

〈x2〉 =

+∞
∫

−∞

|Φ(x)|2 · x2 dx =

+∞
∫

−∞

x2 exp

(

− x2

2a2

)

dx =

√
π

2

(

1

2a2

)

−
3

2

=

√
π

2
· 2

√
2 · a3 =

√
2πa3

Wir führen eine Rücktransformation in den k-Raum durch:

Φ̃(k, 0) =
1√
2π

+∞
∫

−∞

Φ(x, 0) exp (−ikx) dx =
A√
2π

+∞
∫

−∞

exp

(

− x2

4a2
+ ix (k0 − k)

)

dx =
A√
2π

·
√

π
1

4a
2

exp

(

− (k0 − k)2

4 · 1

4a
2

)

=

=
A√
2π

· 2a
√

π

1
· exp

(

− (k0 − k)2

1

a
2

)

= A
√

2a exp
(

−a2 (k0 − k)
2
)

Damit ergibt sich für den Erwartungswert von k:

〈k〉 = A2
(√

2a
)2

+∞
∫

−∞

k exp
(

−2a2 (k0 − k)
2
)

dk = A2 · 2a2 · k0

2
·
√

2π

a
=

√
2πak0

〈k2〉 = A · 2a2

+∞
∫

−∞

k2 exp
(

−2a2 (k0 − k)
2
)

= 2Aa2

[

1

2

k2
0

√
2π

a
+

1

8

√
2π

a3

]

= A
√

2π

[

ak2
0 +

1

4a

]

b.)

Für eine Materiewelle haben wir folgende Dispersionsrelation:

ω =
~

2m
k2

Wir berechnen daraus sowohl Phasen- als auch Gruppengeschwindigkeit:

vph =
ω

k
=

~

2m

vgr =
∂ω(k)

∂k
=

~

m

Es gilt also:

vgr = 2vph

Außerdem ergibt sich für die de-Broglie Wellenlänge:

λ =
2π

k
=

2π
√

2mω

~

=

√

πh

mω
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0.1.2 Aufgabe 2

a.)

Wir müssen die Funktionen zuerst normieren:

Ψ0(x) = N1 exp

(

−x2

2

)

H0(x) = N1 exp

(

−x2

2

)

+∞
∫

−∞

|Ψ0|2 dx =

+∞
∫

−∞

exp
(

−x2
)

dx =
√

π

Daraus folgt dann:

N1 =
1√
π

Ψ1(x) = 2x exp

(

−x2

2

)

+∞
∫

−∞

|Ψ1|2 dx =

+∞
∫

−∞

4x2 exp
(

−x2
)

dx = 4 ·
√

π

2
= 2

√
π

Also erhalten wir hier:

N2 =
1

2
√

π

Nun können wir die gesamte Funktion normieren. Da es sich um reelle Funktionen handelt, folgt:

|Ψ|2 = Ψ2 = N2
[

Ψ2
0 + 2Ψ0Ψ1 + Ψ2

1

]

N2





+∞
∫

−∞

Ψ2
0 +

+∞
∫

−∞

Ψ2
1 + 2

+∞
∫

−∞

Ψ0Ψ1



 = N2 [1 + 1 + 0] = 2N2 !
= 1

Daraus folgt dann natürlich:

N =
1√
2

Für die zeitliche Entwicklung können wir einfach unter Verwendung der Eigenwerte für die Energie schreiben:

Ψ(x, t) =
1√
2

[

Ψ1(x) exp

(

−i
E0

~
t

)

+ Ψ1(x) exp

(

−i
E1

~
t

)]

mit E0 =
1

2
~ω und E1 =

3

2
~ω

Ψ(x, t) =
1√
2

[

Ψ1(x) exp

(

− iω

2
t

)

+ Ψ2(x) exp

(

−3iω

2
t

)]

b.)

Wie berechnen zuerst die Wahrscheinlichkeitsdichte des Ortes:

W (x, t) = |Ψ(x, t)|2 = Ψ(x, t)Ψ⋆(x, t) =
1

2

[

Ψ0 exp

(

− iω

2
t

)

+ Ψ1 exp

(

−3iω

2
t

)]

·
[

Ψ0 exp

(

+
iω

2
t

)

+ Ψ1 exp

(

+
3iω

2
t

)]

=

=
1

2

[

Ψ2
0 + Ψ0Ψ1 exp (iωt) + Ψ0Ψ1 exp (−iωt) + Ψ2

1

]

=
1

2

[

Ψ2
0 + Ψ2

1 + Ψ0Ψ1 (exp (iωt) + exp (−iωt))
]

=

=
1

2

[

Ψ2
0 + Ψ2

1 + 2Ψ0Ψ1 cos(ωt)
]

2
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Daraus können wir dann direkt den Eigenwert des Ortes berechnen:

〈x〉 =

+∞
∫

−∞

W (x, t) · xdx =
1

2

+∞
∫

−∞

x exp(−x2) dx +
1

2

+∞
∫

−∞

4x3 exp(−x2) dx + cos(ωt)

+∞
∫

−∞

2x2 exp(−x2) dx =

= 0 + 0 +
√

π cos(ωt) =
√

π cos(ωt)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte des Ortes oszilliert mit der Frequenz ν:

ν =
ω

2π
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