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0.1 Ubungsblatt VII

0.1.1 Aufgabe 1
a.)

Wir betrachten die Schrodinger-Gleichung:
HY =F¥

p22m¥ = BV

Wir kénnen den Hamilton-Operator zerlegen:

n2 "2
BBy V= B
2m  2m 2

R2 (02 92 92
——(W—Fa +62>\11 EV

Wir nehmen an, daf} sich die Gesamtlosung als Produkt drei unabhiingiger Losungen schreiben lift:

\I/ijk('ra Y, Z) = qjl(x)\p](y)q/k(z)

Diese Faktoren sollen nun genau die Losungen des eindimensionalen Kasten darstellen:

1

U, (z) = % sin (gnlx) firn, =1,2,3,...
1

U,(y) = % sin (gn2y> firne =1, 2,3,...
1

U(z) = % sin (gn32> firng=1,2,3,...

Durch zweimaliges Ableiten erhalten wir dann:
72
0
U (z) = \/_ 5 n% sin (Enlx)

1 7 . (T
i(y) = —ﬁaj”% sm (gnﬂ/)

™
Ul(z) = \/_ 5 n3 sin ( n32>
Wir setzen den Separationansatz nun in die Schrédingergleichung ein und erhalten:
B2 T2 2 2

™
—ni + a—TLQ + a—2n§} \I}ijk = E\I/Z'jk

Damit erhalten wir also folgende moéglichen Energien:

hr? 2 2 2
B ingns = Imal (n} +n3 +n3)
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b.)
Die Nullpunktsenergie lautet:
3 h2r?
Eiy ==
=5

Wir notieren uns die weiteren 6 Energienievaus:

O n?+n+ni=6:

h2?

Eonn =3—=5 =2E,
ma
K22

Eii2 =3—5 =2E,
ma
K22

Ei21 =3 2 2F,

9 h2r?
Er0 = S =

9 h2r?
E1 = 3 a2

9 h2r?
E991 e =

Die Energieeigenwerte 2E7 bzw. 3E7 sind jeweils dreifach entartet, was an der Symmetrie des Kubus liegt.

0.1.2 Aufgabe 2
a.)

3-fach entartet

3-fach entartet

Auch hier ist wieder die Schrédingergleichung zu 16sen:

HU = BV
R K2

H=—-"A -
5 V()

h2
o (

0? 0% 09?

o2 T o2 T o2

mw
) + 5@+’ +27)

Wir machen erneut folgenden Separationsansatz zur Losung:

Uiz, y,2) = Wi(2) U, (y)¥p(z)

Durch Einsetzen erhalten wir:

_ h_2 BQ\I/i(x)
2m 0x?

= BV,(2)V;(y)Uk(2)

V;(y)We(z) +

>, (y)

oy?

U, (2)Pr(2) +

82\Ifk(z)
072

Damit erhalten wir mit einer Division durch ¥;(x)¥;(y)¥(2):

1

9*V;(y)

1

820 (2)

h2 1 82\111 (I’)
5

C2m | Ui(x)  Ox2

@;(y)

Oy

\I/k(z)

0z2 2

Es folgen also drei separate eindimensionale Oszillatoren:

n? 9?
2m 9z

B2 92
Uj(y) + =2

2may? 2

U, (x) + %ﬁ\pi(z) = B,0;(x)

— 2V (y) = B2 ¥5(y)

]+W(:l:2+y2+22)

B0 + T3 (0 402 ) U)W () )

E
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n? 02 mw
—%@‘I’k(ﬁz) + TZz\I/k(Z) = E3Wy(2)

E=F +FBy+ s

Fiir die Energien gilt damit analog:

1 1 1
Elhwl(n1+§>aE2hw2<n2+§>aE3hw3<n3+§>

3
1
E:Zhwk (nk—|—§)

k=1

Beim isotropen Oszillator gilt nun wy = wy = w3, womit folgt:

E= i?w<m+-> lzy%+§:] <N+g>mﬁN=ner+m

Wir berechnen nun abschlielend die Anzahl der Moglichkeiten, die Zahl N durch n, ns und n3 auszudriicken. ng
besitze hierbei die gréfite Freiheit und durchlaufe die Werte 0, 1, 2, ..., N. Damit ist no aber schon eingeschrankt

und kann nur noch 0, 1, 2, ..., N —n; annehmen. Fiir ng gilt schlie§lich unter nochmaliger Einschréinkung wegen
ng, dal die Werte 0, 1, 2, ..., N —n; — ny annehmbar sind. Wir summieren nun die Anzahl der Moglichkeiten
fir ny auf:

N N N N N2 N
M:2}N—m+U:§:N—§:+§:hﬂWN+U—§W+U+N+1:W+N—————+N+1:
ni =0 = :O

2 2
n1*0
N2 3N 1
=5+ tl=5 (N 43N +2) = §UV+DUV+®

Der mittlere Term ergibt sich durch die Summe der ersten NV natiirlichen Zahlen. Das Endergebnis stellt nun
die Anzahl der Moglichkeiten von ns und somit auch n; und ng dar.

Wir machen abschlieend eine Tabelle:

n Darstellungsmoglichkeiten Entartung M FE,, in fw
0 0,0,0 1 3
1 1,0,0
0,1,0 3 5
0,0,1
2 1,1,0 2,0,0
1,0,1 0,2,0 6 z
0,1,1 0,0,2
3 1,1,1 0,1,2 3,0,0
0,2,1 0,3,0
1,0,2 0,0,3 10 g
2,0,1
1,2,0
2,1,0
4 1,1,2 2,2,0 0,1,3 4,0,0
1,2,1 2,0,2 0,3,1 0,4,0
2,1,1 0,2,2 0,0, 4 15 =

v

W W= OoOOo
S - O W w
—_ o W o =W
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A

E
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hw  15-fache Entartung

10-fache Entartung

6-fache Entartung

3-fache Entartung

,,1-fache Entartung*

»

b.)

In der Aufgabe ist angegeben, dafl man keine unnotigen Miihen mit den Normierungskonstanten der Kugel-
flichenfunktionen bzw. Hermite-Polynome machen soll. Deshalb arbeiten wir mit Proportionalitdten. Wir no-
tieren uns die Wellenfunktionen der ersten beiden Energieniveaus:

z? 2 22 22 1 g2 4 22
v ()t o () wan (1)

2
= 2z exp (—%) mit r? = 2?2 + y? + 2?

Analog gilt dann:

.2
Woro ~ 2y exp <2>

7,2
\11001 ~ 2z exp (2>

Durch folgende geeignete Linearkombination von Wqg9 und W19 kénnen wir dann schreiben:
r2
\11100 —+ i\I/()lO ~ 2 [$ —+ ly] exp (—2>

Dies hat groBe Ahnlichkeit mit der Kugelflichenfunktion Y7; in kartesischen Koordinaten:

T +1iy
T

Y11 ~ sindexp(ip) =

Damit erhalten wir:

. 72
W0 +1Pg10 ~ 27 exp (—?> Y1

W00 + i¥g10 ist Eigenfunktion zu H.Da Yy Eigenfunktion sowohl zu L2 als auch zu L, ist, gilt dies auch fiir

die Linarkombination Wigy + i¥g1o. Hierbei handelt es sich also um eine simultane Eigenfunktion von H , L2
und L,. Der Zustand ist charakterisiert durch:

n=Il=m=1

Wir notieren uns auflerdem die Wellenfunktionen des zweiten Energieniveaus:

12 + 2+22 1 1"2
i Z5) - en(

1 r2
Woz20 ~ (92 - 5) exp (5>
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1 r?
\IIOOQ ~ <Z2 — 2) exp (—2>

2
U110 ~ TY exp <—)

2
2
Wig1 ~ xzexp (_r_)
2
r2
Wo11 ~ yzexp Y

Wir finden folgende geeignete Linearkombination:

. 5 1 9 1 . r? 9 . 9 r? .19 r?
Wo00—Wo20+21W110 ~ |27 — g~y tgt 2ixy | exp -3 )= [2? + 2izy — y°] exp 5= [z +iy]” exp Y
Dies hat Ahnlichkeit mit der Kugelflichenfunktion Y5, in kartesischen Koordinaten:

(z +iy)?

Yao ~ sin? 0 exp(2igp) = 5
r

Damit gilt also:
. 2 7'2
Woo0 — Wo2o + 21Wq10 ~ 77 exp <—7> - Yoo

Daraus resultiert folgende Charakterisierung des Energieniveaus:

n=Il=m=2

c.)

Zuerst notieren wir uns wieder die relevanten Wellenfunktionen:

r2
Vi1 ~ 8ryzexp (—3)

Wo12 ~ (8 22 —4)y exp W21 ~ (8y —4ZGXP(

l\:>|ﬁ

r
2

w|*

<
[\v]

2
2
\Illgow(y — 4)x exp 5

, Wai0 ~ (8 —4yexp(

b |

(-3): )
Upgp ~ (822 —4xeXp( TQ),%OlN 8a2 —4zexp( )
& |
3

oo ~ (8% — 122) exp (—5) s ~ (84" — 12y) exp <— )

2
Woos ~ (8z3 —12z)exp (—;)
Wir schreiben Y3 3 in kartesischen Koordinaten:

Y33 ~ sin® ¥ exp(3ig) = sin® ¥(cos(3p) + isin(3p)) = sin® ¥ [4cos® p — 3cos ¢ + Bisinp — disin® | =

:4x_374iy_37SSinzﬁ-x+3i~sin219~y:43:_374iy_373_x+3(:08219~x+3i_y73icosz9-y:
r3 r3 T r r3 7 r r r
3 3 2 ) 2
T Y 3 . 3% 3iz'y 4 4 g 3z . 3 .
=dg-dig - -yt 5 - = Sl )+ g —iy) - (e —iy)

Durch geschickte Linearkombination obiger Wellenfunktionen erhélt man:

: : . . : r?
W00 — 1Wg30 + Wigo — i¥g1a = [8(963 —iy®) + 82%(x — iy) — 16(x — 1y)] exp <_E>
Damit erhélt man:

. . r?
U300 —1Wo30 + Y102 — iPp12 ~ exp <—§> Y33

n=l=m=23



