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0.1 Ubungsblatt IX
0.1.1 Aufgabe 1

Die jeweiligen Matrixelemente sind folgendermaflen definiert:

(W [5|,) = / P, de

Wir berechnen nun zuerst den Kommutator [H, ] unter Verwendung der auf dem Ubungszettel angegebenen
Beziehungen:
H= ﬁJrV(:%) [p, 2] = —ih
2m ) )
Damit folgt:
]52

[H, ] W) = {%W(@),fc} W) = 5 [%,8] W) + V@), 8100 = o | 5[5,]+ [5,2] | 193) +[V(@), 21w =

o (24 V(@)0 — 8V (@) ) = — |

Dabei wurde verwendet, dafl V(&)& — 2V (&) = V(x) -2 — - V(x) = 0 ist. Nun lésen wir nach p auf und setzen
den Ausdruck in das Impulsmatrixelement ein. Dieses wird dann soweit umgeformt, bis sich ein Ausdruck mit
T ergibt:

(4[5 0;) = <\11f\ [H 2|, > - <\1/f| - % (Hm f@ﬁ) |\p¢> <qff\ Hx+ xH\\IJ >
:<x11f\—EH@|\IJZ->+<@J¢|%:&H|\I/¢>: <\Iff|ﬁf (_E> x|\111-> <\Iff| xE|\I/>
ey () o (o o) (o (- )

In der vorletzten/letzten Zeile wurde die Hermitizitét des Hamilton-Operators ausgenutzt. Damit ist gezeigt,
daf3 sich Impuls- und Ortsmatrixelemente ineinander umrechnen lassen.

0.1.2 Aufgabe 2
a.)

Wir entwickeln den Operator in eine Taylorreihe:

.- .0 1Y 0 _°° 1, o

Durch Anwendung des Operators auf die Wellenfunktion ¥(x) ergibt sich:

1, o 1o \"
Ta\If(:c)—k Ok' ka k (:c):kz_oﬂ(%ﬂ) U(x)=T(x+a)

Dies ist die Taylorreihe einer um a verschobenen Funktion ¥(x). Siehe dazu Gelbes Rechenbuch (Taylorreihe),
Seite 83:

f@+h) = i (V- H)k (@)
k=0

Es handelt sich also um einen sogenannten Verschiebungsoperator, welcher die z-Koordinate um a verschiebt:
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b.)

Die Impulseigenfunktionen lauten allgemein:

o(x) = Jz_ﬂexp (i -2) = \/12_77

Wir entwickeln also ¥(z) in Eigenfunktionen:

exp (ikx)

I ,
U(z) = N kzzoexp (ikx)

Durch Anwenden des Operators auf die Wellenfunktion gilt:

T.(p)¥(z) = f(p) Y éu()
k=0

Dann kann f(p) — da von k unabhéingig — in das Integral gezogen werden:

)Y onlx) =Y f(D)or(x)
k=0 k=0

Und auBerdem folgt mit der so auf dem Ubungszettel definierten Anwendung einer Funktion eines Operators p
auf die Eigenfunktion dieses Operators:

o L& , 1
kz:%f(p)ék(ac) o kzzof(hk) exp (ikx) = N Zexp (ika) - exp (ikx) Zexp (ik(x 4+ a)) = VU(x + a)

k=0

Damit ist auch wieder gezeigt, dafl der Operator eine Verschiebung der z-Koordinate um a erzeugt.

c.)

T, = exp (i%]ﬁ)

Wir interessieren uns fiir 7}

) = exp (i50)
a = exp(—izp

Damit gilt 7, # T, T womit der Operator also nicht hermitesch ist. Der Umkehroperator lautet:

T4 (a) = exp (—ial—;)

Dies ist plausibel, denn eine Verschiebung um a wird gerade durch eine Verschiebung um —a wieder umgekehrt.

71 =TT, = (i%ﬁ - i%ﬁ) -1

Damit ist 7, unitir und 7, * = T der reziproke Operator zu T,.

d.)

Es gilt die Eigenwertgleichung;:

A|0) = a| D)

Durch n-maliges Anwenden des Operators A auf diese Gleichung erhalten wir:
A2|W) = Aa|U) = adA|T) = a?|0)

A3|W) = Aa?|0) = a2 A|T) = a®| D)
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A™MW) = Ag" W) = " TLA|D) =@
Wir notieren uns die Taylorreihe der Funktion f(A)

N > £(k) N
pdy =y =0
k=0

Angewendet auf |¥) ergibt sich
rag) = [0 L0 i)y 5 L0 gy 5 LT
k=0 k=0 k=0 ’
0.1.3 Aufgabe 3
Wir berechnen die Fouriertransformierte des Produkts
F(V(x)¥(x Vi(x )exp(ipz) do =
(V)W) = <= / p(ipz)
1 '
= — — Vv e xp*)d )exp(—izp) dp’ | exp(ipz) dz =
\/ﬂ/ \/ﬂ/ (p*) exp(—izp*) dp” - \/ﬂ/ xp( p)p] xp(ipz)
oo [ o0 +00
S / [/ / V(p*)¥(p') exp(—izp’ — izp*) dp* dp'] exp(ipr) dr =
2 — 00 —O0
+oo +0oo +oo
¥ / / / eXP(iw(p—p’—p*))dw] dp*dp/

—00 — 00

Nun gilt fiir die Fouriertransformierte der -Funktion

)exp(—ikx)dk = —
p(—ikx) or

vV 271' /
Dazu fiihren wir die Umkehrtransformation durch

+oo
o(k) = % / exp(ikx) dx
+oo
Vip—p)¥(p)d

— 00

Angewendet auf obige Funktion folgt
1 e 1
/ / V(p*)(p)o(p —p' —p*)dp*dp’ = NGt

oo —0o0




