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0.1 Ubungsblatt X
0.1.1 Aufgabe 1

a.) und b.)
Die Eigenzustédnde des harmonischen Oszillators berechnen sich nach der Vorlesung folgendermafien:
1
_ ATy
n) =—=(a")"|0
m) = = (@")"[0)
Damit haben wir eine Basis:
1 1 3
B ={10); at0); —(a")?|0); — (af 0;...}
{l05atioy: S5 - @)’ 1o
In dieser Basis lassen sich die Eigenzustéinde sehr einfach darstellen:
1 0 0
0 1 0
=9, 1n=19],122=|1],
0) 0 1) 0 12) 0

Nun bendtigen wir noch folgende Relationen der Auf- und Absteigeoperatoren:
afln) = vn +1jn+1)
afln) = v/njn — 1)

Des weiteren sind die Eigenzustdnde orthonormiert:

(n|n') = dnms

Hiermit gilt nun:

(nla’|k) = (n|VEk + 1|k + 1) = VEk + L(n|k + 1) = VE + 16, k41
(nlalk) = (n|VE[k — 1) = VE(nlk — 1) = V6n 41

Damit kénnen wir nun zuerst a' und a als Matrix dargestellt werden.

0O 0 0 0
Vi 0 0 0
af = mlaty = 0 v2 0 0
0 0 V3 0
0 v1 0 0
A A 0 0 v2 0
a=Mmlalk)y=109 o o
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Analog gilt:

0 V1 0 0
VI o0 =2 0
poiy )™M Gt —ay =y /™M 0 V2 0 B
2 2 0 0 V3 0
Nun berechnen wir die Quadrate der Matrizen:
-1 0 V2 0 1 0 V2 0
0 -3 0 V6 ... 0 3 0 V6
2o mhlys 0 5 0 | e Pfve o0 5 0
2 0 v6 0 -9 .. 2mw |l 0 V6 0 9
Damit kann nun schliefllich der Hamilton-Operator bestimmt werden:
-1 0 V2 o0
AQ 0 -3 0 6
Fo P Mo mwh 115 g 5 g L P mee
2m 2 2 2m 0 \/6 0 _9 2mw
[ /-1 0 V2 0 1 0 V2 o0 2
0 -3 0 6 0 3 0 V6 0
_hololve 0 =5 0 vz 0 5 0 _noo
4 0 V6 0 -9 0 V6 0 9 4710
$ 000
0 2 0 0
—|pul0 0 3 0
00 0 2

Die Energie-Eigenwerte sind nun gerade die Diagonal-Elemente der Matrix, also:

Ezhw(n—i—%) firn=0,1,2,3, ...

2mw
(p)=0
Ap= T = mwh(22m +1)

0.1.2 Aufgabe 2

Die Pauli-Matrizen lauten:

(01 O /10
92=\1 0)°% = \i 0)' %% o -1
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Wir berechnen die Eigenwerte der angegebenen Matrix:

det(A\Z — A) = det [(3 ?\) B (726

Nun gilt:

n

T

0

(A=nz) A +n2) = (na

)

(0 —iny
in, 0

—iny) (ngy +1iny)

)- (5 )= ol

N2 22 2 2
=N —n;—ng;—ng =X\ —

|7]|? = cos? psin® 9 + sin? @ sin? ¥ 4 cos? ¥ = sin? p + cos? p = 1

Also haben wir:

A2 =1

=]

Zur Berechnung der Eigenwerte miissen die Losungen folgender Gleichungssysteme bestimmt werden:

g

O

A=1:

1—n, —(ng
(—(nw + iny) 14+n,
( (1—n.)(ngy +1iny)

—(1 —n,)(ng +iny)

1—n, —(ng —iny)
0 1—n?— nz —n2
Hierbei erhalten wir nun:

To = U

Ng — iny,

r=—>"
1—n,

Damit folgt als Eigenraum:
Ng—iny
- ()

—(ng —iny,
—1+4+n,

—1 —n,
nx —|—1ny

—(1+n.)(ng +iny) —(na
(ngy +iny)(1+n.)

—(ng —iny)

1—n2

l—nz
2 2

A=
Auch hier gilt nun:
o = U

Ng + iny

= —
! 1+n,

— inyy)

,(nz _

(

)-(
(1+ Ln‘izgnf :l)ny)> B

0
0

)

)

)=0)

iny)(ng + my)) _
(1 +n.)(14+n,)

i) = (o)

Wir erhalten wir folgenden Eigenraum:

Ny +iNy

(7

ER(-1)

)}

Sind diese Eigenvektoren orthogonal? Wir priifen dies durch direkte Rechung:

Nz —iny Ny +iny
1-n. . 14+n. —
1 1

Also sind die Eigenvektoren zu den verschiedenen Eigenwerten \; = 1 und Ay =

2

—nZ

2

2
—ni—n

2
—ng —

()

-0

2 2 2
ny+1—ny 1-—ng

—n; —n;

ny

I7]1* = 0

2

_(nx

1—n? B 1

—n

—iny)
A+n,

1-1
1—n§:@

—1 orthogonal zueinander!

)]-
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0.1.3 Aufgabe 3
a.)

Es gilt folgende Eigenwertgleichung;:
ala) = o|a)

Diese Eigenwertgleichung 16sen wir mit dem angegebenen Ansatz:

ja) = Y Culn)
n=0

Durch Einsetzen resultiert:

a lz C’Mn)] =a > Culn)
n=0 n=0

i Craln) = « i Chpln)

n=0 n=0

i Covnln —1) =« i Chpln)
n=0 n=0

i Cpvnln —1) = ai Ch|n)
n=1 n=0

Wir machen auf der linken Seite eine Indexverschiebung;:

> CoprVn+1n) =ad_ Culn)
n=0 n=0

o0

Z [Cry1Vn+1] —aCy] [n) =0

n=0

Dies ist nur genau dann der Fall, wenn der Ausdruck innerhalb der Summe gleich Null ist:

Cpi1vVn+1—aC, =0
Daraus erhalten wir dann eine Rekursionsbezeihung fiir die C,,:

Chi1vn+1=aC,

«
vn+1

Um ein Bildungsgesetz zu erkennen, bestimmen wir die ersten vier Konstante C,:

C%+1:: Ch

CH ::a(k
Cr = acy = 2
« a2 a3
Cs=-—-2_Cy="_0
« a3 a4
4 '%Z 6 0 v@Z 0

Wir vermuten folgendes Bildungsgesetz:

C, = Co

2%

Dies kénnen wir durch Vollstindige Induktion beweisen:

4
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0 Induktionsanfang:
Fiir n =1 gilt:

2
«Q
o =2
VAT

Dies stimmt!

Co = OéCo

U Induktionsvoraussetzung:

0 Induktionsbehauptung:

Cn g Cn+1

0O Induktionsschluf:

n

Crtt = g " 70

b.)

« kann komplexe Werte annehmen. Die Normierungskonstante betrégt:

n

+1

\/ n+1

Damit ist die Behauptung bewiesen!

(a]a) = ZC* n|ZC |m) = ZC’*

=|Col? exp (|of?)

Daraus ergibt sich also:

2
Cy = exp (—%)

c.)

n|m

5n m

Wir wenden den Zeitentwicklungsoperator auf die |a) an:

ZC’ Cp(n|n) =

> [l

o™ o
Cy = § _\(jo|2 =
|
vn! 2



