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Aufgabe 1

(i) Berechnung von Φ

ΨI(x) = eikx + Ae−ikx

ΨII(x) = Be−δx

k2 =
2mE

~2
δ2 =

2m

~2
(V0 − E)

Anschlussbedingungen:

ΨI(0) = ΨII(0) (1)

Ψ′
I(0) = Ψ′

II(0) (2)

aus (1) folgt: 1 + A = B

aus (2) folgt: ik − ikA = −δB

ik(1− A) = −δ(1 + A)

⇒ A =
k − iδ

k + iδ
= e−2iα α = arctan

δ

k

Umformung erfolgt mit den Hinweisen vom Übungsblatt 2, Aufgabe 2(i).

ΨR(x) = e−2iαe−ikx

⇒ Φ = α = arctan
δ

k
= arctan

√(
2mV0

~2k2
− 1

)
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(ii) Berechnung von δt

Ψ(x, t) =

δ∫
0

dk g(k)ei(kx−ωt)

ω =
E

~
=

k2~
2m

δ′ =

√
2mV0

~

ΨR(x, t) =

δ∫
0

dk g(k)e−i(kx+ωt) =

δ∫
0

dk e−i(kx+ωt+2Φ)

xM = − dx

dk

∣∣∣∣
k=k0

α = ωt + 2Φ

xM = −dω

dk
t− 2

dΦ

dk

∣∣∣∣
k=k0

− dω

dk

∣∣∣∣
k=k0

= −~k0

m

dΦ

dk

∣∣∣∣
k=k0

=
d arctan

√
2mV0

~2k2 − 1

dk

dΦ

dk

∣∣∣∣
k=k0

=
1

1 +
(

2mV0

~2k2

)
− 1

· 1

2
√

2mV0

~2k2 − 1
· 2mV0

~2
· −2

k3

dΦ

dk

∣∣∣∣
k=k0

=
−1

k
√

2mV0

~2k2 − 1
⇒ xM = −~k0t

m
+

2√
2mV0

~2 − k2
0

Es folgt ein Vergleich des quantenmechanischen Weges mit dem klassi-
schen Weg xM = xKl.

xKl = v0t v0 = v = − dω

dk

∣∣∣∣
k=k0

= −k0~
m

v0tKl = −~k0

m
tQM +

2√
2mV0

~2 − k2
0

tQM = tKl +
2m

~k0

√
2mV0

~2 − k2
0

= tKl + δt

2



Aufgabe 2

(i)

an =
1√
π

 0∫
−π

dx f(x) cos nx +

+π∫
0

dx f(x) cos nx


Substituion: x = −x′ dx = −dx′

an =
1√
π

− 0∫
+π

dx′ f(−x′) cos−nx′ +

+π∫
0

dx f(x) cos nx


an =

1√
π

 +π∫
0

dx′ f(−x′) cos nx′ +

+π∫
0

dx f(x) cos nx


an =

1√
π

 +π∫
0

dx′ − f(x′) cos nx′ +

+π∫
0

dx f(x) cos nx


an = 0

bn =
1√
π

 0∫
−π

dx f(x) sin nx +

π∫
0

dxf(x) sin nx


Substituion: x = −x′ dx = −dx′

bn =
1√
π

− 0∫
+π

dx′ f(−x′) sin−nx′ +

+π∫
0

dxf(x) sin nx


bn =

1√
π

 +π∫
0

dx′ f(x′)− sin nx′ +

+π∫
0

dxf(x) sin nx


bn = 0

(ii)

f(x) =

{
− sin x −π ≤ x ≤ 0
0 ansonsten

a0 = − 1√
2π

0∫
−π

dx sin x =
1√
2π

cos x

∣∣∣∣0
−π

=

√
2

π
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Für n 6= 1 gilt für bn:

bn =
1√
π

0∫
−π

dx (−1) sin x sin nx =
1√
π

0∫
−π

dx (−1)
eix − e−ix

2i
· einx − e−inx

2i

bn =
1√
π

0∫
−π

dx
1

4

(
eix(1+n) − eix(1−n) − e−ix(1−n) + e−ix(1+n)

)
bn =

1√
π

[
1

4

(
1

(n + 1)i

(
eix(1+n) − e−ix(1+n)

)
− 1

(1− n)i

(
eix(1−n) − e−ix(1−n)

))]0

−π

bn =
1√
π

[
sin (1 + n)x

2(1 + n)
− sin (1− n)x

2(1− n)

]0

−π

= 0

Für den Fall n = 1 ergibt sich b1:

b1 = − 1√
π

0∫
−π

dx sin2 x = − 1√
π

[
1

2
x− 1

4
sin 2x

]0

−π︸ ︷︷ ︸
Bronstein

= − π

2
√

π
= −

√
π

2

Analoge Vorgehensweise der Lösung des Integrals für an oder durch Bron-
stein:

an = − 1√
π

−π∫
0

dx sin x cos nx = − 1√
π

[
−cos (1 + n)x

2(1 + n)
− cos (1− n)x

2(1− n)

]0

−π︸ ︷︷ ︸
Bronstein

an =

{
1√
π

(
1

1+n
+ 1

1−n

)
= 1√

π
2

1−n2 n = 2m + 1; m ∈ N
0 ansonsten

(iii)

f(x) =

{
1 −π/2 < x < π/2
0 ansonsten

a0 =
1

2
√

π

π/2∫
−π/2

dx =

√
π

2
bn = 0︸ ︷︷ ︸

f(x) ist eine ungerade Funktion
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an =
1√
π

π/2∫
−π/2

dx cos nx =
1√
π

[
sin nx

n

]π/2

−π/2

an =


0 n = 2, 4, 6, . . .

2√
πn

n = 1, 5, 9, . . .
−2√
πn

n = 3, 7, 11, . . .

Aufgabe 3

(i)

Gegeben:

|Ψ1〉 =
1√
2
|1〉+

i

2
|2〉+

−i√
2
|3〉

|Ψ2〉 =
1√
3
|1〉+

−i√
3
|3〉

Gesucht ist |Ψ3〉. Betrachtung von |Ψ2〉 und der Bedingung 〈Ψ3|Ψ2〉 = 0 führt
zu (z.B.):

〈Ψ3| =
−i√

3
〈1|+ α 〈2|+ 1√

3
〈3|

Für die Bestimmung von α wird die zweite Bedinung 〈Ψ3|Ψ1〉 = 0 überprüft.
Daraus folgt:

〈Ψ3| =
−i√

3
〈1|+ 2

√
2√
3
〈2|+ 1√

3
〈3|

⇒ |Ψ3〉 =
i√
3
|1〉+

2
√

2√
3
|2〉+

1√
3
|3〉

Normierung der Vektoren |Ψ1〉, |Ψ2〉 und |Ψ3〉:

∣∣∣Ψ̂1

〉
=

|Ψ1〉
〈Ψ1|Ψ1〉

=
|Ψ1〉√

1
2

+ 1
4

+ 1
2

=
2√
5
|Ψ1〉
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∣∣∣Ψ̂2

〉
=

|Ψ2〉
〈Ψ2|Ψ2〉

=
|Ψ2〉√
1
3

+ 1
3

=

√
3√
2
|Ψ2〉

∣∣∣Ψ̂3

〉
=

|Ψ3〉
〈Ψ3|Ψ3〉

=
|Ψ3〉√

1
3

+ 8
3

+ 1
3

=

√
3√
10
|Ψ3〉

∣∣∣Ψ̂1

〉
=

1√
5
(
√

2 |1〉+ i |2〉 −
√

2i |3〉)∣∣∣Ψ̂2

〉
=

1√
2
(|1〉+ i |3〉)∣∣∣Ψ̂3

〉
=

1√
10

(i |1〉+ 2
√

2 |2〉+ |3〉)

(ii)

PΨ1 = |Ψ1〉 〈Ψ1| =
1

5
(
√

2, i,−
√

2i)

 √
2

−i√
2i


PΨ1 =

1

5

 2
√

2i −2i

−
√

2i 1 −
√

2

2i −
√

2 2

 = P †
Ψ1

⇒ hermitesch!!

PΨ2 = |Ψ2〉 〈Ψ2| =
1

2
(1, 0, i)

 1
0
−i


PΨ2 =

1

2

 1 0 i
0 0 0
−i 0 1

 = P †
Ψ2

⇒ hermitesch!!

PΨ3 = |Ψ3〉 〈Ψ3| =
1

10
(i, 2

√
2, 1)

 −i

2
√

2
1


PΨ3 =

1

10

 1 −2
√

2i −i

2
√

2i 8 2
√

2

i 2
√

2 1

 = P †
Ψ3

⇒ hermitesch!!
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3∑
i=1

PΨi
= Einheitsmatrix ⇒ Vollständigkeit ist bewiesen.

Aufgabe 4

(i)

L†
y = (L∗

y)
T = − ~

2i

 0 −
√

2 0√
2 0 −

√
2

0
√

2 0


=

~
2i

 0
√

2 0

−
√

2 0
√

2

0 −
√

2 0

 = Ly ⇒ hermitesch!!

Bestimmung der Eigenwerte:

Det(Ly − λδij) = 0∣∣∣∣∣∣
−λ

√
2 ~

2i
0

−
√

2 ~
2i

−λ
√

2 ~
2i

0 −
√

2 ~
2i

−λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ

(
λ2 − ~2 1

2

)
−
√

2
~
2i

(√
2

~
2i

λ − 0

)
︸ ︷︷ ︸

Entwicklung nach der ersten Zeile

= −λ(λ2 − ~2)

⇒ λ1 = 0 λ2,3 = ±~

Bestimmung der Eigenvektoren:
λ1 = 0:

 0 ~
2i

√
2 0

− ~
2i

√
2 0 ~

2i

√
2

0 − ~
2i

√
2 0

 →

 0 1 0
−1 0 1
0 −1 0

 →

 −1 0 1
0 1 0
0 0 0


⇒ ~e1 =

1√
2
(1, 0, 1)T

λ1 = ~:

 −~ ~
2i

√
2 0

− ~
2i

√
2 −~ ~

2i

√
2

0 − ~
2i

√
2 −~

 →

 −2i
√

2 0

−
√

2 −2i
√

2

0 −
√

2 −2i

 →

 −2i
√

2 0

−2i 2
√

2 2i

0 −
√

2 −2i
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→

 −2i
√

2 0

0
√

2 2i

0 −
√

2 −2i

 →

 −2i
√

2 0

0
√

2 2i
0 0 0

 →

 1 1√
2
i 0

0 − 1√
2
i 1

0 0 0


⇒ ~e2 =

1

2
(1, i

√
2,−1)T

λ1 = −~:

 ~ ~
2i

√
2 0

− ~
2i

√
2 ~ ~

2i

√
2

0 − ~
2i

√
2 ~

 →

 2i
√

2 0

−
√

2 2i
√

2

0 −
√

2 2i

 →

 2i
√

2 0

2i 2
√

2 −2i

0 −
√

2 2i



→

 2i
√

2 0

0
√

2 −2i

0 −
√

2 2i

 →

 2i
√

2 0

0
√

2 −2i
0 0 0

 →

 1 − 1√
2
i 0

0 1√
2
i 1

0 0 0


⇒ ~e3 =

1

2
(1,−i

√
2,−1)T

(ii)

Berechnung der Projektoren:

P1 = ~e1 ~e1
† =

1

2

 1
0
1

 (1, 0, 1) =
1

2

 1 0 1
0 0 0
1 0 1


P2 = ~e2 ~e2

† =
1

4

 1

i
√

2
−1

 (1,−i
√

2,−1) =
1

4

 1 −i
√

2 −1

i
√

2 2 −i
√

2

−1 i
√

2 1


P3 = ~e3 ~e3

† =
1

4

 1

−i
√

2
−1

 (1, i
√

2,−1) =
1

4

 1 i
√

2 −1

−i
√

2 2 i
√

2

−1 −i
√

2 1



Vollständigkeit:

P1 + P2 + P3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1
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Orthogonalität:

P1 · P2 =
1

2

 1 0 1
0 0 0
1 0 1

 1

4

 1 −i
√

2 −1

i
√

2 2 −i
√

2

−1 i
√

2 1

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


P2 · P3 =

1

4

 1 −i
√

2 −1

i
√

2 2 −i
√

2

−1 i
√

2 1

 1

4

 1 i
√

2 −1

−i
√

2 2 i
√

2

−1 −i
√

2 1

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0


P1 · P3 =

1

2

 1 0 1
0 0 0
1 0 1

 1

4

 1 i
√

2 −1

−i
√

2 2 i
√

2

−1 −i
√

2 1

 =

 0 0 0
0 0 0
0 0 0



9


