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Aufgabe 1

(i) (kräftefreier Fall)

Ĥ =
p2

2m
= − ~2

2m
∂2

∂x2
, p̂|k〉 = p|k〉, 〈x|k〉 =

1√
2π
eikx

Hängt der Hamilton Operator nicht explizit von der Zeit ab, erhält man

|ψ(t)〉 = e−i Ĥ
~ t|ψ(0)〉

Entwicklung nach Energie-Eigenzuständen:

|ψ(0)〉 =
(∫

dk |k〉〈k|
)
|ψ〉 =

∫
dk |k〉 〈k|ψ(0)〉︸ ︷︷ ︸

g(k)

=
∫
dk g(k)|k〉

Dabei ist g(k) der Entwicklungskoeffizient und |k〉 Eigenzustand des Hamiltonoperators.

g(k) = 〈k|ψ(0)〉 =
∫
dx 〈k|x〉〈x|ψ(0)〉 =

∫
dx

1√
2π
e−ikxψ(x, 0)

= · · · =
(

1
β
√
π

) 1
2

e
− (k−k0)2

2β2 e−i(k−k0)a

mit k0 = p0
~ , v0 = ~k

m , ω0 = ~k2
0

2m

|ψ(t)〉 = e−i Ĥ
~ t|ψ(0)〉 = e−i Ĥ

~ t

∫
dk g(k)|k〉

=
∫
dk g(k)e−i Ĥ

~ t|k〉 =
∫
dk g(k)e−

i
~ t p2

2m |k〉

=
∫
dk g(k)e−

i
~ t ~2k2

2m |k〉 =
∫
dk g(k)e−iωt|k〉

mit E = ~2k2

2m , ω = E
~

ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 =
∫
dk g(k)e−ikω 〈x|k〉︸ ︷︷ ︸

=eikx/
√

2π

= · · · =
(
β√
π

) 1
2 1√

1 + i~tβ2

m

ei(k0x−ω0t)e
− β2(x−a−v0t)2

2(1+ i~tβ2
m

)
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|ψ(x, t)|2 =
β√
π

1√
1 + ~2t2β4

m2

e
− β2(x−a−v0t)2

(1+ ~2t2β4

m2 )

⇒ 〈x〉 = a+ v0t und ∆x = 1√
2β

√
1 + ~2t2β4

m2

(ii) (Oszillator-Potential)

V (x) =
1
2
mω2x2, Ĥ =

p2

2m
+

1
2
mω2x2, H|φn〉 = En|φn〉, En = ~ω(n+

1
2
)

Hängt der Hamilton Operator nicht explizit von der Zeit ab, erhält man

|ψ(t)〉 = e−i Ĥ
~ t|ψ(0)〉

Entwicklung nach Energie-Eigenfunktionen:

|ψ(0)〉 = (
∑

n

|φn〉〈φn|) |ψ(0)〉 =
∑

n

〈φn|ψ(0)〉 |φn〉 =
∑

n

cn|φn〉

cn = 〈φn|ψ(0)〉

= 〈φn|
(∫

dx′ |x′〉〈x′|
)
|ψ(0)〉

=
∫
dx′ φn(x′)ψ(x′, 0)

mit φn(x) = 〈φn|x〉 =
(

β2

π

) 1
4 1√

2nn!
e−

β2x2

2 Hn(βx) und β =
√

mω
~

⇒ cn =
∫
dx′ φn(x′)ψ(x′, 0)

=
(
β2

π

) 1
2 1√

2nn!

∫
dx′ e

−β2x′2
2 Hn(βx′)e−

β2(x′−a)2

2

y′=βx′

=
1√
π

1√
2nn!

∫
dy′ Hn(y′)e−(y′− βa

2 )2e−
β2a2

4

Hinweis=
1√
2nn!

e−
β2a2

4 (βa)n

ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉

= 〈x|e−i Ĥ
~ t|ψ(0)〉

= 〈x|e−i Ĥ
~ t
∑

n

cn|φn〉

=
∑

n

cn 〈x|e−i
~ω(n+ 1

2 )
~ t|φn〉

=
∑

n

cne
−iω(n+ 1

2 )t〈x|φn〉

=
(
β2

π

) 1
4

e−
β2

4 (2x2+a)e−
iωt
2

∑
n

(βa)n

2nn!
Hn(βx)e−iωnt

Hinweis=
(
β2

π

) 1
4

e−
β2

4 (2x2+a)e−
iωt
2 exp

[
−β

2a2

4
e−2iωt + β2ax e−iωt

]
= . . . =

(
β2

π

) 1
4

e−
β2

a (x−a cos(ωt))2e−i( ωt
2 −

β2a2

4 sin(2ωt)+β2ax sin(ωt))
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(verwende: cos(2ωt) = 2 cos2(ωt)− 1)

|ψ(x, t)|2 =
β√
π
e−β2(x−a cos(ωt))2

⇒ ∆x =
1√
2β
, 〈x〉 = a cos(ωt)

Aufgabe 2

Paulimatrizen:

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(i) i = 1, j = 2

{σ1, σ2} = σ1σ2 + σ2σ1 =
(

i 0
0 −i

)
+
(

−i 0
0 i

)
= 0 = 2δ12I X

[σ1, σ2] = σ1σ2 − σ2σ1 = 2i
(

1 0
0 −1

)
= 2iε123σ3 X

(ii)

(σ · ~a)(σ ·~b) = (σ1a1 + σ2a2 + σ3a3)(σ1b1 + σ2b2 + σ3b3)

=
3∑

i,j=1

σiai σjbj

=
3∑

i,j=1

aibj(σiσj)

=
3∑

i,j=1

aibj
1
2
(2δijI + 2iεijkσk)

=
3∑

i,j=1

aibjδijI +
3∑

k=1

(iσk(
3∑

ij=1

εijkaibj))

= ~a ·~b I + i~σ(~a×~b) X

(iii)
M = a0I + a1σ1 + a1σ2 + a3σ3

Sp(σ1) = Sp(σ2) = Sp(σ3 = 0 ⇒ Sp(M) = 2a0 ⇒ a0 =
Sp(M)

2

σ1 ·M = a0σ1 + a1I + a2σ1σ2 + a3σ1σ3

= a0σ1 + a1I + ia2σ3 − ia3σ2

⇒ Sp(σi ·M) = 2ai ⇒ ai =
Sp(σiM)

2
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Aufgabe 3

(i) Der Zeitentwicklungsoperator ist gegeben durch:

U(t, t0) = e−i Ĥ
~ (t−t0)

Dabei ist die Energie einer Magnetisierung gegeben durch:

H = − ~M · ~B

⇒ U(t, 0) = e−i−
~M·~B
~ t

mit ~M · ~B = γ

 Sx

Sy

Sz

 ·

 ωx/γ
ωy/γ
ωz/γ

 = −ωxSx − ωySy − ωzSz

⇒ M =
1
~
(− ~M · ~B) =

1
~
(ωxSx + ωySy + ωzSz) X

aus Si = ~
2σi folgt die Matrixdarstellung von M :

M =
1
2

[
ωx

(
0 1
1 0

)
+ ωy

(
0 −i
i 0

)
+ ωz

(
1 0
0 −1

)]
=

1
2

(
ωz ωx − iωy

ωx + iωy −ωz

)
weiterhin:

M2 =
1
4

(
ωz ωx − iωy

ωx + iωy −ωz

)(
ωz ωx − iωy

ωx + iωy −ωz

)
=

1
4

(
ωz ωx − iωy

ωx + iωy −ωz

)
=

1
4

(
ω2

0 0
0 ω2

0

)
=

ω2
0

4
I

mit ω2
0 = ω2

x + ω2
y + ω2

z

vergleiche: −γ| ~B0| = −γ

∣∣∣∣∣∣
 −ωx/γ

−ωy/γ
−ωz/γ

∣∣∣∣∣∣ = −
√
ω2

x + ω2
y + ω2

z

⇒ ω0 = −γ| ~B0|
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U(t, 0) = e−iMt

=
∞∑

n=0

1
n!

(−iMt)n

=
∞∑

n=0

1
(2n)!

(−iMt)2n +
∞∑

n=0

1
(2n+ 1)!

(−iMt)2n+1

=
∞∑

n=0

((−i)2)n

(2n)!
(M2)nt2n +

∞∑
n=0

((−i)2)n · (−i)
(2n+ 1)!

(M2)n ·M t2n+1)‘

=

( ∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!

(ω0

2

)2n

t2n

)
· I +

( ∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!

(ω0

2

)2n+1

t2n+1

)
·M

(
−i 2
ω0

)
= cos

(
ω0 t

2

)
I − 2i

ω0
sin
(
ω0 t

2

)
M

(ii) kohärente Oszillation

gegeben: |Ψ(0)〉 = |+〉

P++(t) = |〈+|Ψ(t)〉|2

= |〈+|U(t, 0)|Ψ(0)〉|2

= |〈+|U(t, 0)|+〉|2 X

=
∣∣∣∣〈+| cos

(
ω0 t

2

)
I − 2i

ω0
M sin

(
ω0 t

2

)
|+〉
∣∣∣∣2

=
∣∣∣∣〈+|( cos

(
ω0 t

2

)
0

)
− i

ω0

(
ωz

ωx + iωy

)
sin
(
ω0 t

2

)∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣cos
(
ω0 t

2

)
− iωz

ω0
sin
(
ω0 t

2

)∣∣∣∣2
= cos2

(
ω0 t

2

)
+
ω2

z

ω2
0

sin2

(
ω0 t

2

)
= 1− sin2

(
ω0 t

2

)
· ω

2
0

ω2
0

+
ω2

0 − ω2
x − ω2

y

ω2
0

sin2

(
ω0 t

2

)
= 1−

ω2
x + ω2

y

ω2
0

sin2

(
ω0 t

2

)
X
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