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Aufgabe 23: Drehimpuls 5 Punkte

Die Vertauschungsrelationen fiir die quantenmechanischen Drehimpulsoperatoren Jy, Jo, J3 lauten:
-2

[Jiy Jk) = iR, €ip ;. Wir definieren J ~ = J? + J3 + J3, Jo = J; £1Js. Es gelten die folgenden

Eigenschaften:

T3] =0 (1) o= (2)
[J5,Jx] = xhJi (3) [J+,J-] = 2hJs (4)

TPz = %(J+J1+JLJ+) (5) JJ. = J —J2—hJy  (6)
JoJo = TP J2 4 hs (7)

a) Beweisen Sie die Gleichungen (3), (4) und (6). (2 Punkte)

-2 -2
b) Da J mit J3 vertauscht, gibt es gemeinsame Eigenzustande v;,,. Weiter kann J  keine
negativen Eigenwerte haben. Daher koénnen wir schreiben:

=2 .
T i =025+ D) Wjm,  Jstim = mhthim
mit j € R, m € R, j > 0. Zeigen Sie: J+1); ,, ist entweder null oder wieder ein Eigenzustand
-2
zu J und J3. Was sind die Eigenwerte? (1 Punkt)

¢) Verwenden Sie Gleichung (5) um zu zeigen, daBl es ein Mmpyax und ein mpyi, gibt mit
J+Vjmmax = 0 und J_tpjp, o = 0 . Verwenden Sie dann die Gleichungen (6), (7) um

zu zeigen, dafl Mmpmax = —Mmin = j. Begriinden Sie, dafl j ganz- oder halbzahlig sein mu#f.
(2 Punkte)
Aufgabe 24: Drei-Schachtel-Paradoxon 3 Punkte

Alice und Bob spielen ein quantenmechanisches Spiel. Hierzu werden drei Schachteln und ein
Teilchen bendtigt. Das Teilchen kann sich in jeder der drei Schachteln befinden. Der quanten-
mechanische Zustandsraum ist also dreidimensional und wird aufgespannt von orthonormierten
Zustdnden v, n = 1,2, 3, wobei sich das Teilchen sicher in Schachtel Nr. n befindet, wenn das
System im Zustand v, ist. Alice pripariert das Quantensystem im Zustand ¢ = (11 + 9 + ¥3) /V/3.
Das Spiel geht so: Alice tibergibt die Schachteln 1 und 2 an Bob. Dieser darf nach seiner Wahl in
eine der beiden Schachteln hineinsehen. Falls er dabei nicht die Kugel findet, hat er gewonnen.
Allerdings gibt es eine Zusatzregel: Bob notiert sein Ergebnis auf einem Zettel, ohne es Alice zu
verraten. Alice darf dann entscheiden, ob das Spiel zahlt oder nicht.

In der klassischen Physik wiirde Bob mit einer Wahrscheinlichkeit von 2/3 gewinnen. Mit Hilfe der
Quantenmechanik kann Alice versuchen, Bobs Chancen zu reduzieren: Sie beschliefit, das Spiel
nur dann zu werten, wenn der Zustand des Systems nicht orthogonal zu ¢ = (¥1 + by — 13) //3
ist.

Analysieren Sie die méglichen Spielverldufe und berechnen Sie Bobs Gewinnchance.
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Aufgabe 25: Krummlinige Koordinaten

Wir betrachten den Ubergang von kartesischen Koordinaten Z = (x1,x9,23) zu krummlinigen
Koordinaten § = (y1, 92, y3). Zunédchst definieren wir drei Vektorfelder by, (¥), by, (), by, (), die
an jedem Punkt ¢ in die Richtungen der krummlinigen Koordinaten yi, y2, y3 zeigen sollen:

= 0Z(y1,y2, Y3
byi(y) = (ay)

Der Einfachheit halber wollen wir nur solche krummlinigen Koordinaten zulassen, fiir die die
Vektoren B;M (¢) an jedem Punkt ¢ orthogonal sind. Somit bilden die gyi fiir festes 3 eine Orthog-
onalbasis des R3. Weiter setzen wir ny,(4) := |5y1(g])| und €, := gyi/nyi. O.B.d.A. bilden €,
€ys s €y, €in rechtshindiges Orthonormalsystem, so dafl €y, x €y, = €.

[Zur Veranschaulichung kénnen Sie z.B. an Zylinderkoordinaten denken: y; = p, y2 = ¢, y3 = 2.]

a) Zeigen Sie: €,, = ny, Vy;.
(1 Punkt)

Gegeben sei nun ein beliebiges Vektorfeld V(a‘c’) Dieses ordnet jedem Punkt des Raumes einen
Vektor zu. Wir wollen den einem Punkt zugeordneten Vektor nun in der Basis é; entwicklen, die
zum selben Raumpunkt gehort:

V(f) = Z Vi (%) €y (Y) -
k

b) Zeigen Sie, dass die Divergenz V - V(f) eines Vektorfeldes wie folgt durch die krummlinigen
Komponenten V,, (i7) und Ableitungen nach den ¢ ausgedriickt werden kann:

- 1 0 [Ny, Nyon
V- -V(Z) = . Y1'"y2°'"y3 Vo (7 > )
) Ty Ty Ty S~ DY < Ty (5)

Verwenden Sie hierfiir die in Teilaufgabe a) angegebene Formel sowie die Rechenregel fiir
die Divergenz eines Vektorproduktes.
(2 Punkte)

c) Zeigen Sie, daB fiir skalare Felder ®(Z) gilt:

Ap— L N O (”ymé&”ys aq;.) ,
Ty Typ My Oy Ny Yk

(1 Punkt)

d) Bestimmen Sie mit Hilfe der in den vorigen Teilaufgaben angegebenen Informationen die
Darstellung des Laplaceoperators in Kugelkoordinaten.
(1 Punkt)
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5 Punkte



