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Aufgabe 1
(a)

(a) Eigenschaften von ¢-Funktion

. oo fir =0
o) = !lg(l) Oc(z) = { 0 fiir 2#0 (1)
und
/ dzd(z) = lim dxo.(z) =1 (2)

fiir beliebiges a > 0.
Also, fiir  # 0 gilt:

N Y . le
Mrre - Mre =0 )
firz=0

1 € 1€
limy e =M —s = )
und

a 1 ~Q 1 a/e 1 2

lim dxd(z) = lim — dor——— = lim —/ dt—— = lim — arctan (g) =1 (5)
e—0 _a e—0 T _a J}2+62 e—0 T —a/e 1—|—t2 e—0 T €
mit t = x /e, arctan(—x) = — arctan(x), arctan(co) = 7/2.

(b)

Z.B. kann mann das so beweisen: weil §(f(x)) bei f(x1) =0, f(x2) =0, f(x3) =0 ... divergiert, verwenden wir
die Taylor-Entwicklung von f(z) um die Nullstelle von f(z): = x;, ¢ = 1,2,.. (wir erhalten nur die ersten
nicht-verschwindenden Terme):

H@) = P a0+ =2 () = 300+ @—a)f @) = 2 d(a—w)f (@) = Y s dla—z)
0

hier haben wir auch verwendet, dass §(cx) = 6(x)/|c|. Betrachten wir das Integral

I= /_Oo d(cx)d(x) = [z =cx] = %/_OO 0(z)d(z) = i (7)
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(c)

Eine Moglichkeit:
gemif der Definition der §-Funktion miiite gelten:

| tes@) 0w = [ ap@s) = 50) ®)

—a —a

Die linke Seite ergibt mit partieller Integration:

a

16(a)f(a) — O(—a) f(~a)] - / dab(2) ' (z) =

—a

fla) - / s (1) = fa) - [f(a) — F(0)] = £(0). (9)
Aufgabe 2
a.)

Schrodinger Gleichung lautet

h2 0? 0? 0?
2 (a2

222 T a2 oz 2>+V< ) + Vo) + V(@) | (a9, 2) = Bp(a,y,2) (10)

H ist eine Summe unabhingige Terme! Wir verwenden einen Produktansatz @imn (z,y, 2) = <pl(z) (ac)cpgf{) (y)gogf) (2).
Wir bekommen drei unabhéngige Bewegungsgleichungen:

n o () ()
- 5 525+ Velo)| @) = B o), 1)
n* 92
-z (v) ()
{ 2 Oy +Vy(y)} e (Y) = Emeny (y), (12)
n? 92
-z (2) B o) 1
g o V)| ) = Bl () (13)
Wir betrachten jeztz die Gleichung [@l): die Losung fiir 0 < & < a ist
(p(w)(w) _ A1€i>\z +A2€—i>\z
= asin(Az) + [ cos(A\x) (14)

wobel A = vV2mE/h.
Aber p®(0)=0 = b=0

und ®)(a) =0 =  Xa=ml, wobeil=0,1,2..
A=0: asin(0z) =0 - nicht mdglich, da [ dz|p(® (z)|? =1 ist.
A£0: 1= [ dz|al?sin®(mnz/a) = |a?a/2 =

2 l AN
gpl(m)(z) = \/jsin (—W x) , E(m) <7T—) wobei [ =1,2...
a a 2m \ a

Ahnlich
2 h2 2
A0 =y 2o (T2, mp (T e =1,
und

2 h2 2
ol (z) = \/jSin (@) , E® = _— (ﬂ) , wobei n=12... =
c c 2m \ ¢
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b.)
Fiir b, ¢ < a gilt

Ei11 < Eo11 < E311 < By < ... < Ei21, Ergo...

Also in grolem Bereich von Energien bleibt das System in y und z Richtung im Grunzustand gagy) y)u
= effektive 1-dimensionale Verhalten fiir Energien kleiner als Ej91, F112 = W2 (4”2) W2 (%)

2m \ b2 )’ 2m
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Aufgabe 3
a.)

Schrodinger Gleichung:
HUV =FEV = (15)

2m@

(ﬁz o c5(z)> U =EU

d.h.
752 2
m ox

—h? 92
(%@) v = E\I/, sonst (16)

(1) Betrachten wir zunécht den Bereich x # 0. Wir haben

—h? 9*v

L
2m Ox?

Die Losung dieser Gleichung (Theo A) ist
U(z) = A1 + Age™®

wobei A = v/ —2mE/h, (A > 0, weil E < 0 ist).

Wenn z < 0 ist, dann limg_,_ o e~ = 0o ; wenn z > 0 ist, dann lim,_ . e = 0o =

B Ale)‘z <0
¥(z) = { Ase™7 > 0. (17)

Die Funktion ¥(x) soll bei x = 0 stetig sein = Y0+ =T0-) = Ai=A4=A, und
Ae*® <0

(2) Wir betrachten nun den Bereich in der Néhe von z =0

Wir integrieren jetzt diese Gleichung von —e bis €, (e < 1)

€ 312 92 € €
[ dz%%/edxc&z)\lf/ dzE¥Y =

€ - —€

€

_ =) } —cU(0)=F | da¥(z) =

€ ox

2m ox —€ —€
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Jetzt: € — 0 und wir verwenden (6

\\
fiirx < 0, 0¥ (z) = —Ale™M® =
Ox
OV (x)
= —AX
Ox ’
firz > 0, 0¥ (z) = Al =
Ox
OV (x)
—— = AX
Ox ‘0 ’
und das Integral [ da¥(x) — 0 fiir € — 0.
Somit
0¥ (x) oY (z) —2me
- = 2an= "y
|: ox € ox —e€ h2 (0)7
aber ¥(0) = A, und wir finden, dass A = mec/h?, weil
—2mec
—2A\ = TA'

D.h., dass es nur einziges (!) Energieniveau gibt:

\— me vV=2mE
Rz h

2

mc

Die Normierungsbedingung:

= 2 2 [T _oa L
/ dz|U(x)]* = 2|4] / e ="x=1 =
0 A
A = V=
_ Vme _meps)

$

=
h

(20)
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b.)
Als Teichen propagiere in die a-positiven Richtung, die Schrédinger Gleichung ([I3)) lautet

7712 82

— 0 v =F¥
<2m Ox? e (a:)> ’
wobei E positiv ist.

Fiir < 0 gibt es sowohl einlaufende als auch reflektierte Teilchen. Also,

—h? 9*v
2m Ox?

Die Losung ist

=FEY

U(z) = A1 4 Age T

wobei A = v2mE/h ist. A; ist die Amplitude des einlaufenden Teilchens und kann wegen der Normierungsbe-
dingung gleich 1 gesetzt werden. As ist die Amplitude des reflektirten Teilchens. Das bedeutet, dass

U(z) = e 4 Age™ T,
Im Bereich x > 0 existieren nur transmittierte Teilchen, und somit

U(z) = Ase™®.



Per Definition

Ay 2 Az |2

— | 22|, T = —‘ . 21
R A, und m (21)

Randbedingungen:

2me .
T(04) — ¥ (0-) = 2 U(0), (siehe 3(a)). =
1+A4; = As,
V(0+) = Agzid (22)
V(0-) = id—Agix = (23)
. 2me
IANAs — 1+ Ag) = ?Ag = (24)
iAR2 me

Ay = ———— = 2

3TN — e 2702 —me (25)
Reflektionskoeffizient und Transmissionskoeffizient
R = |Af? = m2c? B m?2c?/2h? _ —E,

TR Tz 2t T M2 /2R + N2h2/2 —E,+ E’
E
T = 1-R=——_ 2
i —-E,+FE (26)

wobei Ey die Energie eines gebundenten Zustands aus Aufgabe 3(a) ist. Mann merkt fiir E — oo, dass R — 0
und 7" — 1. Und fiir £ — 0, haben wir R — 1 und 7" — 0!
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