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Aufgabe 1

V(x)

Abbildung 1: Potentialtopf mit Wénden verschiedener Hohe.

Knotensatz: Wenn das Spektrum eines eindimensionalen Systems diskret ist, besitzt die Wellenfunktion
U, (z) genau n Knoten. Wir betrachten fiir das diskrete Spektrum nur Teilchen die im Potentialtopf gefangen
sind.

Wir variieren V5, von Vo = 0 beginnend, bis der erste gebundene Zustand im Potentialtopf erscheint.
Das minimale V5 ergibt sich wenn die Energie des gebundenen Zustands gerade E = Vs ist. Wir kénnen
die Schrodingergleichung sofort fiir £ = V, l6sen. Da es der niedrigste gebundene Zustand ist, besitzt die
Wellenfunktion dieses Niveaus keine Knoten (siehe Knotensatz). Die Losungen in den Teilbreichen sind:

Uy(z) = Ae’?, x <0, (p1 = V2m(Vy — Vi) /R?), (1)
Uy(z) = Bicos(pex + Bs), 0<z<d, (p2 = /2mVa/h?), (2)
\I/]]](EE) = C, xr>a (3)

(Fiir £ > a die Losung ist im Prinzip von der Form Ce™?3z, jedoch p3 = 0 fiir E = V5).
Die Randbedingung sind (Stetigkeit von ¥ und ¥’ bei z = 0 und x = d):

¥(O+) = ¥(0-), (4)
U(d+) = Y(d-), (5)
v'(0+) = ¥'(0-) (6)
U(d+) = V'(d-). = (7)
A = Bjcos(Bs), B cos(pad + Bg) =C (8)
Ap1 = —Blpg Sin(Bg), —Blpg sin(p2 + Bg) =0 = (9)
P1
tan(Bg) = —— By = —pgd. = (10)
P2
Wir bekommen die Bedingung
tan(pad) = P . (11)
P2




Also ergibt sich das minimale pod (wenn das erste Niveau im Potentialtopf erscheint), als arctan £-. Wenn pad
grosser als dieser Wert ist, dann konnen weitere Niveaus im Topf erscheinen, das Spektrum hat dann immer
einen diskreten Anteil. Die gesuchte Beziehung ist also die Ungleichung

i =V
\2mVad? /h2 > arctan< %) . (12)
2

Aufgabe 2
a.)

V(X)

Foe

Abbildung 2: Potenzialtopf aus zwei delta-Funktionen.

Die Schrédinger-Gleichung fiir das Potenzial (Abb. 2) lautet:

5 B cd(z) —cd(x —d)| U(x) = EV(x). (13)
Aus (@) bekommen wir
U,(x) = Ae”; z<0,
Us(z) = B1e” 4+ Bae ™, 0<z<d,
\If[[[((E) = Ceip(mid); T >d, (14)
wobei p = v/—2mE/h? ist und E < 0. (U7 kann auch als Ce”® gewihlt werden, aber die Form ([[d) ist einfach
bequemer.)
Randbedingungen:
U(0+) = T(0-) (15)
2
W(04) — U'(0—) = ,%W(O) (16)
U(d+) = Y(d-) (17)
2
V() - W(d-) = - U(d) (18)
Also
@) = A=B +B, (19)
2me
@@ = pBi—pBy—pA=—-—5A (20)
h2
By = (—1 + ’;n—c) B, (21)
dann
(ﬂ:m = C = Ble"d + Bgeipd (22)
2
@ =  —pC —pBief? + pBre 4 = 7%0 = (23)
2ByePd  Bye~rd
C = s = ey —liche @] =Bier + Bac ! (24)
ph2 ph2
1
By = Boe | ———— — 1 (25)
—oR? +1



Aus () und Z3) bekommen wir

1 2
e—2pd : -1 — -1+ & = (26)
7;%3 +1 me
2 2
e—zpd _ <1 _ ﬁ) , (27)
mc
und schlie3lich:
52
el = 4 (1 - p—> . (28)
mc
1 Punkte
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Abbildung 3: Potenzialbarriere aus zwei delta-Funktion.

Die Schrodingergleichung fiir das Potenzial (Abb. 3) lautet:

7712 82

om Ox?

+cd(z) + cd(x —d)| U(z) = EV(z). (29)

Das Teilchen bewegt sich von links nach rechts. Aus ([23) bekommen wir

Ur(x) = e*; x<0,
Urr(x) = Bie'* + Boe T 0 <z < d,
() = Ce?D w>d, (30)

wobei p = V2mE/h? > 0 ist. (Wieder: ¥;;; kann auch als Ce’*® gewiihlt werden, aber die Form (BI) ist
bequemer.) Es gibt kein reflektiertes Teilchen im Bereich I wegen der Bedingung R = 0 in dieser Aufgabe.
Randbedingungen:

TU(0+) = T(0-) (31)
2me
U'(04) - ¥'(0—-) = 2 ¥ (0) (32)
U(d+) = U(d-) (33)
2me
U'(d+) - ¥'(d-) = ?\P(d) (34)
Wir bekommen aus @), dass 1 = B + Bs.
Aus [B2) folgt
. . . 2me
1pB1 —ipBy —ip = 2 =
—2ime
B —-By=—7—7—+1 =
1 2 P +
tme imce
Bi=—+1} |By=—
S R B




U;y(z) ist dann:

Urr(x) = cos(pzx) + sin(pzx) (z + 2;;_:;) . (35)

Aus B3) bekommen wir

(m@@+m@@c+%g>c (36)
Und aus (B4]) haben wir

. . . 2mc 2me

ipC + psin(pd) — p cos(pd) (Z + W) = FC (37)

Wir erhalten die Bedingung fiir tan(pd) wie folgt:

i ome\  sin(pd) = cos(pd) (i + Zi5
COS(pd) " Sln(pd) (l * PFLQ > B 2me ( - ) - (38)
ph?
52
tan(pd) = _f'n_c )

Diese Bedingung ([BY) bestimmt die Energien E = h?p?/(2m), bei denen die Reflexionsamplitude des
Teilchens von der é-Doppelbarriere verschwindet.
1 Punkt

Aufgabe 3

Hermite’sche Polynome

a.)

> " [ d" 2
N I e {_ (1) }
e = e
7;)n! dtn 0
o " d\" __pe
- £5l ]
= n z 0
ot dY e
= 2tV =
n=0
—t2422t = ﬁ _1\n sz_" —22 _ = i
e = T;)n!( 1)% Tt _nz:;)n!Hn(Z)' (40)
b.)
Die erzeugende Funktion fiir Hermite’sche Polynome ist:
o, "
ﬂmheH%ZZHM@ (41)
n=0

Schritt 1: wir differenzieren F(z,t) nach z

dF(z,t) e =t St d
L =2te PP =2ty —H,(2)=Y ——H, =
dz € T;) n! (2) HZ:O n!dz (2)

d d t? d
EHQ(Z) +t—Hq(2) +

- Hy(z) + ...

2dz 0



Nun vergleichen wir die Koeffizienten:

o diiHO(z) —0

to diiHl(z) = 2Hy(2)
2 %%Hg(z) =2H,(z)
3 %d%fg(z) = Hy(2)
tr =

wir bekommen jetzt die Rekursionsbeziehung 1:

a4
dz

H,(z) =2nH,_1(z) (42)

Schritt 2: wir differenzieren F'(z,t) nach ¢

dF(z,t) oty o " !
b (=2t +22)e = (—2t+2z)nz:%EHn(z) —;THn(z) =
t2 t3
(=2t + 22) [Ho(z) +tH1(2) + EHg(,z) + EHg,(,z) +..| =
1
t_lHO(Z) + Hl(z) + tHQ(Z) =+ §ﬁ2H3(Z) + ... =
0 Hq(z) = 2zHy(2)
tho Hy(z) = —2Ho(z) + 22H1(2)
1
t? §H3(z) = —2H1(2) + zHa(z)
3 =
Rekursionsbeziehung 2
| Ho(2) = 2:H, 1(2) = 2(n — 1) H, (2)] (43)
Betrachten wir nun die rechte Seite der Differenzialgleichung
d? d

Mit Hilfe der Rekursionsbeziehung 1 bekommen wir
d2
@Hn(z) =2n2(n—1)H,_2(z) =
R.S.=4n(n—1)H,—2(2) —4nzH,_1(2) + 2nH,(2) = 2n [H,(2) — 2zH,—1(2) + 2(n — 1) Hp,—2(2)] (45)
Das ist aber null wegen Beziehung 2.

1 Punkt
c.)
Orthogonalititsbedingung

Schritt 1: Wir beweisen, dass, wenn m # n ist, das Integral

/ ¢~ Hy (2) Hyn () (46)

gleich null ist.



2 d? d 2
/dzefz H,, [d 3 de—] H, = Qn/dzefz Hp, H,(z2) (47)

2 d? d
/dzefz H, [d 5 22d—} H,, f2m/dze Hp Hy(z) (48)
Wir betrachten nun das erste Integral auf der linken Seite von Gl. (E):
2 d?
I:/dzeiZHdQH—
dH,, 2 dH 2dH,, dH,
= ¢ H, 2z¢ " Hp—— — ==
dz |- —|—/dz = ™ dz /dze dz dz
e dH, > e dH, de e, dHu b PH
(49)

Der erste und dritte Term in dieser Gl. sind gleich null, weil die Exponentialfunktion ¢** schneller als jede
Potenz divergiert. Der zweite Term hebt sich gegen den 2. Term auf der linke Seite von (HZ) weg, und wir
erhalten:

2 d? d d? d
* Hp, |-— —22—| H, e H, — 22— | Hy,.
/dze m [sz Zdz} /dze [d 3 Zdz] m (50)

Nun verwenden wir Gl. (#8) und bekommen:

(2n — 2m) / dze™* Hy H, =0 (51)
D.h., wir erhalten fiir n # m
/ dze™* Hy, H, =0, (52)
d.)
Fall n =m
Hn=0 =
/dzeiZanHn = /dZ€7Z2 = [Ubungsblatt 1] = /7. (53)
Dn=1 =

/ dze™* Hy,H, = 4 / dzz%e% =2/ (54)

3) Wir nehmen an, dass fiir n = k die Beziehung fdze_zszHk = 2Fg!\ /7 gilt. Fiir n = k + 1 erhalten wir
dann aus der 2. Rekursionsbeziehung

Hk+1 = QZHk — 2/{3Hk_1 = (55)

/ dze™ Hyy1Hysr = / dze™* 22 Hyor Hy — / dze * 2k Hysr1 Hp_1 = / dze™* 22 Hyor Hy =

d o0 dH dH
—/dz — e ) HyHpy1 = —e—zszHkH} +/dze_zz Hy = 4y =k
dz — dz dz

= /dze*ZZHk(Q(kJrl))Hk = (56)

2 2
/dze_z HkJrlHkJrl = 2(k+ 1)/d26_z Hka (57)
Wegen der Induktionsannahme ist f dze_z2Hka = 2kk!ﬁ. Also folgt: f dze_zszHHkH = 2k+1(k+1)!ﬁ,

was zu beweisen war.
1 Punkt
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