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Aufgabe 1

a.)

0
()00

(Wir haben verwendet, dass 02" = 1 und 02"*! = g, gilt.)

b.)

d A d e AN e Angn—1 e An—1n—1 A

—_— = — = = A _— A . 3
dt* dtn; nl ;(nfl)! ; n—1)r ¢ 3)
Weil [e4?, A] = 0 gilt, dann gilt auch

d

Ee“‘t = A, (4)

%eAteBt _ eAt%eBt 4 (%eAt> eBt _ eAtBeBt —I—AeAteBt — eAtB eBt +€AtA€Bt _ eAteBtB+€AtA€Bt. (5)

c.)

d am _ d <~ A1)

T dt; n! (6)
d 1 dA

— n _ m2“ pn—m—1

A1) ;)A A (7)

(Z.B. %AQ = %A + A% uzw.) Im allgemeinen kommutieren A und % nicht. Nur wenn sie kommutieren,

konnen wir schreiben

d ap  dA(t) = AV
g enr di)g(ni))!. ()



Aufgabe 2

Zunichst betrachten wir den Operator
T(\) = eMeBA, (9)

Wir differenzieren T nach A

T
Cdl_A _ AeA/\eBA + eAABeBA _ (A + eA/\Be—Ak)eAkeB/\ _ (A + eAkBe—A/\)T()\) (10>
[A,[B,A]] =0 =  wir konnen das Ergebnis aus Aufgabe 3b, Ubungsblatt 3, verwenden:

[B, A"] = nA""Y[B, A. (11)

Wir berechnen nun [B, e~4%]:

(B~ = Y1) (B A7 = Y1) A (B A

;(1)“(1)%/1"1[3,/1] = —e B, 4]\ (12)
Somit
eMBe M = eMBe M — e~ Bl + B = B — [B, A\ (13)
Daraus folgt,
T
o = A+ B+[ABNTO). (14)

T()) ist die Losung dieser Gleichung mit der Anfangsbedingung 7'(0) = 1. Weil die Operatoren A + B und
[A, B] untereinander kommutieren, kann Gl. ([ integriert werden, als ob sie nur Zahlen wiren =

2
log T — log T(0) = (A + B)A + [A, B] >

T = e(A+B)/\e%[AvB]/\22. (15)

Nun A =1 =
eteB = eAtBezlABl (16)
eAtB = AeBe—3lA.B], (17)

Aufgabe 3

Weil H eine hermite’sche Matrix ist, sind Hy; und Has reell, und Hys = A+ iB, Hyy = A — iB, wobei A und
B reell sind.
Zunéchst zeigen wir, dass

vt (L0 Y () (1) e S (B) (50 )
_ ( g%‘w Sf%w ) (18)
gilt.
o (O ) (L) () (0 ) e
- ([ e ). a9
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(Hier haben wir die Taylor-Entwicklung verwendet: cos(z) =1 — z—? +.,sin(z)=z— % +....)

w8



Somit

[ e 2cos(¢/2) e /?sin(¢/2)

B ( —e/25in(¢/2) e /% cos(p/2) ) ' (20)
Und

. e~ /2 cos(¢/2) _ei/2 sin(¢/2)
U= < /2 sin(qb/Q) ei/2 COS(¢/2) ) ) (21)

so dass UUT = I = U ist unitir.
Die Losung ist einfacher fiir TrH = 1 (d.h. Hy; + Hoo = 1). Dann bekommen wir die transformierte Matrix
H=UHU'

Hiy = 1—(1—2H1)cos(¢) + 2sin(¢)(Acos(v) — Bsin(1))), (22)
Hiy = (1-2Hy)sin(¢) + 2i(Asin(y) + Bcos(v)) + 2 cos(¢)(A cos(¢) — Bsin(t))), (23)
Hyy = (1—2Hy)sin(¢) — 2i(Asin(y) 4+ B cos(v)) 4 2 cos(¢)(A cos(1h) — Bsin(v))), (24)
Hyy = 14 (1—2Hy1)cos(¢) — 2sin(¢)(Acos(y)) — Bsin(w))). (25)
Diese Matrix ist diagonal, wenn
Asin(y) + B cos(¢) = 0, (26)
(1 —2H11)sin(¢) + 2 cos(¢) (A cos(1p) — Bsin(y)) = 0. (27)
D.h.
B
tan(y) = -~ (28)
Acos(1p) — Bsin(v)) 2V A2 + B?
tan(¢) 1—2H, 1—2H, (29)
Mit diesen Ergebnissen ist die Matrix U eindeutig bestimmt und wir bekommen fiir H:
~ 1-A 0
=3 ( 0 1+A ) ’ (30)
wobei A = /(1 — 2Hq1)? + 4(A2 + B?) ist.
Die Eigenwerte A von H sind durch die folgende Gl. definiert
Det|H — M| = 0. (31)
Weil H schon diagonal ist, die Eigenwerte sind:
)\1:I~{11:(1—A)/2, )\2:I~{22:(1+A)/2 (32)
Aufgabe 4 2 Punkte
a.)
Ul(t, to) = e~ #H(t=t0) (33)
Unitéritit bedeutet: UUT =1 =
Utt,ty) = erHl=t0) (34)
vut = e—%H(t—to)e%H(t—to) _ e—%H(t—to)ﬁ-%H(t—to)e#(t—to)z[H,H] —7 (35)
0 o 0 iH(tfto) . 0 —iH(t—tg)
ih- (1) = Zhat[ \Ilo(to)} = ih— [e i }\Ilo(to)
= ih (—%H) e U p (1) = HU(1). (36)
b.)
oot
Ult,to) = e / A H(Y) (37)
to

Wie mann aus Aufgabe 1c sehen kann, ist %U(t, to) gleich H(t)e™ ftto dt' H(t') ist, nur wenn [H ('), H(t")] =
0 fiir ¢/ £ t".
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