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Aufgabe 1
a.)
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Ja, diese Matrix ist Hermite’sch, weil
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(Alle Eigenwerte sind einfach.)
Die Eigenvektoren |e;) geniigen die folgende Gl.:

Wir erhalten dann die Eigenvektoren des Operators L,
lei) = cil1) + ¢3[2) + ci[3)

Fiir A1 bekommen wir:
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Aus den Normierungsbedingungen
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Aus () bekommen wir (/)% = 4 und
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Und schliellich haben wir fiir A3
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Die Entwicklung nach den Basisvektoren lautet:

le) = (llen)[1) + (2le2)[2) + (3les)[3) = i 1) + ¢c5]2) + c4]3),
o) = 43
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b.)
Die Orthogonalitéitsbedingung lautet:

(eilej) = dij.

Dann z.B.

@len) = (st1+5t21) (Gh0+ 51
(cle) = (501- 2= 300) (50 -

uzw. (oder dquivalent kann man auch zeigen, dass €;€; = J;;).
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Die Vollstandigskeitrelation lautet:

Z les)(ei] = 1. (25)
fex)leal =5 (1) -+ I8)) (11 + {80) = 3 (161] + [3)431 + 1431 + [3)¢1]) (26)
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eableal = I+ ZR) + )|+ 35[0 2l = 578 = 710G+ (21)

eablesl = I+ ZR) + )| = 1)@l + 5758 - 71D+ (28)

somit

3 lea)edl = 111 +[2)¢21 + [3)(3] = 1. (29)

c.)

Ly = Y ledeilbyleei] = (30)

(Ly)ij = (eilLyles), = (31)
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Die unitaren Transformationen sind somit
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Aufgabe 2 2 Punkte
a.)

H und A sind Hermite’sch, weil die Matrizen H und A reell und symmetrisch sind.
Der Kommutator [H, A] = 0, weil

10 0 100 10 0
HA=hwa| 0 -1 0 00 1 |=fwal 00 -1 |=AH (34)
00 -1 01 0 0 -1 0

gilt.

Oder: |u;) ist schon ein gemeinsamer Eigenvektor von H und A = HA|uy) = AH|uy). Damit H
und A vertauschen, geniigt es darum, dass die Einschrankungen dieser Operatoren auf den von |uz) und |us)
aufgespannten Unterraum Hs vertauschen. In diesem Raum wird H durch die Matrix —hwo! dargestellt (wobei
I die 2 x 2-Einheitsmatrix ist), die mit allen 2 x 2 Matrizen vertauscht. Damit vertauschen auch H und A. Die
Einschrinkung von A auf H ist

0 1
PHQAPHZ—G(l 0) (35)
Die normierten Eigenvektoren dieser 2 x 2 Matrix sind
1
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es) = 75 (fua) —us)) (A= —0) (37)



Diese Vektoren sind auch die Eigenvektoren von H, weil Ha Eigenraum von H zum Eigenwert —hwg ist.
= Die Eigenvektoren von A und H sind

) = [w) (i =hwe; Aa=a) (38)
) = s llub ). (= —hei Aa=a) (39)
) = g (lua) =~ fua)). O = —hups A4 = —a). (40)
b.)

Man merkt, dass sowohl H als auch A einen zweifach entarteten Eigenwert aufweist =  H (und A) bildet
keinen vollstéandigen Satz kommutierender Observabler.

Sowohl |eq) als auch |es) oder \/ig|u1> + % |ug) + % |us) kénnen Eigenvektoren von A zum Eigenwert a sein.
Dagegen bildet die Menge der beiden Operatoren H und A einen vollsténdigen Satz kommutierender Obser-
vabler: es gibt keine zwei Vektoren |e;), die gleichzeitig Eigenvektoren von H und A zu denselben Eigenwerten
sind. Deshalb ist das System der normierten gemeinsamen Eigenvektoren (bis auf Phasenvektoren) eindeutig.
Wir bemerken, dass im Eigenraum Hy von H zum Eigenwert —hwg die Eigenwerte von A verschieden sind;
entsprechen sind in dem von den Vektoren |e;) und |e;) aufgespanneten Eigenraum von A die Eigenwerte von
H verschieden.

Fiir H? sind |e1), |e2) und |es) Eigenvektoren zum Eigenwert h?w3. Man sieht, dass H? und A keinen
vollstéindigen Satz kommutierender Observabler bilden, weil zum Eigenpaar {h?wZ, a} zwei linear unabhiingige
Eigenvektoren (|e;) und |e2)) gehoren.

Aufgabe 3

a.)

1w (0)) )+ glus) + ). (41)

1

= 5l
Also misst man die Eigenwerte (H11, H2e und Hsz) mit den Wahrscheinlichkeiten 1/2, 1/4 und 1/4 (man

misst fiwy mit Wahrscheinlichkeit 1/2, und —#Awg mit Wahrscheinlichkeit 1/2 = dass der Mittelwert der

gemessenen Energie gleich null ist).

H =" i) Qg H [ug) (ug) =Y Jus) Hig ug, (42)

ij ij
wobei Hi1 = Awg, Haa = —hwg, Hss = —hwg und fiir ¢ # j sind alle H;; gleich null. Die Erwartungswert (H)
ist gegeben durch

(H) = (¥ (0)[H[¥(0))

D (W (0)|us) Hij (uy | ¥(0)), (43)

ij

1 1 1
(T0)|u;) = E(Su + 5(521' + 5531', (44)
1 1 1
(u|®(0)) = ﬁéﬂ +502+ 508 = (45)
1 1 1
<H> = §H11 + ZHQQ + ZH33 - O (46)

Die Standardabweichung ist

AH = \/(H?) — (H)2. (47)
(H)? =0, und
9 1 1 1 1 1 1
(H%) = (0 (O) ) Hiy Hj (k[ 0(O0)) = D | 501 500 50| HigHl | 501+ 30+ 500k (48)
ijk ijk
1 2 1 2 1 2 2 2
= §H11 + ZHQQ + ZHBB = FL w. (49)



AH = hw.

b.)

Wir verwenden hier die Ergebnisse der Aufgabe 2(a) und berechnen |¥(0)) in der e-basis:
{er|W(0))]er) + (e2|W(0))]e2) + (e3[(0))]es)
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Man misst also ¢ mit Wahrscheinlichkeit 1.

c.)
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d.)

Wir berechnen nun

(A)(t) = (W) A ()

und

(B)(t) = (¥(t)|B[¥ (1))

wie in (a).
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ist zeitunabhingig.
Und fiir B bekommen wir

<B>(t) :( %eiwgt %efiwgt %efiwot ) (

B oszilliert.

e.)

(i) Man misst A zur Zeit t.
Wir berechnen nun |¥(¢)) in der e-Basis:
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Man misst also ¢ mit Wahrscheinlichkeit %e
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(ii) Man misst B zur Zeit ¢. Zunéchst sollen wir B diagonalisieren: man kann eigentlich sofort sehen, dass

die Eigenvektoren von B sind:
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|f3) = |us); Ap=0b,
oder
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Nun kénnen wir |¥(¢)) in der f-Basis berechnen:
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Ok, also man misst b mit Wahrscheinlichkeit g + 53

(FLEENf1) + (LlC@)f2) + (f1V ()] f3);

Wahrscheinlichkeit 3 — —L= cos(2wqt).
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s+ ﬁ cos(2wpt), und —b mit



