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Aufgabe 1 - Fourier-Transformation (9 Punkte)

Wir definieren die Fouriertransformation und ihr Inverses fiir integrable, quadratintegrable
Funktionen auf der reellen Achse wie folgt:
f(k) = (Ff) (k) = b J Y ax e I (x) (F ) (x) = b ro dk eP*f(k). (1)
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Im Folgenden wollen wir einige Eigenschaften der Fourier-Transformation beweisen. Dabei
diirfen Sie die Reihenfoge von Integralen beliebig vertauschen — Sie brauchen also die Konver-
genz nicht erst zu beweisen.
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(a) Zeigen Sie, dass ¥, 3! in der Tat invers zueinander sind. Verwenden Sie dazu die Formel

Jw dk e™™ = 275 (x). ()

(ein Punkt)

(b) Zeigen Sie, dass (Ff')(k) = ik(Ff)(k) und driicken Sie F(f;f;) durch Ff; und Ff, aus.
Dabei ist f’ die Ableitung von f, und ff,(x) das punktweise Produnkt der Funktionen f;
und f>. (2 Punkte)

(c) Wir definieren Translation, Phasenverschiebung und Skalierung fiir eine Funktion f als
(Taf)(x) :=f(x—a),  (uof)(x) = e™f(x),  (8xF)(x) = A 2f(x/M) 3)
mit a,b,A € R,A > 0. Zeigen Sie, dass
(FTaf) = p_oJf, Fupf = Ty Jf, Foaf = 051 Ff. 4)

(3 Punkte)

(d) Zeigen Sie Parsevalsche Gleichung (auch bekannt als Plancherel-Formel)

ro axlite)? = | 7 dio P ©)
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(ein Punkt)

(e) Berechnen Sie die Fourier-Transformation der Gaufsfunktion

1 _ixpkg —(x—x9)? .
f(x; 0, %0, ko) := e 177 e 202 etkox, (6)
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Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass f(k; 1,0, 0) die Fourier-Transformation von f(x; 1,0, 0)
ist, z.B. indem Sie eine Differentialgleichung und Anfangsbedingung finden, die f(x; 1,0, 0)



eindeutig bestimmen, und die Fourier-Transformation dieser Gleichung betrachten. Sie
konnen auch das Integral
J dx exp(—xz/Z) =V2n (7)

ohne Beweis verwenden. (2 Punkte)

Aufgabe 2 - Zur Bedeutung der Gruppengeschwindigkeit (3 Punkte)

Wir betrachten die Bewegung eines Wellenpaketes in einer rdumlichen Dimension. Seien dazu
er(t,x) = exp(ikx — iw(k)t) Losungen einer linearen Wellengleichung mit der Dispersionsre-
lation w(k). Wir betrachten ein Wellenpaket W(t, x), welches zur Zeit t = 0 im Ortsraum um
xo und im Impulsraum um kg lokalisiert ist. W(t,x) kann durch die Losungen ey wie folgt

ausgedriickt werden:
o0

W(t,x) :J dkf(k)ex(t,x) (8)
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(a) Driicken Sie f(k) durch die Fourier-Transformation von W(t, x) zur Zeit t = 0 aus. (ein Punkt)

(b) Nehmen Sie an, dass sich w(k) in der Umgebung von ko nur wenig verdndert, und ndhern
Sie es durch eine Taylorentwicklung bis zur linearen Ordnung in k. Unter Verwendung
von (a), zeigen Sie, dass sich in dieser Ndherung die Form des Wellenpaketes zeitlich
nicht dndert, und es sich mit der Gruppengeschwindigkeit

dw

Vo= i

(ko) ©)

bewegt. (2 Punkte)



