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Aufgabe 5 - Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden (8 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir die Wellenfunktion eines Teilchens in einem Potentialtopf mit
unendlich hohen Wanden, zunichst in einer, dann in drei Dimensionen.

(a) Ein Teilchen (Masse: m) bewege sich in einer Dimension unter dem Einfluss eines Poten-

tials

0 fir —a<x<a

V(x) = { T, 1)
oo  sonst

wobei a > 0. Stellen Sie die stationdre Schrodingergleichung auf, und begriinden Sie,
warum alle Losungen fiir x > a und x < —a verschwinden miissen, z.B. indem Sie V(x)
als Grenzfall eines endlichen Potentialtopfs betrachten. (2 Punkte)

(b) Bestimmen Sie die Losungen der stationdren Schrodingergleichung aus (a) fiir eine gege-
bene Energie E. Finden Sie Losungen fiir jedes E? Wie lautet die allgemeine Losung der
(nicht stationdren) Schrédingergleichung?

Hinweis: An einer Stelle mit einem unendlichen Sprung im Potential kann die Wellen-
funktion im allgemeinen nicht differenzierbar sein. Anschlussbedingung ist hier also nur
die Stetigkeit der Wellenfunktion. (3 Punkte)

(c) Nun betrachten wir ein Teilchen im dreidimensionalen Raum, unter Einfluss eines Poten-
tials
VEI(R) = V(x1) + V(x2) + V(x3), 2)

wobei V(-) das Potential (1) aus (a) bezeichnet. Stellen Sie die stationdre Schrodinger-
gleichung auf. (ein Punkt)

(d) Machen Sie einen Produnktansatz ¢3)(X) = ¢1(x1)b2(x2)d3(x3) und zeigen Sie, dass die
stationdre Schrodingergleichung aus (c) auf die aus (a) zuriickgefiihrt wird.  (ein Punkt)

(e) Bestimmen Sie die moglichen Werte fiir die Energie des Teilchens. Welche Aussagen
konnen Sie {iber die Anzahl der Losungen zu einer gegebenen Energie treffen? (ein Punkt)

Aufgabe 6 - Potentialschwelle, Tunneleffekt (7 Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir die in der Vorlesung skizzierte Rechnung zum Tunneleffekt ge-
nau nachvollziehen. Dazu betrachten wir ein Teilchen (Masse: m), das an einem Potential der
Form

V(x) = VoB(a — [x]) 3)



mit Vo > 0, a > 0 gestreut wird. Zunédchst habe das Teilchen eine Energie E > 0 die kleiner ist,
als Vo. Die allgemeine Losung der stationdren Schrodingergleichung lautet dann

Aet™ 4 Be k¢ fiirx < —a

2mE 2m(Vy—E
Cl)(X) - Ce_KX+DeKX fur 7a§X§a) k= \/FLT) K:Tn(FLO) (4)

Felk* 4 Ge ™™  fiira < x

wobei die Konstanten A, B, C, D, F, G so gewdhlt werden miissen, dass die Losung stetig und
differenzierbar ist.

(a) Stellen Sie die Gleichungen fiir Stetigkeit und Differenzierbarkeit von ¢ (die Anschluss-
bedingungen) auf, und zeigen Sie, dass diese fiir den Fall eines von links einfallenden
Teilchens (d.h. G = 0) gelost werden durch

A=F (cosh(ZKa) + % sinh(ZKa)> e?ika, B= —g sinh(2ka) (5)

mit e = k/k —k/k, 1 = k/k + k/k. (3 Punkte)

(b) Berechnen Sie die Transmissionsamplitude S(E) und die Reflektionsamplitude R(E) und
tiberpriifen Sie, dass |S(E)|* + [R(E)|? = 1. (2 Punkte)

(c) Betrachten Sie nun den Fall, dass E > V. Wie muss der Ansatz (4) fir diesen Fall ab-
gedndert werden? Ohne die gesamte Rechnung aus (a) und (b) fiir diesen Fall komplett
zu wiederholen, bestimmen Sie |S(E)|> und skizzieren Sie die Abhéngigkeit von a. Was
beobachten Sie?

Hinweis: Achtung, nur analytische Funktionen analytisch fortsetzen. Der Betrag einer
analytischen Funktion ist nicht analytisch. (2 Punkte)



