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Aufgabe 3: Kommutatoren (10 Punkte)

Es seien A, B, C, X (t) und Y (¢) lineare Operatoren auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum
mit Dimension N.

a) Zeigen Sie: [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B. (1 Punkt)
b) Zeigen Sie: [A, B]f = [Bf, Af]. (1 Punkt)

¢) Zeigen Sie:
mexwm:[ixwﬁwﬂ+ﬂwmij]

Dabei ist die Ableitung eines Operators definiert iiber seine Matrixdarstellung beziiglich einer

(beliebigen) Orthonormalbasis {|e1), ..., |ex)}:
N N
d dX;;
X()= Y Xyl (el = SX0= 3 TE@ed (e
i,j=1 ij=1
(2 Punkte)
d) Es sei
X(t) = Xo(t)=eBe ™ | X,1(t) =[A,X,(t)] VneN (1)
wobei A und B nicht von ¢ abhéngen. Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion:
dTL
X(t)=X,(t) . 2
& X(0) = X,(0) ®
(2 Punkte)
e) Beweisen Sie mit (2) die Campbell-Baker-Hausdorff-Formel
tAp —tA o~ "
e Be :B—i—ZaBn , (3)
n=1
wobei B, analog zu X,,(t) in (1) definiert ist. (2 Punkte)
f) Betrachten Sie den Fall
0 1 b b
A I
0 0 ba1  baa
+tA

und verifizieren Sie (3).
(2 Punkte)

und berechnen Sie B,, fiir alle n € IN. Berechnen Sie auch e



Aufgabe 4: Pauli-Matrizen (10 Punkte)

Jede spurlose hermitesche 2 x 2-Matrix 148t sich als Linearkombination der drei Pauli-Matrizen
schreiben:

2)

0 1 0 —i 10
Ul:(l o) ’ U2:<z’ 0) ’ U3:<o 1> ' @

Zeigen Sie, dass mit der unitdren Matrix

1 ({1 1
U:ﬁQ<J ®)

Ulo;U = 041 (6)

die Beziehungen

mit j = 1,2,3 und o4 = 01 gelten. (1 Punkt)
Beweisen Sie die Formel
0i0j = (Sij]l + izzzﬁijkak
zunéchst fir (i,5) € {(3,3),(1,3),(3,1)}. Benutzen Sie dann (6), um die iibrigen Félle mit
i,7 € {1,2,3} zu zeigen. (2 Punkte)
Zeigen Sie
[03,05] = 20y _1eijkok {0305} =201

wobei {0;,0;} = 0,0, + 0;0; ist. Beweisen Sie fiir a,b € C3:

(a-o)(b-o) = (a-b)L +i(axb)-o | (7)

wobel a-o = Z?Zl a;o; ist. (2 Punkte)
Zeigen Sie fiir ¢ € R und n € R3 mit |n| = 1, dass gilt:

ei¢“"’/2:]lcosg—i-i(n-a)sin% . (8)
Hinweis: Wenden Sie (7) auf (n-o)? an, um die Exponentialreihe in (8) aufzusummieren.
(2 Punkte)

Betrachten Sie nun (fiir [n| = 1) einen beliebigen Vektor a € R?® und definieren Sie a; =
a — (n-a)n. Verifizieren Sie, dass n, a; und n X a zueinander orthogonal sind. Berechnen
Sie |ay|? und |n x a|?. Betrachten Sie nun den Vektor a’, der durch Rotation von a um die
Achse n mit Winkel ¢ hervorgeht. Bestatigen Sie durch eine Zeichnung, dass a’ gegeben ist
durch

a’'=(a-n)n+a, cos¢+nxasing

Berechnen Sie den durch ‘ }
b-o= 67’¢“'”/2(a . 0_)61¢>n' o/2

definierten Vektor b mit Hilfe von (7) und (8). Wie hingt b mit a’ zusammen? (3 Punkte)



