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Aufgabe 6: Funktionenrdume (10 Punkte)

Der Schwartz-Raum ist die Menge der unendlich oft stetig differenzierbaren Funktionen f :
R — C, deren Ableitungen (einschlieflich der “nullten”, also der Funktion selbst) schneller
abfallen als jede Potenzfunktion:
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Man definiert ein Skalarprodukt (-|-) auf S durch
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a) Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt (-|-) wohldefiniert ist, d.h. dass das Integral
S5 da x*(x)(2) fir alle x,9 € S konvergiert. (1 Punkt)

b) Beweise Sie, dass (- | -) eine positiv definite hermitesche Bilinearform ist. Zeigen Sie dazu
folgende Eigenschaften:

i) Linearitdt in der 2. Variablen: MU + X)) = A\ 1) + A2 o) fir alle
) (x|A19 P2) (X[t1) (x[¥2)
A, A2 € G, x, 91,92 €S.

il) Symmetrie: (x|¢)* = (¢|x) fiir alle ¢, x € S.
iii) Positivitat: (|y) > 0 fur alle ¢ € S, 1 # 0 und (|yp) = 0 fir ¢ = 0.

(2 Punkte)

¢) Wir definieren die Operatoren P und X durch

Xoa) = avle) , Py(r) = —i%

fir alle ¢ € S, x € R. Zeigen Sie, dass X und P hermitesch sind, d.h. dass

XIXy) = (Xxly) (x|Py) = (Px[¥)

fiir alle x, 9 € S. (2 Punkte)



d) Der Fourier-Operator F : § — S ist definiert durch

o) = | " dr ()

—00

fiir alle ) € S, p € R. Zeigen Sie, dass F~! gegeben ist durch

Fly(r) = — / " dpe ()

2 J_

fur alle v € S, x € R. Dabei diirfen Sie verwenden, dass ffooo dx eP* = 275(p) ist, wobei
d(p) die Dirac’sche Deltafunktion ist. (1 Punkt)

e) Zeigen Sie, dass (27)~'/2F ein unitérer Operator ist. (2 Punkte)
f) Berechnen Sie !X Ft(z) und F~1PF(x) fiir beliebige ¢y € S, z € R. (2 Punkte)

Aufgabe 7: Ort, Impuls, Translation (10 Punkte)

Der Impulsoperator P und der Ortsoperator X sind (fiir eine Raumdimension) in der Orts-
darstellung durch

P = —ihai und X =z (1)
gegeben.
a) Benutzen Sie (1), um [X", P] fir n € IN zu berechnen. (1 Punkt)

b) Benutzen Sie Aufgabe 3a und die Vertauschungsrelation [X, P] = if, um [X", P] und
[X, P"] fiir n € IN zu berechnen. (2 Punkte)

c¢) Der Translationsoperator ist definiert als
T, = exp [;Pa] , a€R

Es sei ¢(x) fiir fast alle x € R analytisch. Berechnen Sie 7,1 (z). Wenn Sie 7, als aktive
Transformation auffassen, wird dann ¢ (z) um +a oder um —a in z-Richtung verschoben?
(2 Punkte)

d) Berechnen Sie
70, X]

i) mit Hilfe der Campbell-Baker-Hausdorff-Formel (siche Aufgabe 3e)
ii) durch Anwendung des Ergebnisses aus (c¢) auf [X, 7,]¢(x).

Interpretieren Sie IThr Ergebnis: Welchen Unterschied macht es, ob Sie zuerst i(z) um
+a in z-Richtung verschieben und dann den Ort messen oder die Reihenfolge der beiden
Operationen vertauschen? (3 Punkte)

e) Die Eigenfunktionen von P sind t,(x) = exp [%pm] mit p € R. Zeigen Sie, dass
Yp(z) auch Eigenfunktion von 7, ist und bestimmen Sie die Eigenwerte. Betrachten
Sie (7T,x|7Z,v) fiir beliebige x,v € L?[R] und entscheiden Sie, ob 7, unitér ist.

(2 Punkte)



