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Aufgabe 8: Gaufy’sche Wellenpakete (10 Punkte)

Betrachten Sie die Wellenfunktion

2

y(x) = [7b*] 7 exp {—%} , b>0
a) Zeichnen Sie ¢,(z) fiir b = 1cm und b = 5cm. Berechnen Sie (¢|¢). (2 Punkte)
b) Berechnen Sie (15| X |¢)5) und die Ortsunschirfe AX im Zustand . (2 Punkte)

c¢) Berechnen Sie die Fouriertransformation F;(£) geméafl der Definition aus Aufgabe 6.
Was fillt Thnen auf? (1 Punkt)

d) Berechnen Sie (,| P|t)y) fiir den Impulsoperator P aus Aufgabe 7. Berechnen Sie auch
die Impulsunschérfe AP und das Unschérfeprodukt AX AP im Zustand 1y,. (Hinweis:
Benutzen Sie FPF (%) = py(8).) (1 Punkt)

e) Die kinetische Energie eines (nichtrelativistischen) Elektrons mit Masse m wird durch

den Operator
P2
H in — 5
k 2m
beschrieben. Berechnen Sie den Erwartungswert der kinetischen Energie, (Ey,) =
(Yp|Hyin|tp).  Berechnen Sie die Unschérfe der kinetischen Energie, AEy, =
[(0p| H? ) — (Ehn)?]"/?, im Zustand 1),. Was passiert mit (Eyg,) und AEy,, wenn

wir das Elektron immer weiter lokalisieren, also b immer kleiner wéhlen? (2 Punkte)

f) Die nichtrelativistische Naherung bricht ungefahr dann zusammen, wenn (Ey,) = mc?

ist. Geben Sie den Wert by, an, bei dem dies der Fall ist. Aus der relativistischen

Beziehung
A
E = /m2ct 4+ p?c? = mc* + — —
b 2m  8m3c?
verschaffen wir uns den Operator der relativistischen Korrektur, HiY\ = —P*4/(8m3c?).

Berechnen Sie (ErS) = (| HES [1,) und zeichnen Sie (im selben Koordinatensystem)
(Eyin)/(mc?) und (B, + B /(me?) als Funktion von b/byis. (2 Punkte)



Hinweis: Zur Berechnung von Integralen der Form ffooo dz z?e " mit @ > 0 und n € N

Oél‘g

. . o — . . .
berechnen Sie zunéchst f_oo dre und differenzieren Sie dann nach a.

Aufgabe 9: Elektron im Potenzialtopf (10 Punkte)

Betrachten Sie ein Potenzial, das fiir |x| > a unendlich gro8 ist und fir —a < z < a
verschwindet. Die Elektron-Wellenfunktion ¢ (z) muss dann fiir |x| > a verschwinden;
insbesondere ist also ¥(—a) = ¥ (a) = 0.

a) Bestimmen Sie aus dem Hamiltonoperator H = % die Energie-Eigenwerte F,, und die
zugehorigen normierten Eigenfunktionen v, (x) in der Ortsdarstellung. Dazu miissen
Sie die Gleichung

n* d?
—%@%Un(x) = Ephn(z)
unter Beachtung der Randbedingung 1, (—a) = ¥,,(a) = 0 16sen. (2 Punkte)

b) Priifen Sie explizit nach, ob die Orthonormalitétsbedingung

[ dsviteite) = b

—a

erfiillt ist. (2 Punkte)
c¢) Berechnen Sie (X) und die Ortsunschérfe AX fiir alle 1. (2 Punkte)

d) Beweisen Sie, dass der Impulsoperator P hermitesch ist, indem Sie zeigen, dass
(x|Py) = (Px|y) fiir alle |[¢) erfiillt ist, die die Randbedingung ¢ (—a) = ¢ (a) = 0
erfiillen. (1 Punkt)

e) Berechnen Sie (P) und die Impulsunschéarfe AP fiir alle v,,. Geben Sie auch die
Unschérfeprodukte (AX)(AP) an. (2 Punkte)

f) Zeigen Sie, dass P iiberhaupt keine Eigenfunktionen hat, die ¥(—a) = t¥(a) = 0
erfiillen, obwohl P hermitesch ist! Welche mathematische Ursache hat das? Welchen
physikalischen Grund hat die Abwesenheit von Impulseigenfunktionen? (Hinweis:
Leiten Sie aus der Heisenbergschen Unschérferelation eine untere Grenze an AP ab.)

(1 Punkt)



