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(Bitte Ausfiillen und an die Losung heften.)

Aufgabe 18: Skalar- und Vektor-Operatoren (8 Punkte)
Aus der Vorlesung wissen Sie, dass Drehungen des Koordinatensystems im Raum der Zusténde
(Kets) dargestellt werden durch den Operator ¢*®" /"
N i J/h
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Dabei ist |¢| der Rotationswinkel, ¢ = ¢/|¢| die Rotationsachse und J der (Gesamt-) Drehim-
pulsoperator.

a) Operatoren A, deren Matrixelemente invariant unter Rotationen sind, also (x/|AJY") =
(x|Aly) erfiillen, bezeichnet man als skalare Operatoren. Dabei sind [¢) und |x) beliebige
Zusténde und |¢) und |x’) die entsprechenden rotierten Zusténde. Zeigen Sie, dass [J;, A] =0
ist. (1 Punkt)

b) Als Vektor-Operatoren bezeichnet man Operatoren B = (B, Bs, Bs), deren Matrixelemente
unter Rotationen wie ein Vektor transformieren:

(X'|Bily') = Z[R(qb)]u(X\lew

wobei R(¢) die Rotationsmatrix einer Drehung um den Winkel |¢| und die Achse ¢ ist.
Zeigen Sie:

[Ji, Bj] = ihZEijkBk
k
(2 Punkte)

c) Es sei A ein skalarer Operator und B, C Vektor-Operatoren. Zeigen Sie, dass B-C ein
skalarer Operator und B x C, AB und BA Vektor-Operatoren sind. (2 Punkte)

d) Zeigen Sie, dass der Hamilton-Operator eines Teilchens in einem rotationssymmetrischen Po-
tential ein skalarer Operator ist. Was folgt daraus fiir den Drehimpulsoperator J7
(3 Punkte)

Aufgabe 19: Algebraische Bestimmung des Wasserstoff-Spektrums (12 Punkte)

Der Hamilton-Operator des Wasserstoffatoms ist

P2
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wobei o ~ 1/137 die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante ist. Der Operator R~! ist skalar im
Sinne von Aufgabe 18. Er ist in der Ortsdarstellung definiert durch R™14(z) = ¢ (x)/|x|. Wir
vernachléssigen in dieser Aufgabe den Spin, so dass J = L ist.

Das Punktspektrum des Wasserstoffatoms wurde 1926 durch W. Pauli auf algebraischem Weg
bestimmt. Die Methode nutzt den Runge-Lenz- Vektor

A= (PxL-LxP)—~XR"
2m

A ist eine Erhaltungsgrofie, [H, A] = 0, und erfiillt

2 2h
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Diese Gleichungen, die man aus den Kommutatorrelationen von P, X und L herleiten kann, diirfen
Sie ohne Beweis verwenden.

a) Zeigen Sie, dass L- A= A-L =0 ist.

Hinweise: Fir Operatoren B;,C; (i = 1,2,3) ist i.a. Zijk €ijkBiC;Cy # 0 und
Zijk €ijkCiB;Cr # 0. Zeigen Sie ij €i;xC;Cr = %E;k €ijk|Cj, Cx) und verwenden Sie
die in Aufgabe 17a gezeigten Beziehungen. (3 Punkte)

b) Die Bindungszustdnde des Wasserstoffatoms seien |n) mit Energieeigenwerten E, < 0.
Wir definieren auf dem Teilraum der Bindungszustinde den Operator (—H)~Y/? =
S (—En) Y2 n)(n| und A’ = \/m/2(—H)"'/? A. Zeigen Sie:

[Li, Aj) = ih) eindy . [A A]] —mz%kLk (2)
k

Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 18 fiir die erste Gleichung. (2 Punkte)
c) Zeigen Sie, dass I = (L + A’) und K = (L — A’) die Relationen

i L] =ik eiple ,  [Ki K|l stka o [, Kl =0 (3)
k
erfiillen. (2 Punkte)
d) Begriinden Sie, warum die Eigenwerte von I? gleich a(a + 1)h? mit a = 0,1/2,1,3/2,... und
die von K? gleich k(k + 1)h? mit k = 0,1/2,1,3/2,... sind. (1 Punkt)
e) Zeigen Sie, dass K2 = I* = 1(L? + A'?) ist, was mithin a = k impliziert. (2 Punkte)

f) Zeigen Sie
2
H =~ [4K? + 12!

Definieren Sie die Hauptquantenzahl n = 2k + 1 =1,2,3,... und bestétigen Sie die Balmer-
Formel

g —_ Mo
2 n?
Berechen Sie die Rydberg-Konstante R., = mc?a?/2. (Die Ruhenergie des Elektrons ist

me? = 511keV.) (2 Punkte)



