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Aufgabe 22: Zweiatomige Moleküle (10 Punkte)

Zweiatomige Moleküle sind gebundene Systeme, die aus zwei einfachen Atomen aufgebaut
sind. Um diese Bindung zu beschreiben, kann man das phänomenologische Morse-Potenzial

V (r) = V0(1− e−a(r−r0))2

verwenden, wobei V0, a, r0 > 0 und r2 = x2 + y2 + z2 der Abstand zwischen den zwei
Atomen ist. Dieses Zentralpotenzial führt zu Eigenzuständen der Form ψn,l,m(r, θ, φ) =
1
r
un,l(r)Y

m
l (θ, φ), wobei un,l(r) die Gleichung[
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]
un,l(r) = En,lun,l(r)

erfüllt. Der Parameter µ ist die reduzierte Masse der zwei Atome µ = m1m2/(m1 + m2).
Physikalisch beschreibt un,l(r) die Schwingungsbewegung der Moleküle, während Y m

l (θ, φ)
die Rotationsmoden beschreibt.

a) Skizzieren Sie V (r). Was ist die (klassische) physikalische Bedeutung von V0 und r0?
Entwickeln Sie V (r) als Taylorreihe um r = r0 bis zur Ordnung (r − r0)4. Skizzieren
Sie die Reihenentwicklung bis zur zweiten Ordnung in derselben Zeichnung.

(1 Punkt)

b) Nehmen Sie an, dass der Zentrifugalterm konstant im Bereich mit un,l(r) 6= 0 ist und
setzen Sie l(l + 1)~2/2µr2 → l(l + 1)~2/2µr20. Berücksichtigen Sie nur den quadrati-
schen Term in der Entwicklung von V (r) und bestimmen Sie die Schwingungs- und
Rotationsniveaus? Skizzieren Sie diese Niveaus. (2 Punkte)

c) Betrachten Sie den kubischen Term in der Entwicklung von V (r) als kleine Störung
(genannt als anharmonische Störung). Berechnen Sie die Korrekturen zu den Energie-
niveaus in erster nicht-verschwindender Ordnung und die Eigenzustände in führender
Ordnung. Geben Sie eine obere Grenze für die Quantenzahl n an, bis zu der die Rech-
nung noch sinnvoll ist. Hinweis: Drücken Sie zunächst die Störung durch Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren aus. (4 Punkte)



d) Diskutieren Sie die Relevanz des Terms vierter Ordnung in der Entwicklung von V (r),
indem Sie die erste nicht-verschwindende Korrektur zu den Energieniveaus störungs-
theoretisch berechnen und diese Korrektur mit dem Ergebnis aus Aufgabe (c) kombi-
nieren um
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zu erhalten. Vergleichen Sie diese Niveaus grafisch mit denen aus Aufgabe (b).
(3 Punkte)

Aufgabe 23: Stark Effekt (10 Punkte)

Betrachten sie ein Wasserstoffatom in einem konstanten elektrischen Feld E , welches ent-
lang der z-Achse orientiert ist, d.h. E = Ee3. Dieses Feld tritt mit dem elektrischen Dipol
des Atoms eX in Wechselwirkung. Addieren Sie die entsprechende Potenzialenergie zum
Hamiltonoperator H0 des Wasserstoffatoms. In Anwesenheit des Feldes E lautet der Ha-
miltonoperator

H = H0 +WS mit WS = eE ·X = eEX3 .

a) Beweisen Sie, dass die Energieverschiebung ∆E1 des n = 1 Niveaus des Wasserstoffa-
toms quadratisch in E ist. Wird die Energie erhöht oder abgesenkt?

(2 Punkte)

b) Betrachten Sie das n = 1 Niveau. Drücken Sie die Polarisierbarkeit α durch Matrixele-
mente von WS zwischen Wasserstoff Zuständen aus. Die Polarisierbarkeit ist definiert
durch d = αE , wobei d der durch das angelegte elektrische Feld E induzierte elektrische
Dipol ist. Zeigen Sie, dass d = ∂∆E1/∂E ist. Erklären Sie angesichts dessen warum
∆E1 quadratisch in E ist.
Hinweis: Der elektrische Dipol eines Atoms in Anwesenheit von E ist

d = (0)〈1, 0, 0|eX|1, 0, 0〉(1) + (1)〈1, 0, 0|eX|1, 0, 0〉(0) ,

wobei |1, 0, 0〉(0) der ungestörte Grundzustand des Wasserstoffatoms und |1, 0, 0〉(1) die
Korrektur erster Ordnung ist. (2 Punkte)

c) Betrachten Sie die vier entarteten Zustände mit n = 2. Zeigen Sie, dass die Entartung
für einige dieser Zustände aufgehoben wird und dies linear im elektrischen Feld ist.
Berechnen Sie sowohl deren Energien als auch die gestörten Zustände. (6 Punkte)


