UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 1

Prof. Dr. J. Kiithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 23.04.2012, 11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 25.04.2012
‘ Aufgabe 1: Skalarprodukte 7 Punkte

Sei V ein Vektorraum tiber C. Dann ist das Skalarprodukt (-,-) (auch mit (-|-) bezeichnet) eine
Abbildung

(,):VxV—=>C
mit den Eigenschaften
(x1,29) = (@2, 1), w1,22 €V, 1)
(x,a121 + agx2) = ar{x, 1) + ag{x,x2), x, 21,22 €V, a1,a2 € C, 2)
(z,z) >0 VzeV, 3)
(x,x) =0 z=0. (4)

a) Sei L? der Raum der quadratintegrablen Funktionen, d.h.

L:{f:lR—)(D’/ |f($)|2dx<oo}.
Betrachten wir des weiteren nur stetige Funktionen. Zeigen Sie, dass

o= [ r@e)ds

— 00

ein Skalarprodukt definiert, d.h. die Bedingungen (1)-(4) erfiillt. Zeigen Sie insbesondere,
dass

/oo fH(x)g(z)dz < oo Vf,ge€L?.

oo
Die Existenz eines Skalarproduktes macht L? zu einem Pré-Hilbert-Raum. Man kann wei-
terhin zeigen, dass L? vollstindig und somit ein Hilbert-Raum ist.

b) Betrachten Sie die Funktionen f,(x) mit n € N,n > 0 definiert durch

[n/2] . n I — ) n/2 n gerade
fn(@) = mZ:O(_l) ml(n — 2m)! (2) e /2= { (n—1)/2 nungerade

e Geben Sie f;(z) explizit fiir 0 < i < 3 an.

e Berechnen Sie die Skalarprodukte (f;, f;) fir ¢, j < 3. Konnen Sie das allgemeine Er-
gebnis raten?
Hinweis: Berechnen Sie zunachst

unter Verwendung von

und

(bitte wenden)
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‘ Aufgabe 2: Delta-Distribution 6 Punkte

Die Delta-Distribution 6 (z) ist definiert durch die Vorschrift

/Oo d(z)f(x)dz = f(0) fur alle Funktionen f mit /Oo |f(2)]?dz < oo

— 00

a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge

fiir a — 0 gegen die Delta-Funktion konvergiert.
b) Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln:

(i) &' (2)f(x) = —5(x) [ (x)
(i) O(f(2)) = ¥, $¥=md, mit f(z;) = 0und f'(z;) # 0

‘ Aufgabe 3: Fouriertransformation 7 Punkte

Die Fouriertransformierte f = F (f) einer Funktion f : R — R ist definiert durch

f) =7 = o= [ e @) ar

Die Riicktransformation ist entsprechend gegeben durch

1) = F) = / ¢k (k)

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der folgenden Funktionen:

i) f(z) = e"”z/cz, a>0;a,ceR
Welche Form hat die Fouriertransformierte?
Hinweis:

/ e dy = Nz

<
|x|_a, a>0;aeR

1
i) f(z)=1¢ 20
Was findet man im Limes a — 0 fiir die Funktion und ihre Fouriertransformierte?
b) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Fouriertransformation:

(i) Sei f : R — R n-mal stetig differenzierbar und die n-te Ableitung (™) integrabel,
dann gilt

F (™) = @i (k).
Ist 2" f () integrabel, gilt i
F ((—ia)" f(x)) = [ (k).
(ii) Bezeichne f o g die Faltung zweier Funktionen (f o g)(z) = [ f(z — y)g(y) dy, so gilt
F(fog)=v2nf(k)gk),

falls die Fouriertransformierte existiert.



