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‘Aufgabe 1: kommutierende Operatoren 8 Punkte

Ein dreidimensionaler Vektorraum sei durch eine Orthonormalbasis aufgespannt, beztiglich de-
rer zwei Operatoren H und B wie folgt definiert sind (w, b reell):

10 0 0 ¢+ O
H=m| 0 1 0 B=b| —i 0 0
0 0 -1 0 0 -1

a) Zeigen Sie, dass H und B hermitesch sind. Die Eigenwerte beider Operatoren sind folglich
reell. Wie lauten Sie?

b) Zeigen Sie, dass der Kommutator [H, B] verschwindet. Es existiert daher ein Satz gemein-
samer Eigenvektoren zu H und B. Geben Sie eine Orthonormalbasis an, die aus derartigen
Eigenvektoren gebildet ist.

c) Wegen der Vertauschbarkeit von H und B muss es eine Basis geben, beziiglich derer beide
Matrizen Diagonalgestalt haben (mit den jeweiligen Eigenwerten in der Diagonalen). Fin-
den Sie eine Ubergangsmatrix U fiir solch einen Basiswechsel, d. h. gesucht ist eine unitire
Matrix U, so dass B’ = UBU' und H' = UHU" beide diagonal sind.

d) Welche der Mengen {H}, { B}, {H, B}, { H?, B} von Operatoren bilden einen vollstindigen
Satz von kommutierenden Observablen?

‘ Aufgabe 2: 12 Punkte
Betrachten wir ein Potential der Form
V(z) = —Vpd(x) mit V5> 0.

a) Es existiert ein gebundener Zustand (F < 0). Zeigen Sie, dass dieser Zustand gegeben ist
durch:

Wo(x) = /pe Pl mit p=(mVy)/h?.
b) Fur Steuzustdnde (E > 0) mit von links einlaufenden Wellen ergibt sich (vgl. Blatt 3, Auf-
gabe 2):
1 ipxr/h __ _1 —ipx/h <
B = =1 T i
Vorh | e/ , >0
mit p = v2mE und k = p/(ph).

c) Um ein vollstandiges Orthonormalsystem zu konstruieren, benétigen wir noch Streuzustande
mit von rechts einlaufenden Wellen @} (z). Bestimmen Sie @ (x).

d) Das System ist orthonormiert, also miissen folgende Relationen gelten:
L) (Wo|Wo) = 2.) (¥o|®,) =0

1
3.) (Wo|®}) 4.) (o,|0!,)
5.) (Bp|®r,) =6(p—p') 6. (D,|7,)

S(p—1p')
0

(bitte wenden)
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mit <\I/0|\I/0> = ffoood$ \PS($)\P0($), Uusw.
Verifizieren Sie die Relation 1.), 2.), 4.) und 6.).
Hinweis: Verwenden Sie [;“dz e'** = £ + 16(k)

e) Zeigen Sie fiir den Fall > 0 und 2’ > 0, dass das System vollstandig ist, also dass
Wo(w)Wo(e!) + [ dp O} @)+ [ dp &} @)} (a") = bz ~ o)
0 0

gilt.

Hinweis: Die Integrale [;° dz C“;’i(g) = Ze~lelund [3° d:czi‘igf) = sign(b) Ze~ ! sind niitz-
lich.




