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Aufgabe 1: Gaußsches Wellenpaket im HO 8 Punkte

Die Wellenfunktion Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉 für ein Teilchen der Masse m sei zum Zeitpunkt t0 = 0

durch ein Gaußsches Wellenpaket gegeben:

Ψ(x, 0) =

(

β√
π

)
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Das Teilchen befinde sich im Oszillator-Potential V (x) = 1
2mω2x2 mit β =

√

mω/~.

a) Berechnen Sie Ψ(x, t). Schieben Sie hierzu in 〈x|Ψ(t)〉 = 〈x|e−iHt/~|Ψ(0)〉 einen vollständi-

gen Satz von Energie-Eigenfunktionen |φn〉 ein.

Zur Berechnung können Sie die folgenden Relationen für die Hermite-Polynome gebrau-

chen:
∫

∞

−∞

dξe−(ξ−α)2Hn(ξ) =
√
π(2α)n ,

∞

∑
n=0

Hn(ξ)

n!
λn = exp(−λ2 + 2λξ) .

b) Die Wahrscheinlichkeitsdichte |Ψ(x, t)|2 kann in die Form

|Ψ(x, t)|2 =
1√

2π ∆x
exp

[

− (x− 〈X〉)2
2(∆x)2

]

.

gebracht werden. Was ergibt sich für den Erwartungswert 〈X〉 und die Breite ∆x?

c) Vergleichen Sie die Resultate mit den bekannten Ergebnissen für das freie Gaußsche Wel-

lenpaket.

Aufgabe 2: Pauli-Matrizen 6 Punkte

Es seien σi (i = 1, 2, 3) die Pauli-Matrizen und 1 die 2× 2 Einheitsmatrix.

a) Verifizieren Sie für den Spezialfall i = 1, j = 2 , dass gilt:

{σi, σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij 1 ,

[σi, σj ] ≡ σiσj − σjσi = 2iǫijkσk .

b) Mit Hilfe von a) soll gezeigt werden, dass für beliebige Vektoren ~a,~b ∈ C3 die Identität

(~σ · ~a)(~σ ·~b) = ~a ·~b1+ i~σ · (~a×~b)

gilt.

c) Eine beliebige 2× 2 Matrix M sei definiert durch

M = a0 1+ ~a · ~σ , a0, a1 ∈ C .

Wie können a0 und ai durch die Spuren Sp(M) und Sp(σiM) ausgedrückt werden?

(bitte wenden)
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Aufgabe 3: Operatoridentitäten (freiwillig) 6 Bonuspunkte

Beweisen Sie die folgenden Operatoridentitäten:

a) Die Baker-Hausdorff-Identität:

eABe−A =
∞

∑
n=0

1

n!
[A,B]n,

wobei [A,B]0 ≡ B, [A,B]1 ≡ [A,B], [A,B]2 ≡ [A, [A,B]], . . .

Hinweis: Betrachten Sie die Taylorentwicklung der Funktion F (x) = exABe−xA in der reel-

len Variablen x.

b) Falls der Kommutator zweier Operatoren A und B mit diesen kommutiert, gilt die folgende

Beziehung:

eAeB = eA+Be
1

2
[A,B]

Hinweis: Betrachten Sie die Taylorentwicklung der Funktion F (x) = exAexB und wenden

Sie die Baker-Hausdorff-Identität an.


