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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 1

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 23.04.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 25.04.2012
Aufgabe 1: Skalarprodukte 7 Punkte‘

Sei V ein Vektorraum tiber C. Dann ist das Skalarprodukt (-,-) (auch mit (-|-) bezeichnet) eine
Abbildung

(,Y:VxV=>C
mit den Eigenschaften
(x1,x2) = (T2, 1)", T1,22 €V, 1)
(x,a121 + asxa) = a1{x,x1) + az(x,x2), x,x1,22 €V, a1,a2 € C, (2)
(x,2) >0 VzeV, ®3)
(x,2) =02 =0. (4)

a) Sei L? der Raum der quadratintegrablen Funktionen, d.h.

L= {f:IR—MD’/ |f(x)|2dac<oo} .
Betrachten wir des weiteren nur stetige Funktionen. Zeigen Sie, dass

(o) = [ £ @

ein Skalarprodukt definiert, d.h. die Bedingungen (1)-(4) erfiillt. Zeigen Sie insbesondere,
dass

/oo f*(x)g(x)dx < oo Vf g€ L.

o0
Die Existenz eines Skalarproduktes macht L? zu einem Pré-Hilbert-Raum. Man kann wei-
terhin zeigen, dass L? vollstindig und somit ein Hilbert-Raum ist.

b) Betrachten Sie die Funktionen f, (x) mit n € N,n > 0 definiert durch

B [n/2] . n! P ) ) n/2 n gerade
fu(z) = mZ:O(_l) m(%) T, [n/2]= { (n—1)/2 nungerade

e Geben Sie f;(x) explizit fiir 0 <7 < 3 an.

o Berechnen Sie die Skalarprodukte (f;, f;) fiir i,5 < 3. Konnen Sie das allgemeine Er-
gebnis raten?
Hinweis: Berechnen Sie zunédchst

unter Verwendung von

/_Oo £E2n67$2dx _ ((_%) /_OO eax2dx>

und

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I
Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik)
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik)

BLATT 1
Abgabe: Montag, 23.04.2012,11:30 Uhr
Besprechung: Mittwoch, 25.04.2012

Aufgabe 2: Delta-Distribution

6 Punkte
Die Delta-Distribution 6 (z) ist definiert durch die Vorschrift
/  5()f(z)dz = f(0) fiir alle Funktionen f mit / 7 f(@)Pde < oo
a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge
fn(:c>:{ 2 TS0 asmeeR
fiir a — 0 gegen die Delta-Funktion konvergiert.
b) Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln:
(@) &'(x)f(x) = —6(x)f'(x)
(ii) 6(f(2)) = 3; 32, mit f(2;) = 0und f'(z;) # 0
Aufgabe 3: Fouriertransformation 7 Punkte

Die Fouriertransformierte f = F(f) einer Funktion f : R — R ist definiert durch

f) = F(p) = o= [~ e ) da

Die Riicktransformation ist entsprechend gegeben durch

f@) = FH(f) = r/ eike f(k)

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der folgenden Funktionen:

@) f(z)= e*“$2/c2, a>0;a,ceR
Welche Form hat die Fouriertransformierte?
Hinweis:

/ e~ da = NZs

oo

(i) f(x)z{ 2 |x|§a7 a>0aeR

0 J|z|>a

Was findet man im Limes a — 0 fiir die Funktion und ihre Fouriertransformierte?

b) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Fouriertransformation:

(i) Sei f : R — R n-mal stetig differenzierbar und die n-te Ableitung f(™) integrabel,
dann gilt

F (1) =Gty fw).
Ist 2" f (x) integrabel, gilt
F((—iz)" f(x)) = F™ (k).
(if) Bezeichne f o g die Faltung zweier Funktionen (f o g)(z) = [ f(z — y)g(y) dy, so gilt
F(fog)=Vanfk)g(k),

falls die Fouriertransformierte existiert.



1. Aufgabe: Skalarprodukte

Sei L? der Raum der quadratintegrablen Funktionen auf C. Sei

o0

mmz/ﬁummw

(a) Wir priifen zuerst die Skalarprodukteigenschaften nach. Seien dazu f, g, h € L* und
ai,as € C. Dann gilt

*

mmzfﬁmmmmz/@wwwrwz /fmﬂmm
— (g, )" 1)

o0

(f,a19 + axh) = / [ (@) (arg(x) + axh(z)) dx = / arf*(x)g(x) + az f*(z)h(z) dx

= a 7 F*(2)g(z) dx + az 7 F*(2)h(x) dx

— a{f, g) + aslf. b} 2)
%ﬂz/ﬁ@ﬂ@ﬁzfvwfﬁz/oﬁzo 3)

(f,[) =0 = /yf|2dx:0 — f(r)=0firalles € R = f=0
f=0:$|ﬂ=0=éb/VF&=£ﬂﬂ:0 (4)

Zum Beweis von (1) und (2) wurde die Linearitdt des Integrals ausgenutzt, zum
Beweis von (3) die Monotonie. (4) folgt aus einem Satz der Analysis, dass eine positive

Funktion mit Integral Null schon die Nullfunktion sein muss.

Desweiteren benutzen wir die Holdersche Ungleichung fiir p = ¢ = 2. Sei dazu f, g €
L?. Dann muss auch f* in L? liegen (wieder aufgrund der Linearitéit des Integrals).
Nach der Hélderschen Ungleichung liegt jetzt f*g in L', da R ein MaRraum ist und

1

1
4 =1
qg p



erfiillt ist. Vor allem ist also
[ 17 @@ dx < o

und daraus folgt die Behauptung aufgrund der Monotonie.

(b) Dies sind die ersten vier Terme explizit berechnet:

[N

x

fO(X) = e_VT
ac2
filx) = 2 zx
fo(x) = =277 +4e” 7 2?
f3(x) = —12¢ zx+ 8 723
(c) Wir setzen
X(n) = /.’/E”e_:”’2 dx

Das Integral lasst sich durch partielle Integration 16sen:

o 1
n+1

1
(n) = _— gntla

n+1

n

2
L 2g)e™ dx = X(n+2
/x (—2x)e X 1 (n+2)

-~

=0

Umgeschrieben wird daraus fiir n gerade:

X = x—2) = gy - = O Dl

Darin lasst sich die Formel in den Erlauterungen einsetzen:

o0

X(0) = /e_$2 dx = /7

—00

also
(n—1)N

VT

Die ersten 4 Terme sind hier aufgefiihrt (sie werden spéter noch benétigt):

X0 =vi x@=Y  x@=2"  x@=2"



Fiir ein ungerades n erhélt man analog

(n—1)!

X(1)=0

was sich durch einfaches Ausrechnen des Integrals X (1) = [ze™*" dx zeigen ldsst.

Nutzt man jetzt die oben erhaltenen Ergebnisse fiir die f;, so kommt man auf:

fo f1 f2 f3

fo 57m2 2&7m2z 7267'12 +4efw2z2 71257m2z+8&7m213

f1 2&7m2z 467"‘0212 7467"’2z + 867121}3 72467l21122 + 16€7T2 x4

f2 7257“”2 + 4671‘212 7467"”21} —+ 8&7102 23 457“”2 — 1657“:212 + 1667121}4 2467121} — 6467l2£123 + 3267“”2 z°
f3 71267“”22 + 867'%213 72467”2 z2 =+ 16671‘2"1)4 24671-21E — 64671’213 + 326712 z° 144671’212 — 19267w2 z* + 64&75”216

Man sieht, dass sich unsere Definition fiir X(n) beim Integrieren in die einzelnen
Terme einfiigen lasst und nur noch "Polynome” iiber den X (n) stehen bleiben. Man

erhélt zum Beispiel

/fofo = /6_1’2 = X(0) = vr /f2f1 =8X(3) —4X(1) =0

Insgesamt erhélt man jetzt

X[0] 2X[1] —2X[0] + 4X[2] —12X[1] + 8X[3]
2X[1] 4x[2] —4X[1] + 8X[3] —24X[2] + 16X [4]
—2X[0] 4+ 4X[2] —4X[1] 4+ 8X[3] 4X[0] — 16X[2] + 16X [4] 24X[1] — 64X [3] + 32X [5]
—12X[1] +8X[3] —24X[2] 4+ 16X[4] 24X[1] — 64X [3] + 32X[5] 144X [2] — 192X [4] + 64X[6]

Da viele Terme aufgrund der der Tatsache, dass z(n) fiir n ungerade Null ist, wegfal-
len, bleiben nur noch wenige Terme zu berechnen. Man erhélt nach der Berechnung

eine Matrix M mit

M;; = /fifj dx

und
NZ| 0 0
M= 0 2¢ym 0 0
0 0 8/ 0
0 0 0 48/«
Allgemein wire die Vermutung, dass nur die M;; = [ f? iiberhaupt einen Wert

ungleich Null ergeben. Empirisch sieht man die Formel

M;; = (Qi)!!ﬁ



2. Aufgabe: Delta-Distribution

(a) Um zu zeigen, dass f, gegen eine Delta-Ditribution konvergiert, berechnen wir fiir

eine beliebige quadratintegrable Funktion f:

a

/ Fu@)f() dx = [ - p(a) ax

Sei jetzt F' die Stammfunktion dieser Funktion f (die auch existiert - siehe Analysis).

Dann konnen wir schreiben

L (F(a) - F(~a))

" 2

Dies entspricht gerade dem beidseitigen Differenzenquotienten um 0. Geht also jetzt
a — 0, so wird daraus die Ableitung von F' an der Stelle 0, was gerade die Funktion

f an der Stelle 0 ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) (i) Esist

[ 5@+ @) ax= [ 65 (@) ax= 1%, =0

aufgrund der Produktregel und damit die Behauptung.
(ii) Wahle z,, mit f(z,) =0, f'(x,) #0und € € R mit = € [z, —&,2, + €] \ {z,} :
fz) #0.

o Fall 1: f'(x) >0

Tnte f(zn+e) | ) )
/ A :f@n/ P ) T
o Fall 2: f/(z) <0
Tnte f(zn—e) ) ] )
A :f(xn/+ PTG T 1)

10



Betrachten wir jetz noch die andere seite

Tn+e€

/ Sz — ) _ 1
[f'Cen)l 1 ()]

In—E

Durch die Linearitat des Integrals folgt die Aufteilung von R in endlich viele

solcher Intervalle und damit gilt die Formel auf ganz R.

3. Aufgabe: Fouriertransformation

(a) (i) Setze
f(l') _ e—(11‘2/c2

Dann gilt

1 i —ikx —az?/c? 1 i —ikz—az?/c?
}"(f(:v)):ﬁ/eke / dX:E/ek / dx

Wir benutzen quadratische Ergdnzung, um den Exponenten zu Vereinfachen

o0 o0

. 2 . 2
/e_( %_21\%) — dx = \/12_7Tek42122 /e_(\/ai+5\’}%) dx

—0o0 —00

vl
)

Nun miissen wir nur noch

x ke du +a
R e AT

substituieren, um die Formel auf dem Aufgabenblatt anwenden zu kénnen. Man
erhéalt

[e.e]

c k2c? 2 c k22
= e Za / e ¥ dx = e Za
V2am V2a

Damit hat die Fouriertransformierte (bis auf Vorfaktoren) die selbe Form wie
die Funktion selbst. Dies ist auch eine Eigenschaft, welche die Gaussche Glo-

ckenkurve interessant macht.
(i) Setze
fir |z| <a

1
2
0 fir |z] >a

11



Dann gilt

1 7zkx
f —zkz dX — /
“va ) N
1 e the |? 11 ( ika fz‘lca) 11 (ak)
= — | =— et —e = ——sin(a
V2r —2ika| . \/2x 2iak V2 ak

Dies geht fiir a — 0 gegen \/LQ? Oben wurde schon berechnet, dass fiir die
Funktion f selbst gilt:
f—=0d fira—0

(b) Wir beweisen die Aussagen:

(i) Sei f™ integrabel. Es ist

F() = e f00 (@) dx

e |

Darauf wird jetzt partielle Integration angewandt:

1
— o f(n71)<x>eflkz B Zk /f n—1) fzk:r dx

Damit der erste Summand verschwindet, miissen wir nun noch fordern , dass

feSR)

liegt und somit schnell fallend ist. Der hintere Teil ist gerade die Fouriertrans-

formierte von f®~1). Also
F(f™) = ikF(f"Y)
Da dies fiir alle n gilt, kénnen wir dies iterativ weiterfithren und kommen auf
F() =R F(F ) =+ = @) F(f)

Analog kénnen wir die Aussage auch fiir die Fourierriicktransformation beweisen.
Dafiir Tauschen wir einfach die Rollen von & und —z und von f und f. Wir

erhalten

FIf™M (k) = (—iz)" f(x)

12



Wenden wir darauf F an, so erhalten wir

FF(fR) = F (k) = F((~iz)" f(2))

(i) Es ist

F(fo e ™ (flz —y)gly) dy) dx

gm/

=V2r— e I £ (3 — y)g(y) dx dy

vl

Wir substituieren z—y = wu, was aufgrund der Translationsinvarianz des Integrals

nichts andert. Man erhalt dann

_FE / e f (1 duﬁ / =ik g(y) dy = v2r f(k)§(k)

2. Ubung

13



UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 2

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 30.04.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 02.05.2012
Aufgabe 1: Wellenpakete 13 Punkte

a) Betrachten Sie ein Wellenpaket der Form

e
" 2m

1 > N
V) = /_ dk g(k)ei ke —(k)0) w(k)

g(k) = Cexp [—%(k - ko)z] , a,C>0.
(i) Bestimmen Sie die Konstante C aus der Normierungsbedingung [ |g(k)|?dk = 1.
(ii) Berechnen Sie ¥(z,t).
b) Zeigen Sie, dass sich das Ergebnis aus a) in die Form

ey l_ a? (x — vot)*

g |2

mit vy = hko/m und wy = hk3/(2m) bringen lasst.

] exp [i (kox — wot)]

c) Berechnen Sie die Erwartungswerte von Ort und Impuls:

(&) = /dx U (2, 1) 2 Uz, 1) (p) = /dx W*(x,t)?%\lf(x,t).
Notation:
(A) = (A)y = (U|A[T) = (U|AT) = /\Il*(x)A\Il(x)dx, p= ?e%

d) Als Maf fiir die Breite des Gaufischen Wellenpakets definiert man Az durch

(Az)® = ((z — (2))*) = (2*) — (&)”

und entsprechend Ap. Berechnen Sie Az und Ap als Funktion der Zeit. Wie verhalten sich
(p) und Ap als Funktion der Zeit? (Begriindung.)

e) Kommentieren Sie das raum-zeitliche Verhalten von |¥(z, t)|2.

f) Innerhalb welcher Zeitspanne T' verdoppelt sich die bei ¢ = 0 vorhandene Breite (Ax);=¢
in den folgenden Fallen (h = 10734 Js):

(i) Elektron, (Az)i—o ~ 107® cm, d.h. anfidngliche Lokalisierung innerhalb einer dem
Atomdurchmesser entsprechenden Strecke (m. = 0,9 x 10727 g).

(ii) Elektron, (Az);—o ~ 107! cm, vielleicht typisch fiir die Blendendffnungen bei Versu-
chen im Labor.

(iii) Makroskopische Massem =1g, (Az);=o ~ 1 cm.

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 2

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 30.04.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 02.05.2012
Aufgabe 2: Potentialtipfe 7 Punkte

Betrachten Sie ein Potential der Form

>
V(Jf) — VO ) |.13| Za
0, lz] <a
a) Betrachten Sie zunichst den Fall ;) = oo und bestimmen Sie alle Losungen der stationédren
Schrodingergleichung
r? 02
HY(z)=|——=— | ¥(x) = E¥
(@) = (-5 ) W) = E¥(2)

mit der Energie £ > 0. In diesem Fall ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Berei-
chen mit |z| > a gleich Null.

b) Betrachten Sie nun den Fall V5 < oo und bestimmen Sie die Lésungen der stationdren
Schrodingergleichung fiir 0 < £ < V.

(i) Stellen Sie die Anschlussbedingungen fiir = +a auf.

(ii) Losen Sie die Schodingergleichung fiir die Bereiche (—o0, —a), (—a, a) und (a, co) und
nutzen Sie die Anschlussbedingungen aus, um die Losungen geeignet zu verbinden.
Hinweis: Die Anschlussbedingungen fiihren auf eine Quantisierungsbedingung fiir
die Energie, die sich nicht analytische auflosen lasst.



4. Aufgabe: Wellenpakete

(a) (i) Esist
[lap aic=c? [ e (—%Uf - W) ik

k—hk_  du_1

a dk

Substituiere

und wir erhalten

= C’Qa/e“2 du = C?%a/7

Damit dies Eins ergibt muss die Konstante C' also

betragen.

(ii) Esist

W(z) = \/%_W/exp <z (kx - Z’it> _(k ;af°)2> dk

S/
-~

=—B

Betrachten wir zuert B:

k2t k2 kky k2
B=—ikx+i 04 0

m 2a? a? 2a2

Um jetzt quadratische Ergénzung zu machen, wahlen wir

it 1 N AT e
o = —_— _— = =
2m - 242 a2 m a2 7

und
Caiz4Roq
VT V2
Dann lasst sich B darstellen mit
k2 a2 ko\? k2
_ 2 2 2 Moo o2 o oo
B = (ka)® — 2a8k + 8% — p° + 5, (ka — B) 5 <m + a2) t 5,2
a? irky k2 k2 KkZiht a? ixk
— (ka—B)2 = [ 2 oM Fo  Fo _ No — (ka—B)2 2 [ g2 _ g¥tho
(ka=p) 27(33—1— a? +a4 a*  ma? (043)+2733 a?

16
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Es ist also

C a? irky  kdiht
Y= 5 P (—% ( - 2? + )> /exp (—(ka — B)?) dk

2 : 2, 2 : 2,
__¢ exp <_a_ <x2 — 2% + kozht)) VT = @exp (_a_ (x2 — 2% + ko%ht))

- \V2ra a? ma? VY 27y a? ma?

(b) Der Vorfaktor ist schon gleich. Betrachten wir also den Exponenten der e-Funktionen:

2 _ t 2
G Gl 10 S
2y

m m2 a? ma? a*m m2a?

a? (x2 _ 2xhkot N R*kgt  2ikox | ihkgt | 2kova’ht hk:gt(fht)

a? 2 2ikox n ihkat
a? ma?

was genau das obige Ergebnis ist.

(¢) Zuerst den Erwartungswert von :

— gt
/ww rdx = ————= /a:exp( (v :201:2) ) dx

Der letzte e-Term verschwindet, da er den Betrag Eins hat

efz(koxfwot)ez(koszot) -1

und die ersten beiden e-Terme lassen sich zusammenziehen mit

o _a?(z —wt)? o _a?(z —wt)? e _a*(x —wot)® 1 N 1
P\ oy ) TP T ey ) Y 2 (144%8) (1 —4%ht)

und der Anwendung der dritten binomischen Formel. Setzen wir jetzt noch die Losung

fiir C' von oben ein und setzen
C?a? B a A
RS RUEE

so sehen wir, dass diese Konstante auch im Exponenten wieder auftaucht. Es ist also

/ P dx — % / zexp (—(Alx — wt))?)

17




Wir substituieren x — vgt = v und erhalten

- % / (1 + vot) exp(—(Au)?) = % [ / wexp(—(Au)?) + vt / emﬂ

Aus dem ersten UB wissen wir, dass das erste Integral verschwindet (die Formel auf

dem Ubungsblatt fiir ein ungerades n - hier n = 1 - ergibt Null), wihrend das zweite

NG

gerade Y- ergibt. Wir erhalten also

(x) = vot
Fiir den Erwartungswert von p setzen wir zuerst einmal

—(l2l'2

{1+ 28)

f(z) =exp ( ) h(z) = exp (i(kor — wot))

Es ist dann

= f(z —vot)h(x) | iko —
Setzen wir dies jetzt zusammen:

) AR /e —a?(z — vt )? . —a?(z — vot)? i a*(x — vot)
= —— X . .3 X P02 - ia?
p ﬁ@ p 2 (1 _ia ht) p 2 (1 + zamht) 0 14 mmht

m

da
exp (—i(kox — wot)) exp (i(kox — wot)) =1

Wir vereinfachen wieder wie vorhin und erhalten

») exp(—A*( — ut)’) (iko - M)

_an
_

1 4 iaZht
Ah ) o . Ah ) o @*(z — vgt)
= m\ exp(—A*(z — vot) )JZkO T /exp(—A (x — vot) )TMTM
=7ﬂ (nach UB 1) =0 (wie vorhin, setz:einfach T — vot = u)

= hl{?o = My
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Wir erhalten also die aus der klassischen Mechanik erwarteten Werte fiir die Erwar-

tungswerte.

Es ist
A 2= Z’—Z’2—— ex —A2.CE—’U 2 T — 2

mit den analogen Rechnungen zur c. Nun substituieren wir wieder

du
= A(x — vyt —=A
u (x — vot) =
und erhalten 4 )
_ 2\,,2 _
= yE ) P = o

wenn wir die Formel auf dem ersten UB fiir n = 2 anwenden. Darin setzen wir die
Definition von A ein und erhalten:
1 a’h*t? 1 a?h?t?

(Az) 2a2 + 2m?2 v 2a2 + 2m?2

Fiir den Impuls berechnen wir zuerst einmal ¢”(x). Dazu benutzen wir das Ergebnis

fiir die erste Ableitung von oben. Dann ist

" _ — o) ke — a2<I—U0t) ,
W' () = (f(x ot )(ko S >>

Zur Vereinfachung setze

und dann

V'(x) = —D(x — vot) f(x — vot)h(z)(iko — D(x — vot))
+f(x — wvot)ikoh(z)(iko — D(x — vot)) + f(x — vot)h(x)D

Durch zweimaliges Anwenden der Produktregel. Dies lédsst sich Vereinfachen und

Ordnen zu
= f(z — vot)h(z) (—2ikoD(x — vot) + D*(x — vot)® — k)

und dann ist dies insgesamt

(p?) = —h2/¢*¢” dx = —h2% /exp (—A%(z — vot)?) (—2ikoD(x — vot) + D*(z — vot)* — kg
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Wir substituieren einmal wieder A(z — vyt) = v und erhalten Terme der Art

2
/e“u"

Fiir ungerade n verschwinden diese (nach UB 1). Fiir gerade n wenden wir wieder

die gleichen Formeln an, wei oben schon beschrieben und erhalten

A [ D? k2 D? mug\ 2 h2D?
2\ g2 &4 [ Mo _ w2 = _ Y _ _ 2
W) =" ﬁ<2A3ﬁ Aﬁ) h (2A2 (% >) paz T (mwo)

Vor allem ist also

hD )2 Ay hD
- = j—
A3 P=r03

Setzen wir jetzt noch die Definitionen von A und D ein, so erhalten wir

@ = ) - o =

N R o L S AW
BIRCARES ‘ JREIREE S

Das bedeutet, dass der Erwartungswert von p zwar gleich bleibt (im Verlauf der Zeit)

die Varianz aber immer weiter steigt und sich ihrem Maximum néahert. Vor allem ist

. 242
Aa:Ap:ﬂ—i—ah

t
2 2m

eine steigende Funktion mit der Zeit und ihr Minimum wird bei ¢t = 0 erreicht. Das

bedeutet, die Unschérfe steigt immer weiter - das Wellenpaket verwischt.

Wie schon des 6fteren in den oberen Aufgaben berechnet, ist

(o = 9o} (a) = S exp(~A%a = unt))
Durch die oben gemachten Beobachtungen koénnen wir sagen: Wenn wir uns 1?2 als
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Wellenpaketes vorstellen, so wird diese immer
undefinierter. Der Mittelpunkt von Geschwindigkeit p und Ort z ist zwar immer klar
definiert (also der Erwartungswert) aber es gibt eine immer grofer werdende Varianz
im Ort. Bei grofsen Zeiten sind die Grenzen des Wellenpaketes weder im Orts- noch

im Impulsraum noch klar zu ziehen.

20



(f) Aus der Formel in der d erhalten wir zuert einmal

9 1

= ——

2Ax(0)2

und dann aus

4A1(0)? = Az(t)?

eine Formel fir ¢ mit

t= \/ﬁax(of%
Mit den gegebenen Zahlenwerten erhélt man

(i) t~3.118-1071%s
(ii) t ~3.118 - 10~ 5
(iii) t ~ 3.46 - 107 s

was klar macht, weshalb wir diesen Effekt im makroskopischen Leben nicht vorfinden.

5. Aufgabe: Potentialtopfe

In dier ganzen Aufgabe legen wir das Potential

Vo lzl=a
V() =
0 |z|<a

zu Grunde.

(a) Wir betrachten zuerst einen unendlich tiefen Potentialtopf, also
Vo = o0

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich |z| > @ muss deshalb konstant 0 sein.

Vor allem muss also
Y(—a) =1(a) =0

gelten. Wir machen (im Bereich |z| < a) den Ansatz
b(a) = Ae
mit noch zu bestimmenden Konstanten & und A. Wir erhalten zuerst einmal

(_fia_?) (@) = 2 k20(@) = Bua)

2m Ox? 2m

21



und damit

2Em 2Em
F > k’l/g =+

Wir haben also jetzt den Ansatz

=

Y(x) = Ae*® 4 Alemthe
Nun miissen wir noch die Randbedingungen beachten. Diese fiihren auf
Y(—a) = Ae * e 4 Ale* =0 y(a) = Ae** 4 Ale7 =
Wir addieren diese beiden Gleichungen zuerst und erhalten:
A (™ e ™) + A (e™ 4 e ) = 2A cos(ka) + 24’ cos(ka) = 0
Dies fithrt auf A = —A’ und damit auf den Wellenansatz
Y(z) = Ae™ — Ae™™ = 2 Ajsin(kx)
Damit jetzt ¢(a) = ¥ (—a) = 0 gilt, muss also
ka = nm n=0,1...

gelten. Dies fiihrt auf die Quantisierungsbedingung fiir die Energie

n?m?h?

2ma?

E, =

Was wir die ganze Zeit nicht beachtet haben, ist die Tatsache, dass die Gleichung
2A cos(ka) + 2A" cos(ka) = 0

auch mit cos(ka) = 0 eine Losung hitte. Wir machen also einen anderen Ansatz und

subtrahieren diesmal die Gleichungen
(—a) = Ae—tha 1 plgika _ ) W(a) = Aetka 1 Ale=ika _
Dies fiithrt uns auf

A (% = e40) 4 A (¢ — %) = 2 Asin(ka) — 204 sin(ka) = 0
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Diesmal ist sicher sin(ka) # 0, weil wir sonst wieder Fall 1 erhalten wiirden. Wir

folgern also
A=A

und dann analog wie oben
T
ka:(2n+1)§ n=0,1,...
um die Randbedingungen zu erfiillen. Dies fiihrt dann auf die quantisierte Energie

m2h? 1\?
E, = =
2ma? (n * 2)

Wir haben also zwei Typen von Losungen. Einmal fiir die Energien

von

n?m?h?

E, =
2ma?

die Losung

Y(x) = 2Aisin(kz) = 2Aisin <%T:v>

und fiir die andere Energie

m2h? 1\’
E, = =
2ma? (n * 2)

W(x) = 2A cos(kz) = 2A cos (f (n + %) x)

a

die Losung

Nun miissen wir noch die Konstanten A durch Normierung bestimmen. Es muss

galten
[ @ ax=1

Dies ist im ersten Fall

Y(x) = 2Aisin <nlx)

a

erhalten wir hier
a

/Wl‘)w*(:c) dx = 4A% — A=

—a

1
2Va

(aufgrund der Periodizitéit). Analog erhdlt man auch im anderen Fall
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(b) (i) Die Ansschlussbedingung ergibt sich aus der Stetigkeit von ¢ und von 0,1 an
den Bruchstellen. Also

Ui(=a) =va(=a)  Pala) =vs(a)  Pi(—a) =d5(—a)  ¥h(a) = Ys5(a)
(ii) Wir setzen drei verschiedene Wellenfunktionen fiir die drei Bereiche an:

Y fir x < —a
Y=q1, fir —a<z<a

wg fir x > a

Fiir den mittleren Bereich wurde der Ansatz schon in der (a) ausgefiihrt. Deshalb
setzen wir gleich an
Po(z) = Age™® 4 Alemther

mit

Fiir die beiden Randbereiche kénnen wir zum Gliick den selben Ansatz benutzen,

wenn wir einfach £/ durch £ — Vj ersetzen. Dann erhalten wir

U (z) = Aetfrr 4 A'le_ik“”

mit
- V2AE=Vo)m _ £/2(Vo — E)m
! h h
und
1/13(1’) = Ag@iksm + Ageiiksm
mit

ke A2(Vo— E)m

=1 h

Wir haben also im Moment

Aj exp [— 2(Vo — E)m%] + Al exp [ 2(Vo — E)m%] fir z < —a

Y(x) = ¢ Ayexp [zm%} + Al exp [—z\/%%] fir —a<xz<a

Asexp [— 2(Vo — E)m%] + Al exp [ 2(Vo — E)m%] fir z > a

Um die Koeflizienten A;, A; zu bestimmen, betrachten wir die Randbedingungen.
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Zum einen muss v fiir + — +oo verschwinden, also folgt
Al - Aé - O

Die restlichen Gleichungen ergeben sich aus den Randbedingungen aus der (i).

1 ~
k=20~ Ejms k= V2Em

Wir setzen

St —

also
Alle—ka — A26—zka + Aéezka
A3€_ka — Azeika + Aée—ika
kAL ek = i Aje™Fa _ i Al eika
_kALe™r = ik Ageifa _ ik ALeika

Man kann hier noch die zum System gehérende Matrix

e—ak _e—z‘afc o eiafc 0
0 _ei(sz _e—iafc e—ak
M - k . . ]'%»v Lo ]~€~
e~k —ie "k ek 0
0 —ie" %k ek —em 9k

aufstellen und die Determinante
det M = e~2alk+ik) ((—1 + e4i“’5> k2 + 2i (1 + e4w’5> Kk — (—1 + e4i“’5> l?)

berechnen, aber dies fiihrt (siche auch Aufgabenblatt) auf ein transzendentes

Gleichungssystem.

3. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 3

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 07.05.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 09.05.2012
Aufgabe 1: Potentialbarrieren 10 Punkte

Betrachten Sie ein Potential der Form

Vi) = Vo, |z <a
0, lz| > a

Betrachten Sie den Fall V; > 0 und bestimmen Sie die Losungen der stationdren Schrodingerglei-
chung mit der Energie 0 < E < V{. Nehmen Sie an, dass die Welle von links einlduft.

a) Losen Sie die stationdre Schrodingergleichung fiir die verschiedenen Bereiche.
b) Stellen Sie die Anschlussbedingungen aulf.

c) Losen Sie die Anschlussbedingungen auf und berechnen Sie Transmissions- und Reflexi-
onskoeffizienten 7" und R.

d) Zeigen Sie, dass
T+R=1

ist.

e) Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem klassischen Fall.

Aufgabe 2: 6-Potential 6 Punkte

Betrachten Sie ein Potential der Form
V(x) = Voé(w) Vo >0.

a) In diesem Problem ist die Wellenfunktion stetig, die erste Ableitung ist jedoch nicht steig.
Berechnen Sie den Sprung der ersten Ableitung der Wellenfunktion, indem Sie die Schrédin-
gergleichung von —e bis € integrieren und den Grenziibergang ¢ — 0 durchfiihren.

b) Berechnen Sie die Losungen der stationdren Schrodingergleichung mit Energie £ > 0. Neh-
men Sie hierbei an, dass die Welle von links einlduft.

Aufgabe 3: Hermitesche Operatoren 4 Punkte

In der Quantenmechanik treten aufgrund des Superpositionsprinzips nur lineare Operatoren auf.
Lineare Operatoren auf einem Hilbertraum # sind Abbildungen

A:H—H
mit den Eigenschaften
AN T+ AaTs) = M AT + Ao Ay, Vi, W eH, A, AeC.

Lineare Operatoren lassen sich auf endlich-dimensionalen Rdumen durch Matrizen darstellen.
Von besonderer Bedeutung sind hermitesche Operatoren. Dies sind lineare Operatoren, die zusitz-
lich die Bedingung

(W), ATs) = (AT, Ty) VU, Ty € H

(bitte wenden)
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erfiillen. Die hermitesche Konjugation (}) eines linearen Operators A wird definiert tiber
(U, AUy) = (ATW,, Wy) VU, Uy € H.
Zeigen Sie
a) Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell.
b) Fiir die Matrizendarstellung in endlich-dimensionalen Rdumen gilt AT = (A*)T

c¢) Kommutieren zwei Operatoren A, B, d.h. [A,B] = AB — BA = 0, dann lassen sie sich
gleichzeitig diagonalisieren.



6. Aufgabe: Potentialbarrieren
(a) Die Schrodingergleichung liefert

z 2
G2t B V)| v =0

Wir setzen in den drei Bereichen an:

Atk 4 Alemh® x < —q
=19 Apehr 4 ApeFr  _q<z<a

Azet® 4+ Abe™*r g <z
mit
 [m(Vo—B)

h? PV

was aus der Schrodingergleichung direkt folgt (siehe auch Vorlesung oder letztes
Ubungsblatt).

k:

Da die Welle von links einlduft setzen wir zuerst einmal A} = 0.

(b) Die Anschlussbedingungen sind, dass sowohl ) also auch seine Ableitung an den

Grenzstellen x = £a stetig sein miissen, also

Alefzka + Allezka — A2€7ka + Aéeka
A2€ka + Al2€—ka — A3€zka

ikAje* — kAl et = fAye™h — IEA'Qei““
fiAgere — l;:A'Qe_im = ikAge™™®

Da wir wieder frei in der Wahl einer Normalisierung sind (homogene Gleichung)

setzen wir A; = 1 und erhalten dann

6fzka+Allelka :A2€7ka+A/2€ka
A2€k‘a_|_A/2€—ka — Agezka

ike~ ™ — ik ALttt = EAye ke — IE:A'Ze';“
ki Asehe — l?:A;e—’%“ = ik Age’

Dies ist ein lineares Gleichungssystem, welches sich auch in einer Matrix schreiben
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lasst:

eika _e—kza _eka 0 _e—ika
0 efca effm _eika 0
—ikeika  _feka keka 0 —iketha
0 feka —ke~Fa  _jgetka 0

Dieses lésst sich jetzt durch ein einfaches Gaulfs-Verfahren 16sen, was hier nicht weiter

aufgezeigt werden soll. Die Losung ist

o~ 2iak (_1 I €4a1}) (k2 + /;2)

Al = . T —

P (<1 4 etaR) k2 4 24 (1 4 etok) kk — (—1 4 etak) k2
o 2e (| — i)

P (S0t etR) 2 4 2 (1 etaF) Kk — (=1 + etok) 2
W 26—iak+3al~ck(k + Zl’;’)

2= 7 ; A AN

(=14 etek) k2 + 2i (1 + e*ob) kk — (=1 4 etok) k2

y 4Z~62a(—ik+l~c)kl~€

s =

(=1 + edak) k2 + 2i (1 + etok) kk — (—1 + etek) k2
Die Koeffizienten sind dann gerade
R=[A}* T =|Asf
Diese mochten wir jetzt berechnen:

<e4alé _ 1>2 (k2 + ];2)2
(e4afc _ 1)2 (k‘2 _ /;2)2 44 (€4a1% + 1)2 k2)2

A =

Unten steht dann ausmultipliziert:

<e4“’5)2 K2 (64‘1’5)2 k21%2+<e4a’5)2 Br=2 (1) K412 (eF) K2R2 -2 (40 ) Rkt + 22 4R
und oben

<€4a1}>2 R <e4al~c)2 k2]~€2+<e4al~€)2 o <e4a1}> A4 (€4a1}> 12729 (64(11%) NN E AL
Fir T gilt im Nenner der gleiche Ausdruck. Im Zahler stattdessen

‘4Z~62a(—ik+l~c)k%‘2 — 16 <e4al~c> ]{72]~{52
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(c) Betrachtet man die beiden Ergebnisse aus der Teilaufgabe vorher, so sieht man
schnell, dass die beiden Zéhler addiert gerade den Nenner ergeben (die -4 wird mit

der 416 zur +12). Deshalb kiirzt sich der ganze Ausdruck und man erhélt

R+T=1

(d) Im klassischen Fall wére der Bereich des Potentials und noch spezieller der rechte
Teilbereich verboten. Das Teilchen hétte nicht die Energie, um iiber die Barriere zu
kommen und wiirde totalreflektiert. Hier ist der Transmissionskoeffizient jedoch nicht
Null (und R auch nicht 1). Es gibt also auch eine Wahrscheinlichkeit, das Teilchen

nach der Barriere zu messen!

7. Aufgabe: )-Potential

(a) Wir benutzen die Schrodingergleichung in der Form

d? _2m

—6(x) = S (V(2) — E)(a)

Wir integrieren diese Differentialgleichung auf beiden Seiten von —e bis € und erhal-

ten auf der rechten Seite:

€ € I3
2m B 2m 2m

Tz [ V(@) = E)g(w) = o [ Voo(2)o(x) dx — — [ Eg(x) dx

Da FE beschréinkt ist, geht der zweite Summand im Grenziibergang ¢ — 0 gegen 0.

Fiir den ersten Summanden gilt
2 2 2
lim 22 / Vop(@)3(z) dx = lim 2 i0(0) = 23 Vo 0

nach den Eigenschaften der Deltadistribution. Fiir den linken Teil der Gleichung gilt
hingegen

[ d d
— dx = — (=
[ 000 dx= $6(0) - -6l
Im Grenziibergang fiir ¢ — 0 miissen die beiden Ergebnisse jedoch gleich sein. Des-

halb macht die Ableitung an der Stelle x = 0 einen Sprung von

_2m

¢'(2)y — ¢'(2)- = ﬁVW(O)
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(b) Der Bereich ist in zwei Teilbereiche aufgespalten. Wir wéhlen den Ansatz

Y1 <0 Aetht + Alem® 1 <0

vy x>0 Apetk 4 Abe=hr x> ()

Y=

2
0 (was in diesen beiden Bereichen gelten muss) schon kennen. Dann muss ¢ an

mit k = /22E da wir die Losung fiir die Schrédingergleichung mit Potential V =

der Stelle z = 0 stetig sein und die Ableitung muss den oben berechneten Sprung

aufzeigen. Berechnen wir zuerst einmal die Ableitung

ikA e — ik Alem* 1 <0

ikAye*® — ik Ahe=** 1 >0

/

Nun zu den einzelnen Bedingungen:

P . , , ‘ oo o 2m
¢’ springt fir o = 0: ¥5(0) — Y1 (0) = ikAy — ik A, — ik A + ik A| = ﬁ%qﬁ(@)

Da die Welle nur von links kommen soll, setzen wir A, = 0. Aufserdem konnen wir die
Normierung frei wéhlen, weshalb wir zur Vereinfachung A; = 1 wéhlen. Man erhélt

dann die beiden Gleichungen

1+ A] = Ay

2 2
ikAy — ik + ik A, = h—T%¢(0) - h—’;“%AQ

Wir setzen die erste Gleichung in die zweite Gleichung ein und erhalten:

2 2 2
L+A) -1+ 4, = vl + A) = 24] = vy A4

ikh2 ikh2 Likn2 Vo

und daraus die Losung fiir A| mit

, mVy 1 1

1= 21 _ mWpy = _ mWy
L Sl B Sl v

Fur A, erhilt man dann durch Einsetzen

1
_ mW
1=
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8. Aufgabe: Hermitesche Operatoren

(a)

Sei A ein hermitescher Operator. Und A ein Eigenwert von A mit dem dazugehorigen

Eigenvektor v, also
A =X\

Dann ist vor allem

Mup, ) = (&, M) = (v, A) = (Ap,¥) = (M), ¥) = M, 9)

Dies ist aber nur méglich fiir A = X, also A reell (da der Vektor ¢ als EV ungleich

Null sein muss).

Sei A ein linearer Operator auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum H. Sei
aufserdem {u;} eine Basis auf diesem Raum. Dann ldsst sich das Matrixelement von
AT an der Stelle (i, j) angeben mit

Al = (wiAluy)
Dies lasst sich jedoch mit den Eigenschaften des Skalarproduktes und der adjungier-

ten Operatoren umformen in

AT

(i) — (s, Alug) = (Atuy, ) = (uy, Aug)

nach Definition ist dies aber das komplex konjugierte (j,7)-te Matrixelement von A,

also kurz

Behauptung: Kommutierende Operatoren lassen sich gleichzeitig diagonalsieren.

AV, =a¥, BY, =10Y,

Dann gilt
ABVY, = BAV, = BaV, = aBV¥,

das heiftt BY, ist ebenfalls Eigenzustand zu A zum gleichen Eigenwert.

. Ubung
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Aufgabe 1: Reflexion eines Wellenpakets 4 Punkte

a) Ebene Wellen (mit Energie E = k?h?/(2m), E < V;) erfahren bei Reflexion an einer Poten-
tialstufe der Hohe Vj, also an dem Potential

V(z) = 0 x<0 )
V() LEZO

einen Phasensprung um 2¢. Die Losung der Schrodingergleichung hat also fiir # < 0 die
Form

U_(z) = et 4 = 2dp—ika
Berechnen Sie ¢ als Funktion von m, V; und k. Losen Sie hierzu wie gewohnt die Schrédin-
gergleichung, indem Sie die Anschlussbedingungen bei = 0 ausnutzen.

b) Ein Wellenpaket mit Verteilung g(k) (Maximum bei ko mit k34%/(2m) < Vo, lokalisiert um
ko ) wird an derselben Stufe reflektiert. Das reflektierte Wellenpaket hat eine Zeitverzoge-
rung von 0t gegentiiber dem entsprechenden klassischen Teilchen.

Betrachten Sie die Fourierdarstellung des Wellenpakets (vgl. Aufgabe 1a) Blatt 2, die Funk-
tion ¢g(k) muss nicht explizit eingesetzt werden) jeweils vor und nach der Reflexion. Ent-
wickeln Sie das Argument der Exponentialfunktion bis zur ersten Ordnung in k& um k.
Der k-abhingige Teil der Exponentialfunktion des Wellenpakets ldsst sich auf die Form
exp(i(k — ko)(x — x0)) bringen. Bestimmen Sie den Ort des Maximums der Wellenfunk-
tion z¢ vor und nach der Reflexion. Durch Vergleich der Ergebnisse fiir =g ldsst sich die
Zeitverzogerung bestimmen.

Aufgabe 2: Fourier-Entwicklung 4 Punkte

Die trigonometrischen Funktionen

(2) 1 cosnx sinnx
€Tr) =
g Vor m o om

bilden auf dem Intervall [, 7] ein orthonormales Funktionensystem. Dieses System ist vollstandig,

n=123,..

so dass fiir alle (quadratintegrablen) Funktionen f(z) die zugehorige Fourier-Reihe im Mittel ge-
gen f(x) konvergiert:

cosSnNT sinnz

L 3 b fir N
fN(L)aO\/—Q_w+nzl(an\/7_T +n\/7_r)%f(m) ur — 00.

Die Fourierkoeffizienten berechnen sich dabei durch

ao:\/%/_:dxf(:ﬂ), an:%/_:d:ﬂf(x)cosnx, bn:%/_:dmf(x)sinnm.

a) Zeigen Sie, dass fiir gerade Funktionen (bzw. ungerade Funktionen) die Koeffizienten b,

(bzw. a,,) verschwinden.

b) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten fiir die Funktion

Fla) = { sin(2z) 7 <z<0

0 sonst .

(bitte wenden)
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c) Fiithren Sie aufierdem die Fourieranalyse durch fiir die Funktion

f(m):{ﬂ—’—x -

T—x 0<

0

SINVAN

IN &
3 A

Aufgabe 3: Orthonormalsysteme 6 Punkte‘

Der Zustandsraum fiir ein physikalisches System sei durch die Orthonormalbasis {|1), |2), 3)}
aufgespannt. Die Vektoren |¥) und |U;) seien gegeben durch:

1 ) )
1) = ﬁm +512) + ﬁ|3>
1 —1
|¥2) ﬁ|1>+ E|3>

a) Normieren Sie |¥;) und |¥3). Suchen Sie einen Vektor |¥3) derart, dass {|¥1), |¥2), |P3)}
eine Orthonormalbasis bildet.

b) Berechnen Sie die Matrizen, die in der Basis {|1), |2), |3)} die Projektoren auf |¥y), |¥2)
bzw. |¥3) darstellen und zeigen Sie, dass diese Matrizen hermitesch sind. Uberpriifen Sie
die Vollstandigkeit 3, |¥;){(T;| = 1.

Aufgabe 4: Eigenwerte, -funktionen und Projektoren 6 Punkte‘

In einem dreidimensionalen Vektorraum sei {|1), |2), |3)} eine Orthonormalbasis, beziiglich
derer der Operator L, die folgende Matrixdarstellung besitze:

5 0 V2 0

Ly=x| -v2 0 V2
21

0 —=v2 0

a) Ist L, hermitesch? Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehorigen (normierten) Eigen-
vektoren beziiglich obiger Basis.

b) Berechnen Sie den Projektor auf die Eigenvektoren. Priifen Sie die Orthogonalitdt und die
Vollstandigkeit.



9. Aufgabe: Reflexion eines Wellenpakets

(a)

Wie schon des Ofteren gesehen, setzen wir fiir die beiden Bereiche an:

¢7 :Aleikx+A/1€—2i¢6—ikx er :A2€px+Al26—px

2mkE 2m(Vo — F) 2mVy
b=VTm T e e

Zur Normierung setzen wir A; = 0 (damit die Losung fiir x — oo verschwindet) und

mit

A; = 1. Die Anschlussbedingungen liefern dann die Stetigkeit der Wellenfunktion
Go(0) = 4(0) — 1+ Aje 20 = 4
und deren Ableitung
PL(0) =/ (0) = ik —ikAle ¢ = —pA)

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit ¢k und addieren sie zur zweiten Gleichung.
Man erhalt

2ik 2k
Qk = kA/ — A/ _— A/ = =
! Wisle T P 2 ik—p k+ip

und damit in der ersten Gleichung

k+ip k+ip

L Ae™? = = i, — he

Wir sehen hier, dass die Konstante A} den Betrag Eins haben muss. Da der Faktor

e~2% schon fiir "den Winkel” verantwortlich ist, withlen wir einfach A} = 1. Wir
iy k—ip p 2mVy
c k+ip no ==\ G2

= /g(k:) exp (ikt —iw(k)t) dk

haben dann

Wir benutzen

und berechnen jeweils den Exponenten.
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Fir den reflektierten Teil haben wir

/g(k)A’l(k) exp(—ikzr —iw(k)t) dk = /g(k) exp(—ikx — 2ip —iw(k)t) dk

—2i¢p —iw(k)t = —w(k)(t + 0t)

¢ = arctan (%) w(k) = %

Now look at the reflected Wave:

/g(k:) exp(—2i¢ (ko)) exp (—iw(ko)t — ikox) exp (—i(Opw (ko) + 20k P (ko)) (k — ko)) dk

20p6(ko) _ 54 _
Delay for k takes ko = —8:&)—((]6(?)) =0t = —m
For a classical wave: A; + A} =0 = A} = —A; because no partical on the right

side, no phase.

Nils Man erhalt fur die einlaufende Welle einen Ausdruck der Form

ik — o) (x - @)

m

wobei der k-unabhéngige Teil weggelassen wurde. Fiir den reflektierten Teil (wieder

nur k-abhéngig) erhélt man

2 _ hkot

2mV —0 k2 m
A

Wie man sieht, hinkt die reflektierte Welle etwas hinterher. Sie wird erst wieder fiir

ot Null, mit
2 1
ot = —
ko h2k2

2Vy —
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10. Aufgabe: Fourier-Entwicklung

(a) Phil:
Use
oo
cos(nz) = 2%2[ sin(n)
1=0
0Odd function, m € N :
VT a, = [ 2 cos(nz) d

-3

=0

Even Function, m € N

™

Vb, = /xzm sin(nz) dx

™ ) l
— 2m ) 20+1 2l+1 dx
/x ; @+ "

_ Z (_—1)1' 20+1 x2l+1+2m dx

l) . [
2 (2l + l) ! _[

I
o

Nils:

Sei also f eine gerade Funktion, also

— io: —1> 20+1 x2l+1+2m dx
p (20 +1)!

1

2(m+14+1)

2l+1 2l+1

2(mAl+1) |7

—T



fir alle z € [—m, 7]. Nach der Linearitét des Integrales ist

b, \/_/f sin(nz) \/_/f #)sin(nz) dx + O/ )sin(nz)

Im ersten Integral substituieren wir —x mit u und erhalten:

/ f(—u) sin( / )sin(nz) dx

1 r ) 1 .
= NG / f(u) sin(nu) du + NG f(z)sin(nz) dx

0

3

da f gerade und sin ungerade. Dies ist aber gleich Null (da sich beim Tauschen der

Integralgrenzen das Vorzeichen éndert).

Fiir eine ungerade Funktion gilt analog f(x) = —f(—x) und da der Cosinus eine

gerade Funktion ist, verschwinden diesmal alle a,, (durch analoge Rechnung).

fz) =

Im Folgenden sei zuerst n # 2:
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U
b, = ﬁ_[ f(z)sin(nz) dx

sin(2x) sin(nzx) dx

sin(z(n—2))  sin(z(n+2)]°
n—2 n+2

—T

wH
S
—

cos(nzx) sin(2x) dx

cos((n+2)z) cos((n—2)z)]"
- [ n+ 2 N n—2

2 1-(=n" 2 1=
Vr(n=2)(n+2) 7 n?-

Fiir n = 2 erhalten wir fir b,:

1 1 f1 1 ’
bQZﬁ/SiDQ(Ql‘)d __w/i (1 — cos( 4x)dX:ﬁ[l‘—ZSin(4$)]ﬂ:

und fir as:

:‘ —
\O
l\D'H
|
(0.0}
%r—k
)
o
O
43
—~
e~
=
S~—

Qg = \/_/cos (2x) sin(2x)

Damit ist das Endergebnis

f(z) = %sin(Qx) + % Z % cos(nz)
n=1,n#2

fz) =

z+7m —77<zx<0
T—x 0<zx<nm
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This is an even Function. Proof: Choose a € [0, 7]:
f(=a) = —a+7 = f(a)
This leads us to

b, =0

COS nx dx

3\

S\

0

)" 1—<2—1>n)

-G 1
( cos(nz)(m + ) dx + ]cos(n:c)(w — ) dx
(

3\ 3\

( 7r+xdx—i— T —1x dx

+ L2
——7T 7T— =T
2

Q\H Q\H ﬁ\

N

Finally we have

21
2 — cos(na:)
11. Aufgabe: Orthonormalsysteme

(a) Zuerst berechnen wir die Norm der Vektoren, um sie dann normieren zu kénnen. Wir
benutzen dabei, dass die gegebenen Vektoren [1),|2),|3) schon eine ONB sind. Es

1st
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weshalb wir als normierten Vektor ansetzen:

2 |g)

|121> = \/5

Analog auch
(1h2|the) = 3

) = \/g\%)

Wir haben also jetzt die Vektoren:

1 1

Wir machen den Ansatz

und damit

[¢3) = a|1) +0[2) +¢3)

Da [¢), auf den anderen beiden Vektoren senkrecht stehen muss, muss also gelten

(U1 13) S0 = £a \/— \/g
<¢2|¢3> 0 = _CH‘

\/5\/5

Aus der zweiten Gleichung folgt @ = —ic und damit aus der ersten Gleichung

b= —2v2c

Wir wahlen ¢ = —1 und erhalten
sy =i |1) +2v22) — [3)

(welcher auch linear unabhéngig zu den anderen beiden Vektoren ist). Der Vektor

muss noch normiert werden. Es ist

[ihs) = )

\/— WJB

und damit bilden {|¢1),[¢,), |)3)} ein Orthonormalsystem.
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(b) Die Projektion ist definiert also

fiir « = 1,2, 3. Fiir die Matrixdarstellung benutzen wir jetzt die Darstellung in der
Basis i) mit

By (s, 1) = (slii) (¢ilt)

wenn die (s, t)-te Stelle der Matrix gesucht ist. Damit lassen sich die einzelnen Kom-
ponenten berechnen (wir benutzen jeweils die schon normierten Vektoren von oben).
Man erhalt

X 2 —iv2 —2i
2 V2 2
1 0 i
. 1
R=5 0 00
- 0 1
1 22 —i

1
Pp=15| —2v2 8 -2v2
i —2v2 1

Offensichtlich sind diese Matrizen alle hermitesch, denn es ist

i _ b i _ p t _ p.
py=r, P=0r, P =F

und aufserdem (allgemein)
(P! (5:8) = (Py)" (t:8) = ((tlba) (Wils))™ = (ilt) (slin) = (slwbs) (Wlt) = Py, (s.t)

Weiterhin ist zu erkennen, dass

. 2 —iv2 —2i 1
-1 iv2 1 V2 -1 o0
5

2% V2 2 —i

i . 1 2%v2  —i

0 |+— | —2iv/2 8 —2v2 | =
10

1 i —2v/2 1

DO | =
o O O

und damit die Vollstdndigkeitsrelation erfiillt ist (was auch klar war, da die Vektoren
eine ONB bilden).
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12. Aufgabe: Eigenwerte,-funktionen und Projektoren

(a)

[0 -2 0
Ll = —5 V2 0 /2| =1L,
0 V2 0
So L, is an hearmitean Matrix.
Eigenvalues
i
—A T 0
_ i A
h
0 V7 -A
h i
—J A V2i|—gh -
h2 hQ
= NN == A—
(2-5) 0%
=\ (h2 — >\2)

=0
= Ae {-h0h}

Eigenvectors Assumption:

A=\ =—-h = v, =—|1)+ivV2]2) +3)

Proof:
i 1
L -5 0 ~1 ,‘HTT& |
hl = 1 -7 V2| = —\/Li—i-zx/ﬁ—\% =0

0 \/LE 1 1 —1+1

Norming :
. 1
“UIH =4 — U1 = 57)1

Assumption :

/\:)\2:0 — U3:’1>+‘3>
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Proof:
Ly (1) +13) = 0[1) + (~v2+ V2) [2) +0]3) = 0

Norming;:
. 1
Uy = —=V
2 NG 2
Assumption:
A=Xdo=h = v3=—11) —iv2|2) + |3)
Proof: A
—'1 _\/LE 0‘ -1 | 1-1 |
O 1 ) R - e L
0 \/Li -1 1 1-1
Norming :
’I~J3 = 51)3

(b) Wir berechnen die Projektoren wieder wie oben iiber

Py = [) (¢]
wobei die Vektoren ¢ jetzt die Eigenvektoren sind. Wir erhalten

. 1 iv2 -1
P==-1 —iv/2 2 V2
4
-1 —iv2 1

| 1 01
P2=§ 0 00
1 01

1 —iv2 -1
W2 2 —iV2
—1 V2 1

1
PS:ZI

und
P=P+P+P=E

Man erkennt also die Vollstandigkeit. Aufterdem lassen sich die Skalarprodukte be-
rechnen und man erhélt die Orthogonalitdt (ach was... bei einem hermiteschen Ope-

rator).
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5. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 5

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 21.05.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 23.05.2012
Aufgabe 1: kommutierende Operatoren 8 Punkte

Ein dreidimensionaler Vektorraum sei durch eine Orthonormalbasis aufgespannt, beziiglich de-
rer zwei Operatoren H und B wie folgt definiert sind (w, b reell):

1 0 O 0 2 0
H=m| 0 1 0 B=b| —i 0 0
00 -1 0 0 -1

a) Zeigen Sie, dass H und B hermitesch sind. Die Eigenwerte beider Operatoren sind folglich
reell. Wie lauten Sie?

b) Zeigen Sie, dass der Kommutator [H, B] verschwindet. Es existiert daher ein Satz gemein-
samer Eigenvektoren zu H und B. Geben Sie eine Orthonormalbasis an, die aus derartigen
Eigenvektoren gebildet ist.

c) Wegen der Vertauschbarkeit von H und B muss es eine Basis geben, beziiglich derer beide
Matrizen Diagonalgestalt haben (mit den jeweiligen Eigenwerten in der Diagonalen). Fin-
den Sie eine Ubergangsmatrix U fiir solch einen Basiswechsel, d. h. gesucht ist eine unitére
Matrix U, so dass B’ = UBU' und H' = UHU' beide diagonal sind.

d) Welche der Mengen {H}, { B}, { H, B}, { H?, B} von Operatoren bilden einen vollstindigen
Satz von kommutierenden Observablen?

Aufgabe 2: 12 Punkte

Betrachten wir ein Potential der Form
V(Jﬁ) = —V05($) mit V5 > 0.

a) Es existiert ein gebundener Zustand (£ < 0). Zeigen Sie, dass dieser Zustand gegeben ist
durch:

o (x) = /pe Pl mit p = (mVp)/h*.
b) Fiir Steuzustdnde (E > 0) mit von links einlaufenden Wellen ergibt sich (vgl. Blatt 3, Auf-
gabe 2):
1 ipe/h _ _1_ —ipz/h <0
(I)i)(x) = ei/{ i m/1ﬁ+’me C e
2mh T+in € p , >0
mit p = V2mE und k = p/(ph).

c) Um ein vollstandiges Orthonormalsystem zu konstruieren, benétigen wir noch Streuzustande
mit von rechts einlaufenden Wellen @ (). Bestimmen Sie & (z).

d) Das System ist orthonormiert, also miissen folgende Relationen gelten:
1) (Wo|¥o) = 2.) (Wo|@L)

1 =0
3.) (Wo|®3) 4) (@y|},) = d(p — p')
5)(®y|®}) =d(p—p)  6)(DY[P}) =0

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 5
Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 21.05.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 23.05.2012

mit (Ug|Vo) = [ da Ui (z)To(z), usw.
Verifizieren Sie die Relation 1.), 2.), 4.) und 6.).
Hinweis: Verwenden Sie [, dz e™** = L + 15(k)

e) Zeigen Sie fiir den Fall > 0 und 2’ > 0, dass das System vollstandig ist, also dass
Wo(2)To (') + / dp @ ()@ (') + / dp &7 ()7 () = 6(x — ')
0 0

gilt.

Hinweis: Die Integrale [, dxz “{Sj;g) = Zelolund [3° dxxilfr‘g’f) = sign(b)Ze~ 1"l sind niitz-
lich.




13.

(a)

Aufgabe: Kommutierende Operatoren

H und B sind hermitesch, da offensichtlich

H'=H B'=8B
Die Eigenwerte von H lauten

Ay = hw, Ap, = —hw

wie man leicht einsieht, da H schon in Diagonalform ist. Die Eigenwerte von B lassen

sich berechnen tiber

det(B—XE3) = =X} (X4b)—b*(b+X) = —(X*4*)(B+X) =0 Ny, = b, Ny, = =D

Der Kommutator ist

0 2 0 0
[H. BjJ=HB—-BH=hwb| —i 0 0 | —hwb| — 0 0
0 01 0

Wir berechnen die Eigenvektoren von B. Zuerst zu Ay, = b. Dieser ist gegeben durch

1
lv1) = E

Denn es ist
. 0 b 0 )
— —b 0 0 1] =—F

2 2
\/_OO—b 0 v2

Fir A\,, = —b erhalten wir einen Eigenraum mit 2 Dimensionen. Wir wahlen daraus

03) = —
US_E

|[vg) =

= o O

denn es ist B |vg) offensichtlich —b|vy) und B |vs) = —b|vs) analog zu oben. Wie
wir sehen, sind die Vektoren schon normiert und sogar orthogonal gewéhlt (zu zwei

verschiedenen EW folgt das aus der Hermizitdt, zum gleichen EW sind die beiden
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Vektoren so gewahlt worden).

Diese Vektoren sind aber zugleich auch Eigenvektoren von H. Durch die einfache

Gestalt von H sehen wir namlich sofort, dass

Hlv) = hwloy)  Hlvs) = hwlos)  H |v2) = —hw|vy)
Damit bilden die |v;) eine ONB, die aus Eigenvektoren von beiden Matrizen gebildet
wird.

Wir benutzen einfach die ONB aus der Aufgabe davor. Diese erfiillt ndmlich schon

alle Bedingungen. Denn wenn wir als Basiswechselmatrix U wéhlen

0 0 1
_ i 1
i 1
V2 V2
Denn es ist
—wh 0 0
U-H-U = 0 wh O
0 0 wh
und
-b 0 0
U-B-U'=| 0 b 0
0 0 —-b

welche beide in Diagonalgestalt sind (mit den Eigenwerten als Diagonalelemente).
Aufserdem ist U unitér, da es aus den Vektoren einer ONB besteht (welche senkrecht

aufeinander stehen).

Die Operatoren H und B alleine sind noch kein v.S.k.O, da sie beide einen Eigenwert
besitzen, der entartet ist (—b oder —wh), also die Wahl der Eigenvektoren nicht

eindeutig ist.

Betrachten wir jetzt das Set H, B. Wie oben gezeigt kommutieren die beiden Ope-

ratoren und eine mogliche Eigenvektorbasis ware gegeben durch

1 1 0 1 —1
v)=—7=11 v) =10 V3) = —
‘ 1> \/5 . | 2> X | 3> \/i
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14.

Wir geben die dazugehorigen Eigenwerte von B und H an. Es ist
Bloy) =bloy)  Hlv) =hwlor)  Bloy) = —blvy)
H|vp) = —hwlvz)  Blvg) = =blvs)  H|vs) = hw|vs)

Wie man sieht, ist also die Charakterisierung der Eigdasenvektoren |v;) durch ihre
Eigenwerte eindeutig. Also bilden H und B ein v.S.k.O.

Da H eine so einfache Struktur hat, ldsst sich H? und vor allem die dazugehorigen

Eigenvektoren (und Werte) sofort berechnen. Es ist
H? = W*w’E;y

Damit ist h%w? der einzige Eigenwert zu den drei Eigenvektoren ey, e;, e5. Wie auch
schon fiir H konnen wir wieder eine Basis konstruieren, die ONB ist und Eigenvek-

toren fiir H? und B sind. Wir wihlen die selbe Basis wie oben, nimlich

] 7 0 ] —1
o) = —= | 1 [v2) = | 0 lv) = —=

V2 ) V2
Dann ist (analog zu oben)
Blvy) = b|vy) H? |vy) = R?w? |vy) Blvy) = —b|ve)

H? |vg) = h2w? |vg) Blvs) = —b|vs) H? lvg) = h2w? lvs)

Wie man sieht, ist die Charakterisierung diesmal nicht eindeutig. Also bilden H? und
B kein v.S.k.O.

Aufgabe: Storwelle

Wir berechnen die Lésung der Schrédingergleichung in einem Bereih ohne Potential
(dalso = # 0). Mit dem Ansatz

w — ez)@
folgt sofort
2mE . 2mE
A== 2 = +i4/— 2
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Wir setzen
2mE
pP=Al— 72

was reell ist, da £ < 0.

Wir wihlen dann zur Beschreibung der Wellenfunktion zwei Bereiche:

s Arer* + Ale ™ <0
AgeP™ + Abe™ P 1 <0

Aufgrund der Normierbarkeit fallen aber A} und A, sofort weg. Nun betrachten wir
noch die Anschlussbedingungen. Da v an der Stelle x = 0 stetig sein muss, folgt
Ay = A),. Die Sprungbedingung fiir die Ableitung bringt

2mVy
-

mVy mVp

2
YP(0) = —p—p=-— 72 = P = 72

¥, 9L =

Zur Bestimmung des Faktors A; = A, = A Normieren wir die Wellenfunktion (welche

reell ist, weshalb auf die komplexe Konjugation unterdriickt werden kann):

0 0o
/w(:v)Q dx = / A% dx + /AQeQ"“ dx =1
—00 0
Das entspricht (wenn man die Integrale 16st)
A% A2
2p  2p

Schlieflich kommt man auf das behauptete Endergebnis

e x <0
o= VP _ e

Ve " x>0

(b) Keine Aufgabenstellung

(c¢) Das Problem ist symmetrisch. Es reicht also in der Losung fiir (IDé einfach r mit —=z

zu vertauschen. Es ist also

q)r( ) 1 e—ipa:/h o 1_:meipa:/h, x>0

€Tr) =

g V2rh T ipm/h x <0
ik

o1



(d) (1) (woltho) = 1: Diese Relation wurde schon in der Aufgabenstellung a) bestétigt,
da die dort verwendete Variable A so gewihlt worden ist (damit iy normiert
wird).

(2) Es ist

0 o)
AN L px+ipx/h _ 1 pr—ipz/h d L/ ik —px+ipx/h d
Wolbn) =37 / ¢ T+in’ “"Vom ) 11’ X
—00 0

_ P —pz—ipz/h 1 —px+ipz/h ik —px+ipz/h
= — (& — —¢€ +-—)-= d
\/ 27rh/ 141k 141k x
0

oo
_ | / gietiop/m) _ L iatiprm) | M atipto/n) gy
2mh 1+1k I +ik
0

Wir benutzen jetzt die angegebende Formel auf dem Ubungsblatt, bemerken

aber gleich, dass p und p beide reell sind und deshalb der Exponent nie Null sein

kann. Deshalb bleiben nur noch die Briiche mit 7 im Zahler stehen.

Man erhéalt

[y i 1 i e 0
V2rh lip—p/h  1+ikip+p/h  1+ixip+p/h

[ p —p—ikp+ip/h—kp/h+ p+ip/h—ipk+ kp/h
2mh (1+ir)(ip — p/h)(ip + p/h)

Setzt man jetzt noch die Definition von

p

K:p—h

ein, so sieht man, dass sich die Summanden jeweils paarweise wegheben. Man

erhalt also wirklich

(%olty) =0

(3) Zeige
2rh (V| W,) = 27hd(p — p)

—0o0
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o
Integral zusammenfassen mit Integralgrenzen [ dx
0

00 —i(p—p )%/ i Ny
0

1—i/£)(1+i/£’) 1—ik 1 +ix

1 K=K "i—i_/{/ . / I p_p/ . 1
- h— I+ (2 — 2 ) — (2 _
(1 —’Lli)(l—l—z,‘il) <p—p’ p+pl +< +Z(KJ K‘)+ KK )7T ( ) ( +Z(/€ /i))ﬂ'(
= 2mhé(p — 1)

(4) Nicht bearbeitet.

(e) Wir berechnen zuerst die beiden Integrale. Diese lassen sich zu einem Integral um-

schreiben. Der Integrand lautet dann

—1 - ei% ipa’ e_ip’f/ + ei’%_iphg,c/ K2
e h — e h —
e L—in Tvin) U=+ in

Wir multiplizieren aus und benutzen die Exponentialdarstellungen von Kosinus und

Sinus. Man erhalt

plata’) - ( plata)
1 / (cos( )—f-/iSln( >)
o (p(m a:)) h h

h h 14 K2

7h

Kiimmern wir uns erst um den hinteren Teil. Bei der Integration substituieren wir

k=L
ph
und erhalten mit den Formeln auf dem UB
p/ cos (pk (x + ') + Ksin (pk (x + 2')) PIT —para) . T —plata’) (i)
_r dr :__|:_6pa:z _’__epacaci|:_p€pxac
T 1+ K2 m L2 2

0

Jetzt zum ersten Teil. Wir schreiben wieder um

1 plx—2a) L —ipshe—aty | in/h(e—a?)
s cos( 5 =57 [e +e ]

Bei der Integration lasst sich jetzt wieder die Formel von oben verwenden. Man erhélt
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nach Integrieren

= ‘p/m;—x’) *za/h(xi—x') o (‘x f) o (;)]

Nach den Regeln zur Deltadistribution wird dies zu

1 / / /
%[hﬁé(x—x)-l—hms(ﬁ—x)]:5@_95)

Uns fehlt jetzt nur noch der Term ohne Integral. Dieser ist

Yo(@)po(a’) = pe )

Dieser hebt sich also mit dem Term von vorher gerade weg und als Endergebnis bleibt
§(x — ')

und damit die Behauptung.

6. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 6

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Dienstag, 29.05.2012, 11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 30.05.2012
Aufgabe 1: Virialsatz 6 Punkte

Gegeben sei der (eindimensionale) Hamiltonoperator H = % +V(X). Zeigen Sie, dass fiir einen
stationdren Zustand % (X P,) = 0 gilt, und leiten Sie daraus den Virialsatz

i

LR VOO) =2 (52

2m

her. Benutzen Sie hierzu % = L([H, A]) + (ZA) fir A= XP,.

Was erhalten Sie fiir V(z) = A\2™ und speziell firn = 2?

Aufgabe 2: Harmonischer Oszillator 1 7 Punkte

Fiir den linearen harmonischen Oszillator mit den Energie-Eigenzustdnden |®,,) sind mit Hilfe
der Operatoren a und a' die folgenden Gréfen zu berechnen:

a) die Matrixelemente (®,,|X|®,) und (®,,|P|®,),
b) das Produkt (Az)(Ap) mit
(A2)? = (0] X2|0p) — ((n] X | D))
und analog fiir (Ap)?,

c) die Erwartungswerte der potentiellen und kinetischen Energie fiir die Zustande |®,,). Ver-
gleichen Sie das Resultat mit dem von Aufgabe 1.

Aufgabe 3: Harmonischer Oszillator 11 7 Punkte‘

Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator der Masse m und Frequenz w. Sein Zustand sei zur
Zeit t = 0 durch

[W(0)) =  cal,)
gegeben, wobei die |®,,) stationdre Zustinde zu den Energien (n + 1/2)kw sind.

a) Wie grof$ ist die Wahrscheinlichkeit P, dass eine Energiemessung zu einer beliebigen Zeit
t > 0 einen Wert grofler 2hw liefert? Geben Sie im Falle P = 0 die nichtverschwindenden
Koeffizienten ¢, an.

b) Fiir den Rest der Aufgabe seien nur ¢y und c¢; ungleich Null angenommen (auch fiir Teil c)
und d)). Geben Sie Normierungsbedingung fiir |¥(0)) und den Erwartungswert der Ener-
gie (H) als Funktion von ¢y und ¢; an. Berechnen Sie |¢y|? und |c;|? unter der Annahme,
dass (H) = hw ist.

c) Im Folgenden sei ¢y > 0 angenommen. Dadurch wird der Phasenfaktor des normierten

Zustands |¥(0)) festgelegt. Des Weiteren sei (H) = hw und (z) = 34/ % Berechnen Sie
dann den Wert fiir 6, in ¢; = |c1| exp(if;).

d) Berechnen Sie mit dem so festgelegten |¥(0)) den Zustand |¥(¢)) fiir ¢ > 0 und bestimmen
Sie den Wert fiir 61 zur Zeit t. Was ist der Erwartungswert von (x)(t) zur Zeit ¢?



15. Aufgabe: Virialsatz

Wir zeigen zuerst, dass

d
E<XP$> =0

gilt. Wahle dazu ¢ als einen stationdren Zustand. Er ist also eine Losung der Eigenwert-

gleichung
H ¢ (t)) = E¢(to))

zur Zeit t = ty fiir eine Energie E. Der Zustand zur beliebigen Zeit t ldsst sich dann

darstellen als

[0(t)) = e M (k)

Berechnen wir also jetzt den Erwartungswert von X Px zur Zeit t. Er ist gegeben durch

(XPp)(t) = ()| X Py [1h(t)) = (e FU0) P (t0)| X P, e~ P10l Map(ty))
= B0 e =iBE=t)/ (4 (10)| X Py [1h(te)) = (X Py)(to)

Wie man sieht gibt es keinen Unterschied zwischen der Zeit ¢, und der beliebigen Zeit t.
Also muss der Erwartungswert konstant sein.

Wir benutzen die Formel auf dem Ubungsblatt und erhalten

d 0
= —(XP,) ==(H,XP, XP,
0= S{XP) = +{[H,XP]) + (9XP)
=0
Der letzte Summand muss Null sein, da weder X noch P, direkt von der Zeit abhéngen.
Betrachten wir jetzt den Kommutator:
[ X
|H,XP,|=X[H,P,]+ [H,X|P, = [V(X),X]| P, + —[P:, X| P, + X[V(X), P.| + — [P, P,]
— 2m 2m ~——
=0 =0
2P,
2m

[P, X] Pp + X[V(X), Py
——

=—ih

Mit dieser Losung erhalten wir

0= % <—2m% + X[V(X),Px]> —2 <£§> + i<X[V(X),Px]>

und daraus die Behauptung

2m

2(52) = HXP V(X))
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Setzen wir jetzt

V(X)=AX"
so erhilt man
7 A A 1
—(X[P, V(X)]) = —(X[Ps, X"]) = —(XnX""" [P, X]) = nA(X")
und damit

oder speziell fir n = 2

Dies kennen wir schon aus der klassischen Mechanik: auf der linken Seite steht die po-
tentielle Energie (eigentlich natiirlich ihr Erwartungswert) und auf der rechten Seite die

kinetische Energie.

16. Aufgabe: Harmonischer Oszillator I

(a) Durch die Definition von a und a' wissen wir

h mwh
\/ 50 (a'+a) AV (a" — a)

Benutzen wir jetzt noch die Aufsteige- und Absteigeeigenschaften von a und a' mit

af |¢n> =vn+1 |¢n+1> a |¢n> = \/ﬁwn—l)

so kommt man auf

(6l X V6) =\ o {6l @ +0) 6 = 4 5 (0l [V Thbi) + VTl

und da die ¢,, eine ONB bilden und damit

gilt, folgt daraus

h
(Gl X 16m) = | 5= [V F Tt + Vs
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Fiir die Berechnung zum Impuls dndert sich nur der Vorfaktor und das Vorzeichen.

Sie kann deswegen analog iibernommen werden. Man kommt auf

<¢m| P |¢m> = l\/ mTwh [\/ n + 15m,n+1 - \/ﬁ(sm,n—l

(b) Wir sehen schon in den obigen Formeln, dass fiir n = m der Erwartungswert von P

und X verschwindet, da n —1 # n # n+ 1 fiir jedes n gelten muss. Des Weiteren ist

h
X2 = m ((GT)z + aCLT + GTG + a2)2

und damit mit den Aufsteige- und Absteigeeigenschaften (siehe oben)

<¢n| X2 ’¢n> = <¢n| [GT vVn + 1 |¢n+1> +avn+ 1 |¢n+1> + aT\/ﬁ ‘¢n—1> + a\/ﬁlaﬁn—lﬁ

(@l [VAF TV F2[6012) + (1 +1)[60) +1[6,) + Vi = v/ [é0)|

h
2mw
h
2mw
Auch hier wenden wir wieder an, dass die ¢,, eine ONB sind, weshalb nur die Produkte

mit (¢, |p,) stehen bleiben. Man erhalt

<¢n’X2|¢n>=%(n+1+n):i(n+_)

und damit

_mw 2

<Aw>2:<¢n|x2|¢n>—i(n+1) A i(n+_)

Fiir den Impuls benutzen wir

mwh

P? = - ((a")? + aa’ — a'a + @)
und erhalten analog wie oben
(Ap)2 = (¢n| p? |Pn) = _mTWFL (¢nl [\’ nA+1Vn+2|pnia) — (n+ 1) [dn) +1ldn) — Vi — 10 |pn

h 1 1
:%(n—l—ljtn):mwh(n—i—é) = Ap:\/mwh(n+§)
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Damit ist das gesuchte Produkt
1
AxAp =h (n + 5)

V(X)) = <%mw2X2> = %mwQ(XQ) = %mw2 [(AX)? + (X)?]

(c) Es ist

Wie wir oben gesehen haben, ist (X) = 0 und damit

(V(X)) = 1mwQ(AX)? ~ L (n + 1)
2 2 2
Fiir die kinetische Energie gilt:
L 2 2
(T) = 5 (P*) = 5 [(AP) +(P)?

Wieder benutzen wir, dass (P) = 0 und damit

(T) = ——(AP)? = %ﬁw (n + 1) = (V(X))

2m
Wie wir oben schon gesehen haben, gleichen sich Erwartungswert von kinetischer

und potentieller Energie in diesem Fall.

17. Aufgabe: Harmonischer Oszillator 11

(a) Es ist

oo

P(E>2hw)= > P ZP = (n+1/2)hw)

E=2hw
Jeder Messung in der Quantenphysik entspricht ein Operator und die Energiemessung
wird trivialerweise durch den Hamiltonoperator repréasentiert. Seine Eigenwerte sind
in diesem Fall gerade E,, mit den dazugehorigen Eigenvektoren ¢,, also die stationaren

Zusténde. Es ist also (wenn wir annehmen, dass ¢(0) normiert ist)
P(E > 2hw) ZP = (n+1/2)hw) = Y [{dal () P =Y [{6al U(2,0) [4(0))
n=2 n=2

mit dem Entwicklungsoperator U. Nun ist 1(0) eine Linearkombination auf den

stationdren Zustanden ¢, und die Wirkung von U auf diese Eigenzustdnde ist sehr
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einfach:
U(t,0) [¢n) = e "F/" |g,,)
Wir konnen deshalb schreiben

2
00 e )

P(E > 2hw) = cie E (g 10N = cpe  Ent/h g cn)?
2|2 o) = 2l =2

Damit die Wahrscheinlichkeit jetzt O ist, diirfen also nur noch die Terme ¢y und ¢;

stehen bleiben (was auch sinnvoll ist!)

Die Normierungsbedingung liefert

(1(0)[1(0)) = (cogo + c1¢1|cogo + c1¢1)
Wir nutzen die ONB-Eigenschaften von ¢, ¢; und erhalten
((0)[2(0)) = leol* (ol do) + ler|* (Bl dr) = [eol” + Jea]®

Damit die Normierung erfiillt ist, muss dies Eins sein. Der Erwartungswert in diesem
Zustand fiir H ist

(H) = (¥(0)] H [¢(0)) = (codo + c1¢1| H |cogo + c1¢1)
Die ¢y, ¢1 sind Eigenvektoren von H zu den Eigenwerten Ej, F1, also

(H) = {cogo + c1¢1|coEodo + c1 E1¢1)

und damit analog zu oben (mit dem Ergebnis aus der 2)

1
(H) = |co|*Eo + |e1|* By = hw (§|CO|2 + —|Cl|2>

1= |col® + |ea| (1)
1 3
1_5\00! +§lcl\2 (2)
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Wir subtrahieren (1) von 2 mal (2) und erhalten

1
0l =1 = |af? =l = 5

Damit die Aussage ¢y > 0 iiberhaupt einen Sinn hat, muss ¢y reell sein. Da es laut

Aussage auch positiv ist und die Beziehungen von oben weiter gelten, gilt

Co —

Sl

Fiir den Erwartungswert von X gilt

(X) = (copo + c101]| X |codo + c161)

und aufgrund der Linearitét

= [eol? (o] X |o) + cher (o] X |d1) + coct (1] X |do) + |ea|” (f1] X [ 1)

Die einzelnen Summanden sind gerade die Darstellung von X in der Basis der Ei-
genvektoren. Diese wurde schon in der vorherigen Aufgabe berechnen. Wir wissen

also

h
Xoo=X11=0 X0 =Xo1 = pw——
mw

und dies liefert

h . 1 [h 1 [n )
(X) = M(COCHFCOQ)ZE %(01+01):§ m(cﬁrcl)

Damit die Bezichung fiir (X) auf dem Ubungsblatt erfiillt ist, muss gelten
c1 + CT =1

Setzen wir jetzt noch

= |cl|eie

und

al = 5
wie wir von vorher wissen, so erhélt man

1:cl+c*{:i[ei@+e’i@] =

7 2c0s(0) = V2 cos(0)

Sl
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Es muss also

cos© = % = 0= %
Wir haben bisher gefunden:
|4(0)) . |0} + . ©¢n)
= — —e
V2R '

Fiir die Zeitentwicklung benutzen wir wieder den Zeitentwicklungsoperator U und

seine einfache Wirkung auf die Basisvektoren ¢,,. Man erhélt

|wm—U@@W@wQ%WWMMHQ%Wf%an

Man erkennt den neuen Phasenfaktor

3 ™ 3
®t_@_E1t/h_®_§tw_Z_§tw

Beziehungsweise den Unterschied zwischen den beiden Anteilen

3 1 T

Fiir den Erwartungwert von X gilt jetzt

(X)) = (co(t) o + c1(t)p1| X [co(t)do + ca(t)r)

Wie man sieht, ergeben sich die selben Formeln wie in der Aufgabe davor, wenn man

nur immer die zeitabhéngigen Vorfaktoren benutzt. Man erhélt also

(X)(t) = 2ZW(623(75)01(75) + co(t)ei(t))
mit
Co(t) — Le—z’Eot/h e (t) _ ieiee—mlt/h

V2 V2

erhilt man
* 1 iBot/h _i© —iE1t/h 1N * * « 1 e
Glt)er(0) = e PR BIN = S8 (1)ei(1) = (cht)ea(t)” = e

und damit



7. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 7

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 04.06.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 06.65.2012
Aufgabe 1: Gauf$sches Wellenpaket im HO 8 Punkte

Die Wellenfunktion ¥(z,t) = (z|¥(¢)) fir ein Teilchen der Masse m sei zum Zeitpunkt ¢o = 0
durch ein Gaufisches Wellenpaket gegeben:

U(z,0) = (%) : exp <—%ﬂz(x - a>2)

Das Teilchen befinde sich im Oszillator-Potential V (z) = imw?2? mit 8 = \/mw/h.

a) Berechnen Sie ¥(x,t). Schieben Sie hierzu in (z|¥(t)) = (z|e~*7*/"|¥(0)) einen vollstandi-
gen Satz von Energie-Eigenfunktionen |¢,,) ein.
Zur Berechnung konnen Sie die folgenden Relationen fiir die Hermite-Polynome gebrau-
chen:

/ T dte D H () = VA2a)"

- Hn(f) n o __ )2
nZOT)\ = exp(=A+2X).

b) Die Wahrscheinlichkeitsdichte |¥(x,t)|? kann in die Form

gebracht werden. Was ergibt sich fiir den Erwartungswert (X) und die Breite Ax?

@ (2, 1)

c) Vergleichen Sie die Resultate mit den bekannten Ergebnissen fiir das freie Gaufssche Wel-
lenpaket.

Aufgabe 2: Pauli-Matrizen 6 Punkte

Es seien o; (i = 1,2, 3) die Pauli-Matrizen und 1 die 2 x 2 Einheitsmatrix.

a) Verifizieren Sie fiir den Spezialfall i = 1, j = 2, dass gilt:

{0i,0;} = o0i0j+0j0,=20;;1,
[0i,0;] = 0,05 —0j0; = 2i€;j,0k -
b) Mit Hilfe von a) soll gezeigt werden, dass fiir beliebige Vektoren @, b € €? die Identitit
(G-@)(G-b)=ad-bl+id-(axb)
gilt.
c) Eine beliebige 2 x 2 Matrix M sei definiert durch

M=al+a-o, ap,a1 € C.

Wie kénnen ap und a; durch die Spuren Sp(M) und Sp(o; M) ausgedriickt werden?

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 7

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 04.06.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 06.65.2012
Aufgabe 3: Operatoridentitiiten (freiwillig) 6 Bonuspunkte

Beweisen Sie die folgenden Operatoridentitdten:

a) Die Baker-Hausdorff-Identitit:

<1
eBe™4 = —[A, By,
Lo n!

wobei [4, Blo = B, [A,B]1 = [A,B], [A, Bl = [A,[A,B]], ...

Hinweis: Betrachten Sie die Taylorentwicklung der Funktion F(z) = e® Be~*4 in der reel-
len Variablen z.

b) Falls der Kommutator zweier Operatoren A und B mit diesen kommutiert, gilt die folgende
Beziehung:
eAeB — oA+B 1[A.B]
Hinweis: Betrachten Sie die Taylorentwicklung der Funktion F(z) = e*4¢*® und wenden
Sie die Baker-Hausdorff-Identitit an.



18. Aufgabe: Wellenpaket im harmonischen Oszillator

Wir benutzen

1/4 1 e 2
(lon) = u(a) = ()" oyt (|2 ) 5

und mit der Definition von  auf dem Blatt

52)1/4 1 M

T 21

o) = (

(a) Wir schieben ein

U(a,t) = (z|e(t)) = (z]e” M (Z |6n) <¢n\> [0(0)) = Y (al e M §n) (Gul(0))

n

Nun nutzen wir noch aus, dass die ¢,, Eigenvektoren von H sind:
= > (wlgn) (al(0))

Wir betrachten zuerst das Skalarprodukt am Ende in Ortsdarstellung

B 62 1/4 BQ 1/4 1  (Ba)? 1 (B pa)?

nach der Substitution © = Sx und quadratischer Ergdnzung im Exponenten erhélt

man

1
vVarnlr

Ba 1 (8a)

wenn man die Formel auf dem Ubungsblatt mit o = 6—2" benutzt. Jetzt konnen wir

/ du H,(u) exp

zusammensetzen

By B Yt _ea? 1 o _(Ba)?
o, t) =y e — = Hn(Br)e” 2 (Ba)"e™

n

und etwas umgestellt mit der Formel fiir die Energieniveaus

_ (6_2)“4 o {_ (B2 _ (Ba)® _ g] > (5) Ha(B)

T 2 4 2 2 n!
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Wir benutzen wieder eine Formel vom Ubungsblatt

1/4 : —itw 2
_ (g) exp [_ (Bx)? B (Ba)? B Zt_w} exp [_ (6 5@) +€—itw52ax]

2 4 2 2
Wir stellen um zu

1/4 1 —itw )2
¢(flf,t> - (g) exp [_5_2 <l’2 + CL_2 -+ Zt_w + (6 a') _ 2€_itwa$>]

Dann ist der Betrag gegeben durch das Produkt aus v und seinem komplex konju-

giertem:

2 2 —iwt , \ 2 iwt O\ 2 ‘ .
[ (z, t)|? = \\;_Q_ﬁexp [—52 (xQ + % + (e 5 &) + (e 5 a) — e “ax — e“"%zx)]
s

Die Exponentialfunktion lisst sich mit quadratischer Ergdnzung umformen, denn

e—iwta 2 eiwta 2 CL2 CLQ ot it 2 2 2
o) Tl ) Ty E e = ateosi(wr)

und
e “az + e“'ar = 2ax cos(tw)
und damit
[v(z,)]* = V25 exp [— 4% (2% + a® cos?(wt) — 2az cos(tw))] = V25 exp [—4% (z — acos(tw))ﬂ

V2 V2

Die Formel auf dem Ubungsblatt ist also fiir

1
Ax = \/__25 (X) = acos(tw)

erfiillt.
Fiir ein freies Wellenpaket hatten wir fiir den Mittelwert

<X> = Uot

erhalten. Auch hier erhalten wir ein dhnliches Ergebnis: Der Erwartungswert verhélt
sich wie im klassischen Fall ein Teilchen. Es fiihrt eine Schwingung (Cosinus-Term)

mit der Frequenz w und der Amplitude a aus. Fiir die Breite des Wellenpaketes ergibt
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sich jedoch etwas anderes. Das freie Wellenpaket floss auseinander. Das Wellenpaket

im HO besitzt immer eine fest definierte Breite (zeitlich und rdumlich konstant).

19. Aufgabe: Pauli-Matrizen

Wir benutzen im folgenden die Darstellung der Paulimatrizen in der Basisdarstellung aus

1) und |0), also
o1 =[0) (L[ + [ O] o2 =i(|1) (0] —[0)(1]) o5 =10) (0] —[1) (1]
(a) Fiiri =1 und j = 2 gilt:
{o1, 02} =i (|0) (1 +[1) (O]) (1) (O] = [0) (1]) + 4 (1) O — [0} (L]) (|0) (1] + [1) (O])
Dann nutzen wir die Orthonormalitéit von [0) und |1), also
=i (|0) O] = 1) (1] + [1) (1] = |0) (0]) = 0 = 20151
und stark analog
(o1, 2] = i (J0) (L] + 1) (O]) (1) O = [0) (1]) — 4 (]1) (O — [0} (L]) (|0} (1] + [1) {O])
und wieder
= i(10) (0] = [1) (1] = [1) {1+ ]0) {O[) = 2i (|0} (O] — [1) (1]) = 2iose 123
und damit die Behauptungen,
(b) Mit den Formeln aus der a) gilt vor allem fiir alle i, j:
20,0, = {04,005} + [04,0,] = 26,51 + 2icijn0%

und damit
(0_3 . a:) (5 . I;) = (Z UiCLi) (Z O'jbj) = Z aiajaibj = Z ((Szj]l + ?:Eijka'k) aibj
i J 1,5 1,

wir ziehen die beiden Summanden auseinander:

7 1,7

= Z 5,~jaz~bj]l + Z isijkakaibj = Z aZbZ]l + iO’k Z €Z‘jkaibj =a- g]l + 10 - (6 X g)
%, 1,7
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20.

und erhalten damit die Behauptung.

Zuerst erkennen wir, dass die Pauli-Matrizen selbst spurfrei sind (Betrachte dazu ein-
fach die Matrixdarstellung!). Wir bezeichnen mit oy im Folgenden die Einheitsmatrix
1. Dann ist

3
M:a000+a101+a202+a303: E a;0;
1=0

Vor allem ist
3
Sp(M) = Sp(aoM) = > a;8p(0;) = aoSp(a0) = 2aq
i=0
und fiiri = 1,2, 3:
3

Sp(o; M) = Sp(ago;) + a;Sp(o;0;
p(o:M) = Sp(ago:) + Y _ a;Sp(00;)

=0 J=1
da die Paulimatrizen spurfrei sind. Wieder benutzen wir die Beziehung aus der a)

3 3
= Z (stp (61']'0'0 + igijko-k) = Q; Sp (0'0) + Z Sp (iEiijk) = 2CLZ'
o N—— N———

=2 J=1 =0

Aufgabe: Operatoridentititen (freiwillig)

Wir bilden die erste Ableitung:
F'(r) = " ABe™™* + " Be " (—A) = ¢"*ABe ™" — e"*BAe™"4

Wir haben hier benutzt, dass A und e*4 vertauschen.

Beweis: Benutze die Potenzreihendarstellung von

A = Z %(wA)” = Z %x”A"

n n

und da A trivialerweise mit A™ vertauscht, gilt auch

[e*4, Al =0

Wir erkennen hier schon eine Gesetzmafigkeit

F'(x) = AF(z) — F(2)A = AFO(2) — FO(2)A

69



welche allgemein

FOrD(z) = AF™ (z) — F™(2)A

heiftt. Der Induktionsanfang wurde schon bewiesen und der Induktionsschritt ist

trivial, da
FO () = (F™ (1)) = (AF® Y (z) — F*D(2)A) = AF™(2) — F™ () A

Vor allem ist

Auch hier benutzen wir wieder Induktion:

Indunktionsanfang: Es ist
F'(0) = AF(0) — F(0)A= AB— BA = A, B];

Induktionsschritt: Sei

Dann folgt

und damit die Behauptung.

und damit die Taylorentwicklung um die Stelle x = 0:

=1 > 1

=D S F0" =)

| l

n=0 n: n=0 n:

Jetzt lasst sich dies zusammensetzen:

=1 > 1
A E— E—
¢"Be =D SFPO1r =3 —[A

(b) Wir machen das anders: Definiere die Operatorfunktion

F(t) = eet?
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Fiir sie gilt:
F'(t) = Ae' e + e Be'P = (A4 e Be " F(t) = (A+ B +t[A, B])F(t)

wobel wir im letzten Schritt die Formel aus der (a) benutzt haben. Dies ist eine

Differentialgleichung fiir F'(¢). Wir machen den Ansatz
F(t) =
und erhalten damit
t2

N(t) = A+ B+1A,B] = At) = t{A+ B) + Z[4, B]

Da (A+ B) nach Voraussetzung mit [A, B] vertauscht, vertauschen auch die einzelnen

Potenzreihen und damit

F(t) = et(A+B)+§[A,B] _ et(A+B)e§[A,B]

Fiir t = 1 folgt die Behauptung.

8. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 8

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 11.06.2012, 11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 13.06.2012
Aufgabe 1: Harmonischer Oszillator 111 7 Punkte

Gegeben sei der eindimensionale harmonischen Oszillator. Betrachten Sie normierte Eigenzustdnde
zum Absteigeoperator a, a|la) = a|a), a € C.

a) Berechnen Sie den Erwarungswert der Energie (H), und die Breite AE
b) Berechnen Sie die Erwartungswerte des Ortes und Impulses.

c) Berechnen Sie die Koeffizienten ¢,, in der Entwicklung nach Eigenfunktionen des Hamil-
tonoperators

la) = E cnln) .

n=0

d) Das System befinde sich im Zustand |«). Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung
P(n), das System in einem Zustand mit Energie E,, = (n + 3)hw zu finden. Wo liegt das
Maximum der Verteilung?

e) Berechnen Sie die zeitliche Entwicklung des Orts- und Impultserwartungswertes.

Aufgabe 2: Zweizustandssystem 6 Punkte

Betrachten Sie das Zweizustandssystem mit dem Hamiltonoperator
E
T
W E
: e 1 N . 1 0
Eine Basis fiir die Zustdnde des Systems sei durch |+) = 0 und |-) = ) gegeben.

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und zugehorigen Eigenzustidnde in dieser Basis.

b) Diskutieren Sie das Verhalten der Eigenwerte und Eigenzustdnde von H fiir die Falle
(i) &1, 82 < loder &1, £2 > 1
(i) By ~ Es

c) Betrachten Sie den Fall £y = E». Das System befinde sich zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand
|[+). Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit das System zu einem spéteren Zustand im Zustand
|—) zu finden?

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 8

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 11.06.2012, 11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 13.06.2012
Aufgabe 3: Spin im Magnetfeld 7 Punkte ‘

Ein Teilchen mit Spin 1/2 und dem magnetischen Moment M = ~S befinde sich in einem Ma-
gnetfeld By mit B, = —wg /v, By = —wy /v, B; = —w. /7.

a) Zeigen Sie, dass der Zeitentwicklungsoperator U (¢, 0) (mit |¥(¢)) = U(¢,0)|¥(0))) durch
U(t,0) = e "M?

gegeben ist, wobei

M = %[waw + wy Sy + w.S;]

mit S, = gax, Sy = gay, S, = gaz in der Basis {|+), |—)} der S, Eigenvektoren (o; sind
die Pauli-Matrizen). Berechnen Sie die Matrixdarstellung von M in dieser Basis. Zeigen Sie,

dass
M? =wi/41, w0:—7|§0| .

Bringen Sie den Operator U in die Form

wot 21 . wot
= e _ — e —— .
U(t,0) cos( 5 ) o M sm( 5 )

b) Zur Zeit t = 0 befinde sich das System im Zustand |¥(0)) = |+). Zeigen Sie, dass die
Wahrscheinlichkeit P (¢), mit der man den Zustand |+) zu einer beliebigen Zeit findet,
durch

P (t) = [(+|U (¢, 0)]+)[?

gegeben ist und leiten Sie folgende Beziehung her

2 2
Wy + Wy

Piy(t) =1 — ——Lsin? (7) )

)



21. Aufgabe:

(a) Wir benutzen

1
thcu(aTa+§>

Dann

(#) = s (a1 3 o) + falalale) ) = o (a%a+ 5)
und

(H?) = (hw)? (<al alaa'ala) + a’a + i)

Wir benutzen aa’ = 1 + a'a und kommen auf

_ (hw)? <2aa* (a0 + }1)

Damit ist
(AE) = (hw)’|af”

h mwh
p— T f— 1 T _—
X =4/ 5 (a'+a) P=i 5 (a" — a)

und erhalten recht schnell

(b) Wir benutzen

6 =@ +a)  (P) =iy "o~ )
(c) Benutze
= Lo
und damit o o
en = {ala) = (0] = o) = ey

Die Normierungsbedingung fiihrt auf

n

Cg@a*a =1 — Cp = jm 6_(|O“2)
(d) ap
ol a2
P(n) = | {nfa) [* = & —e~(er

Dies ist eine Poissonverteilung und das Maximum liegt bei [|«]?. Die Gaukklammern

sind n6tig, da « nicht zwangslaufig ganzzahlig ist.

4



(e) Fiir die Entwicklung von |a) gilt:
la(t)) = U(t,0)|a) = Ze e )

= Faln)
iEnt
()] = 3 (nl ¥

Daraus folgt

Xa(t)) = 2;;} (@' +a) a(1)
=\5.5 Ze e (Vntlln+ 1) +vnln—1))
(X) (1) = (a|X|a(t) = Y e, %(\/n F1(m,n+1)+ v lmn+1)

n,m

it(Epy1—En) _it(Bn—Epqq
= E (e R CnChVn+1+e R cncfl_l\/ﬁ)
n
h ; 2 « n . 2 | n
_ eztw § ef|a| Oé*‘ ’ + efztw 2 €7|a\ Oé| |
2mw n! n!
n

— /% (eitwa 4 efitwoé*)

2an| | ( itw+p + e—itw—ap)

2h
=/ —|af cos(wt + )
mw

wobei a = |a|e®. Analog gehen wir auch bei der Rechnung fiir den Impuls vor.

(P) (1) = iy P [ (e"e — )
—V2mwh|a| sin(wt + ¢)

22. Aufgabe:

(a) Wir bestimmen die Eigenwerte:
- X |44
det | = 1By — X(By + E) + X2 - W2 £ 0
w Ey— X

)



Fiir die Eigenwerte ergibt sich also

1
Xip=5 | Ert B & V(B — Ey)? +4W2
5

Damit kénnen wir die Eigenvektoren berechnen, wir fithren dies exemplarisch fiir X,
durch:

o Xl_(%El—%Eg—%S W )
o X1=

W 1B + 1B, - 15

E,—FE,—S 2W
2W Ey—F — S

FE1—FEs+ (E17E2)2+4W2
’Ul = 2W
1

FE1—FEo— (El—E2)2+4W2
Vg = 2w
1

Der Eigenvektor ist also

und analog

(b) (1) Fiir £t 22 << 1:

wr»Ww
1
X1’2 == 5 <E1 + EQ :i: \/(El - E2)2 + 4W2>
1 (Ey — Ey)? B+ Es
= | B+ E+ g =
5 1+ E+W e + 5 W
———

~0

und mit dquivalenter Umformung

Blz 4 +1
m:(wl =7 )=

Hier ist die Kopplung so stark, dass die Energien in Relation zur Kopplung nur
einen geringen Abstand haben. Die Eigenwerte werden um den Mittelwert der
Energien verschoben, sind somit aber nur von W abhéngig. Die Eigenvektoren
sind nur noch von der Differenz F; — E5 und nicht mehr von den Energien selbst
abhingig. Die Kopplung fiihrt zu einer Uberlagerung von |+) und |—) im Grenz-
fall.
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Fir %, % >> 1:

(B— B AW
(E1E,)? (E1Es)?
——’

~0

1
Xio = 3 Ey+ Ey £ BBy

1
- §(E1 + EQ :i: ‘El - EQD

—F.

wobei £y = max(E;,E;) E_ = min(E, Es)

FE1—FE> + |E1—Es>)|
v _ 2W 2W
1,2 —

1

Dafiir ergibt sich je nachdem, ob E; > E5 oder umgekehrt:

0 B —F»
oder w
1 1

Hier sind die Eigenwerte einfach die Energien selbst, da die Kopplung keinen
Einfluss mehr hat. Die Eigenvektoren sind wieder nur von F; — E5 abhéangig. Im

Grenzfall gehen die Eigenvektoren auf

() = )

Fir E1 X EQZ

1
Xig==- | E+E+ \/(E1 —By)? A2
> gl

~0

1
mit derselben Umformung

BB 41 +1
V1,2 = 2 =
’ 1 1

Es ergeben sich dieselben Ergebnisse wie im Fall Fy << W, By << W, weil es

7



immer nur auf die Differenz ankommt. Auch hier fiihrt die Kopplung im Grenzfall

auf eine Uberlagerung von |+) und |—).

(C) E1:E2:E

23.

Eigenwerte: £+ W

Eigenvektoren miissen normiert werden:

1 1
LD =

Entwickeln von |+) , |—) nach Energie-Eigenzusténden

) = (1,-1)

+) = (|T> + 1)

%I

=) = (|T> )

SI

Zeitentwicklung von |+):

E4+W E4+W

e ERI ) 4 e ERE )

8= (e

Die Wahrscheinlichkeit zu einem spéteren Zeitpunkt |—) zu messen ist

P =1k P =sint (1)
h
Aufgabe:

Es ist
H=—-MB= Wy Sg + wySy + w5,

nach Definition. Dann
U(t’()) — e—ZHt/h — e—th

mit
M:1< Wy wx—zwy)
2 \w, — iwy —w,
und
M? = iwg]l

78



indem man die Definition der S einsetzt. Entwickle die e-Funktion in U in eine

Potenzreihe und benutze

Daraus folgt die Behauptung sofort.

(b) Der Anfangszustand ist |[+). Dann ist die Wahrscheinlichkeit

Py = | (+ U(t,0)|+) |2

2

9. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 9

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 18.06.2012, 11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 20.06.2012
Aufgabe 1: Drehimpuls 1 6 Punkte‘

Betrachten Sie einen Eigenzustand zu L, und L? mit den Eigenwerten im und h2l(l + 1). Alle
folgenden Erwartungswerte beziehen sich auf diesen Zustand.

a) Zeigen Sie, daf8 (L,) = (L,) =0.
b) Berechnen Sie [L,L,, L.] und verwenden Sie das Ergebnis, um zu zeigen, da8 (L2) = (L2).
¢) Berechnen Sie (AL,)?. Kann AL, verschwinden?

d) Es sei 7i ein Einheitsvektor und Ly = 7 - L die Drehimpulskomponente in Richtung 7.
Berechnen Sie (Lj).

Aufgabe 2: Drehimpuls 11 7 Punkte

Es sei eine Wellenfunktion der Form

w(@ = 1) (14752

r

gegeben, wobei r = || und die Wellenfunktion ) normiert ist.
Beantworten Sie fiir diesen Zustand die folgenden Fragen:

a) Wie grof sind die Erwartungswerte von L, und L??

b) Wie gro8 ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von L? die Werte 0, 242, 652 zu fin-
den?

c) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von L. die Werte 0, £/, £2h zu
finden?

Aufgabe 3: Drehungen und Drehimpuls 7 Punkte

Die nachstehende Abbildung R® — R? stellt fiir |ii|?> = 1 eine Drehung um 7 mit Drehwinkel ¢
dar:

R(71, )T = (- )T — 7 X (71 X T)cosd + (7 X T)sin ¢
a) Berechnen Sie R(7, ¢) fiir einen infinitesimalen Winkel ¢.

b) Bestimmen Sie die Erzeugenden A;

d o
A; = %R(n( ), 8)]s=0

der Drehung, wobei der Vektor 77(¥) durch ny) = J;; gegeben ist.
c¢) Berechnen Sie fiir die Operatoren M; = ihA; die Kommutatoren [M;, M,].
d) Zeigen Sie, daf3
1+%5ﬁf, L= —ihZxV
angewendet auf differenzierbare Funktionen f(Z) eine infinitesimale Drehung des Argu-
ments erzeugt.



24.

(a)

Aufgabe: Drehimpuls 1

Es ist zuerst einmal nach Definition der Basisvektoren

(Ly) = ({I,m| Ly [I,m) = (I, m| /Il +1) —m(m + 1) [l,m+1) =0

da m # m + 1 und die Vektoren eine ONB bilden. Aus dem selben Grund

(LY = (I,m|L_|l,m) = (I,m| /Il +1) —m(m —1)|l,m —1) =0

Damit ist

1

N | —

und . .
<Ly> = Z <lam’ L+ |l7m> - 5 <l7m‘ L |l7m> =0

Es ist nach den Regeln der Kommutatoren
[LoLy, L) = Lo[Ly, L.] + [Ly, L.)L, = ihL, Ly — ihL,L, = ih(L — L2)

Gleichzeitig ist aber

1
LiLy= (L + L)(Ly = L) = (L3 + L-Ly = LyL_ — L)

Die gemischten Produkte wurden schon in der Vorlesung berechnet. Man erhalt

1
LyLy= (L2 = [2 4 L2 = [2 = hL.— [* 4+ [} — hL? — [?) =

1
= L? — 2 —2hL?

7
und daraus

h
[LxLya LZ] = 9

—Z-(LQ— —L%)

wobei die Vertauschungsrelationen von L, bzw. L_ mit L, benutzt wurden. Vor

allem ist aber

(L2 = (I, m| L2 |l,m) = (I, m| ®*\/I(L + 1) — m(m + D)\/I(l + 1) —m(m +2) |l,m +2) =0

und fiir (L?) = 0 analog. Damit
1
(L3) = (L) + = {(LaLy, La]) = (L)

=0
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(c) Mit dem Ergebnis oben ist
(ALY = (I2) — (L) = {12) = S{12 + I3 = S((2%) — (12)

Da der Zustand |l.m) Eigenzustand zu L? und L, ist, ist dieser Erwartungswert

jedoch sehr einfach:
(LY = A1+ 1) (L?) = h*m?

und somit o
(AL,)? = ) (11 +1) —m?)

Fall 1: m # 0 Fiir m gilt dann nach Vorlesung
m| <l = m* <P <I(l+1)

und damit vor allem
m? # 11 + 1)

Somit kann (AL,) nie verschwinden.

Fall 2: m =0 Fiir [ = 0 ist auch m = 0 und damit auch (AL,) = 0. Dies ist der

einzig mogliche Fall.

(d) Sei 71 = (ny,ne,n3)T vorgegeben. Dann ist

(Li) = (niLy+noLy+nsL,) = ny (Ly) +no (Ly) +n3(L,) = ng (I,m| L, |l,m) = ngmh
— =~

=0 =0

25. Aufgabe: Drehimpuls I1

Wir wahlen als Basis die

Yim(r) =Y,"(0, 0)

mit ihren bekannten Eigenschaften
L (v) = UL+ )Ry m(r)  Lathym(r) = mhtym(r)

Wir wollen den gegebenen Zustand i) nach diesen Basisvektoren entwickeln. Betrachtet

man die ersten drei Kugelflichenfunktionen, so erkennt man
r+y 27 , 27 ,
¥(r) = f(r) (1 + . ) = f(r) (m%,o(r) + \/;(1 + )1, 1 (r) — \/;(1 - @)%,1(1"))
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Beweis Der erste Teil ist recht simpel:

VAo = VITY(6,0) = ViT—— = 1

Fiir den zweiten Teil ergibt sich:

\/?(1 + i) (r) — \/?1 —i)tra(r) = %sin(&) (L +0)e™™ + (1= i)e?)

und mit der Exponentialdarstellung von Sinus und Cosinus
- Lo | —io L i —ig : :
= sin(0) 5 (e +e7") + % (e —e7™) | =sin(f)(cos(¢) + sin(¢))

Dies ist aber gerade (in Kugelkoordinaten)

sinfcos¢ +sinfsing  x+y
r r

und damit die Behauptung.

(a) Mit dem Ergebnis von oben

u(x) = £0) (m%,o(r) e Z ) - - z'wl,l(r))

erhalt man
(L) = (] L?[¥)

und da die v, jeweils orthogonal sind und zusitzlich noch Eigenvektoren zu L? mit
Eigenwert h2[(l + 1) ergibt sich:

7 o 167 . T 167
(L2 = /7’2|f(r)\2? (2122 1 21%2) dr = Th2/r2|f(r)]2 ar = TR |
0 0

und fiir L, analog (diesmal mit den Eigenwerten mh
2m
(L) = 1o 2~ 2) =0
(b) Zul =0 gehort |f - 1) und damit

Py =|{f - toolv) I = War*(If|* = 4| f1I”
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26.

Zul =1 gehort |f -1o), |f-1b11) und |f -4y, 1) und damit
27 8
P = P22 +2) = 11122

Fiir die Messung von 6A% kimen alle Eigenvektoren mit [ = 3 in Frage. Diese sind

allerdings in ¢ iiberhaupt nicht enthalten. Deshalb
P6h2 - O

Nebenbemerkung: Da die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 sein muss, ergibt sich hier-

mit auch 5
2 e —
1717 = 5

und damit als Erwartungswert fiir L?
4
L) =1
() =+
mit den Wahrscheinlichkeiten Py = 3/5 und Pojz = 2/5.

Wir gehen vor wie oben. Zu 0 gehort m = 0 und damit in unserem Fall nur der Anteil

mit ¢070. Also

2
Py = 4r|f|* = =
Zu £h gehoren in unserem Fall ¢ ; und ; _;, also

47 1
P+h:||f||2?:5:P—h

Fiir +2h gibt es wieder keine dazugehorige Eigenfunktion in 1, deshalb

Piop =10

Aufgabe: Drehungen und Drehimpuls

Fir ¢ < 1 ist
cosp ~ 1 sin ¢ =~ ¢

und damit
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Nach der bac-cab-Regel ist dies

=m-Di—nf-2)+2 (7)) +(A X )=+ (i X T)
~——
~|nf2=1
(b) Es ist
%R(ﬁ, $)T =1 x (7 X T)sinp + (7 x T) cos ¢
und fiir ¢ = 0:

d

—R(A,9)Z| =nx2

d¢ =0

Also ist die Erzeugende gerade

A =7 x F =) "gjiprpii?)
j?k

Schreibt man die A; in eine Matrix, so ergibt sich

0 x3 —X2
(AﬂAQlAg)fZ —XI3 0 T
i) —X1 0

(c) Es ist
[Ai, Aj]7 = A A;7— A AT = Ai(AD xZ)— A (79D x @) = i1 x (A x7) =D x (7" x 7)

Das letzte vorkommende Kreuzprodukt vertauschen wir - damit dndert sich auch das

Vorzeichen. Dann wenden wir die Jacobi-Identitat an:
= i@ x (9 x &) + 7Y x (& x i) = =7 x (1D x 7V) = —g;@ x 7k
da die 7 trivialerweise eine Basis bilden. Dies ist aber gerade
= it X T = ejp Ay

und damit

(d) Wenden wir
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auf eine Funktion f(Z) an, so erhalten wir
Df(%) = f(T) + o7 - (Z x grad (7))
Wenn wir das Argument jedoch direkt drehen, erhalten wir (da ¢ klein genug ist):
f(R(7,0)X) = f(Z+ (11 x ©)0)
und nach einer Taylorentwicklung um ¢ = 0:
f(RT) = f(Z) + grad f(Z) - (7 x £)6 = [(T) + 7 - (¥ x grad f(T))

und damit die Behauptung.

10. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 10

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 25.06.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 27.06.2012
Informationen:

e Melden Sie sich im Studierendenportal fiir die Vorleistungen an.

e Die Klausur findet am 21.07.2012 von 13:00 Uhr bis 16:00 Uhr im Audimax und
im Gaede-Horsaal statt.

e Die Anmeldung zur Klausur ist am 18. und 19.07.2012 iiber das Studierendenpor-
tal moglich.

o Falls Sie sich nicht tiber das Studierendenportal anmelden kénnen, melden Sie

sich per E-Mail an peter.marquard@kit.edu fiir die Klausur an.

Aufgabe 1: Zweidimensionaler harmonischer Operator 10 Punkte

Betrachten Sie den zweidimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator

P2 o1 Pl o1
H=H,+H,, Hm:%'r‘L—i—imwQXQ, Hy:ﬁ—i—imwQYQ

a) Geben Sie die Eigenwerte und Eigenfunktionen an. Geben Sie den Grad der Entartung der
Zustdnde an. Bilden {H} oder {H,, H, } vollstindige Sdtze kommutierender Operatoren?

b) Betrachten Sie nun zusétzlich Eigenzustinde zum Drehimpulsoperator L, = X Py, — Y P,.
Zeigen Sie, dass sich L, mit Hilfe der Auf- und Absteigeoperatoren wie folgt schreiben la3t:

L,= iﬁ(ama;[l —alay).
Wie ld63t sich H durch Auf- und Absteigeoperatoren ausdriicken? Kommutieren H und L.?

c) Betrachten Sie nun die Operatoren

ag = (az —tay),

[N}

ag = —=(ag +iay).

V2

Wie wirken a4 und a4 auf einen Eigenzustand |n,, ny).

Driticken Sie H und L, durch diese Operatoren aus.

Hinweis: Verwenden Sie die Teilchenzahloperatoren Ny = ailad und N, = af

gag.

d) Benutzen Sie nun die Basis, die von den Eigenzustinden zu Ng und N, aufgespannt wird.
Analog zu a, und a, gilt:
1 Tyna (,T\n
|ng, ng) = ' '(ad) (ay)™10,0) .
\VNd:Mg:

Bildet {N4, Ny} einen vollstindigen Satz kommutierender Observablen? Wie lassen sich
diese Zustdnde durch die Energie- und Drehimpulsquantenzahlen n und m beschreiben.
Bilden H und L, einen vollstindigen Satz kommutierender Operatoren?

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 10

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 25.06.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 27.06.2012
Aufgabe 2: Der starre Rotator 5 Punkte

Der Hamiltonoperator eines starren Rotators ist gegeben durch

2

H=2=.
21

Hier bezeichnet L den Drehimpulsoperator und I das Trigheitsmoment.

a) Geben Sie die Energieeigenwerte und Eigenzustidnde des Rotators an.

b) Der starre Rotator befinde sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem Zustand, der
durch die Wellenfunktion

u(6,¢) = N(sinfsin ¢ + sin 6 cos ¢ + V3 cos 0) €))

beschrieben wird, wobei N ein Normierungsfaktor sei. Bestimmen Sie N.

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung des Drehimpulsquadrates L? den
Wert 212 und gleichzeitig fiir die 2-Komponente des Drehimpulses den Wert Null zu fin-
den?

c) Berechnen Sie den Erwartungswert der Energie im Zustand (6, ¢).

Aufgabe 3: Bessel- und Neumannfunktionen 5 Punkte

Mit Hilfe der dimensionslosen Variablen p = kr, h*k? = 2mFE lautet die radiale Schrodingerglei-
chung fiir ein freies Teilchen

d2 2d I(l+1
TlRl(P):(d—pz‘i‘;d—p— (p2 )+1)Rl(0):0~

Ihre Lésungen lauten

oo () () et () ()

e Priifen Sie nach, dass diese Funktionen die Gleichung l6sen.

Hinweis: Benutzen Sie vollstandige Induktion. Versuchen Sie in 1}j; bzw. T;n; den Faktor
p~td/dpmnach links durchzukommutieren und auf den Ausdruck [(I—1)p~t—d/dp]T;—1ji-1(p)
(bzw. [(I — 1)p~t — d/dp|T;—11,-1(p)) zu kommen.

e Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionen j; und n; fiir sehr kleine und sehr grofle
Werte von p.



27. Aufgabe: Zweidimensionaler harmonischer Operator

(a) In einer Dimension hatten wir die Gleichung schon in der Vorlesung gelost. Die

Eigenfunktionen waren in z-Richtung

6,)  du(X) = H,(X)e X2

mit den Eigenwerten

und analog in y-Richtung:

N, s 1
6) (V) = B (V) EyZhw(n+§)

Der Zustand |¢,,) mit
Cbxy(Xv Y) = ¢.(X) - ¢y(Y)

erfiillt jetzt die gewlinschten Bedingungen, denn

H |¢ry> = (Hx + Hy) |¢9¢y> = ’¢y> H, |¢a:> + ‘¢m> Hy |¢y>

Da P, und X mit Y vertauscht und auch Py und Y mit X. Dies ist aber gerade

= B |02) [0y) + Ey|¢2) |0y) = (B + Ey) [0ay)

Also sind die Eigenfunktionen |¢,,) mit

|¢a:y> = |¢m> |¢y>

mit den dazugehorigen Eigenwerten
1 1
E:Ex—l—Ey:hw nz+§ + hw ny+§ :hw(nx+ny+1)
Wir kénnen ein neues n definieren, mit n = n, + n, und dann schreiben

Ep = hw(n + 1)

Zu einem gegebenen n gibt es mehrere Moglichkeiten, n, und n, zu wihlen. Hal-

te dazu n fest. Dann gibt es fiir n, alle Werte 0 < n, < n — 1 zu erreichen (n
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Méglichkeiten). Damit die Summe jedoch n ergibt, muss damit
Ny =N — Ny

sein und damit gibt es nur noch eine Moglichkeit. Zu gegebenen n gibt es also n
Moglichkeiten. Der Grad der Entartung ist n. Damit kann H keinen vSkO bilden.
H, und H, jedoch schon (dass sie kommutieren ist trivial), da ein Zustand durch

seine Energiewerte in - und y-Richtung eindeutig festgelegt wird.

Es ist

und fiir y analog. Dann

axaT:@(XY_’_LXPy_L

1
Y 2h mw mw Yh+ m2w? PmPy)

Da die Operatoren von x mit denen von y vertauschen und

T :@ XY—LXP Lyp Lpp
4 = g ( mw y+mw x+m2w2 Y

und damit

i
agal — ala, = 57 (2XP, —2YP,)

und so die Behauptung. Wie wir aus der Vorlesung wissen gilt in einer Dimension

1 1
H, = hw <ala$ + 5) H, = hw (aLay + 5)

und damit
H=H,+ H, = hw(ala, + a;r/ay +1)

Es ist

T T 1 — ,f T T T .1, _ Tt
lala, + Ayay, axay] = Ay0,0,0; + 0,000, — QpQ) Q%0 — a0y

und da a, mit a, vertauscht

= [af, ax]axaz + awa;[ay, az] = —axaL + ayaz =0
und analog

[ala, + a;ay, ala,] = ama; - ayaz =0
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Somit gilt auch
[L,,H] =0

Aus den Definitionen von a4 und a, folgt sofort

ay; = —=(aq + ay) a, = (aqg — ag)

V2

Sei |ng,n,) ein Eigenzustand. Dann ist

4

1

1 . .
g [Ny My = E(ax —iay) Ny, ny) = 7 (\/nx Ny — 1,ny) — iy/ny [ng, ny — 1))

und analog

1

ag g, ny) = 7 (Vnz |ne — 1,ny) +iy/ny [ng, ny — 1))

Es ergeben sich also (in Analogie zu a, und a,) stationére Zusténde, deren Energie

um einen Quant /uw verringert sind. Aus der Definition von aq und a4 folgt:

1 . .
alag = 5 (ala, + ala, — iala, + iaal)

1 . .
ala, = 5 (ala, + alay, + iala, — iaal)

Damit lasst sich H und L, sofort darstellen mit
H = hw(ala, + a;;ay +1) = hw(alag + a;ag +1)

und
L, = ih(azal — ala,) = h(alay — ala,)
Yy 'Y dWd g9

oder mit den Besetzungszahloperatoren

H =hw(N;+N,+1) L, =HhN;—N,)

Offensichtlich lésst sich allein durch Angabe eines Paares (ng,n,) der Zustand kom-
plett und eindeutig charakterisieren. Also bilden {Ny, N, } ein v.S.k.O. (die Kommu-
tation ist trivial; betrachte einfach die a, und a4 die trivialerweise kommutieren).
Betrachte

H |ng,ng) = hw(Ng + Ny + 1) |[ng, ng) = hw(ng +ny + 1) |ng, ny)
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28.

(b)

und

L, |ng,ng) = L(Ng— N,) [na,ng) = h(ng — ny) [na, ng)

Setzen wir also

n=mng+ng m=mng —ny

dann gilt
H |nd>ng> = hw(n +1) |ndang> L, ’nd>ng> = hm |nd>ng>

Somit sind die |ng4, n,) auch Eigenzustdnde zu H und L, mit den Quantenzahlen n
und m. Betrachtet man umgekehrt ein System mit den Quantenzahlen n und m, so
ist die (bis auf einen Faktor natiirlich) eindeutig festgelegt, denn aus n und m lassen

sich eindeutig tiber
n—+m n—m

2
die Besetzungszahlen n; und n, bestimmen und damit dann eindeutig der Zustand
mit der Formel auf dem UB. Somit bilden H und L, ein vSkO.

nNg =

Aufgabe: Der starre Rotator

Wie wir aus der Vorlesung wissen sind die Eigenwerte des Drehimpulsvektors im
Quadrat gegeben durch

Ly, = R+ 1)ty
mit den Eigenfunktionen

7v/}l,m = Yim(‘ga (b) A |l7m>

wenn Y, die Kugelflachenfunktionen sind (]I, m) ist die algebraische Darstellung).
Da die Multiplikation mit dem Faktor 1/2/ daran nichts dndert, sind die Y, auch

Eigenfunktionen von H, denn

1 - 1
HY™ = —L*Y" = —R(l + 1)
! o7 Vi (I+1)Y,

Damit sind die Y, auch Eigenfunktion zu H, jetzt jedoch mit den Eigenwerten

2

h
= — 1
A\ 2Il(l+ )

Wir entwickeln die Funktion wieder in Kugelflachenfunktionen. Diese Entwicklung
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ist gegeben durch

u(®,6) = N\ (6= DV (6,9) + -+ DY (6,9)) + NVITYL(0,6)

Den ersten Teil kennen wir schon aus Ubungsblatt 9, der zweiten Teil ergibt sich

einfach durch Einsetzen von Y,". Wir definieren

[ 27 [ 27
Ao = V 47 a1 = ?(l — 1) a1,-1 = ?@ + 1)

U= N(aloylo + anyll + al,—lyl_l)

Dann ist

Da die Kugelflachenfunktionen nach Definition orthonormiert sind, ist

2m 2 207
||’UJ||2 = (u|u> = N2 (|CL10|2 + |a11|2 + |CL17_1|2) = N2 (—2 + —2 + 471') = —N2

3 3 3
N ]2
207

gelten. Bei einer Messung von 2k fiir L2 und 0 fiir L, ist das System im Zustand

Damit dies 1 ergibt, muss also

[=1,m=0

Dies entspricht der Kugelflichenfunktion Y,?. Also ist die Wahrscheinlichkeit, diese

Messergebnisse zu erhalten, gegeben durch
0, \ |2 2 2 2 _ 3
Pz o = [ (YT [u) |© = N*ayo|” = 47 N*" = R

Der einzige auftretende Eigenwert der Energie ist

2h?  R?
MESTTT

Das ist demnach auch der Energieeigenwert
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29. Aufgabe: Bessel- und Neumannfunktionen

d? 2d I(l+1)
TR =|-—+-—- 1| R =0
R0) = (354 g~ D 4 1) Rp)
Vollstéandige Induktion iiber [ Induktionsanfang: Fiir 1=0 erhalten wir jo(p) = Sinp(p ) %0(,0) =
cos sin? p 25 sin cosp sin p
_pe_ P ’i_pjé)(p):__pB_FQpQ +2p3
Also £ 5 d
—+——4+13 =0
{dpQ YT ] Jo(p)
cos n sin cos 2n cos sin cos
no(P) - pp7 %;(IO) = Tp + p2p7 ddp20 - Tp B 2p2p - 2P3 ’ Also

2 2d
— +Z -1 =0
[dp? " pdp " } rol)

Induktionsannahme Die Annahme gilt fiir ein beliebig aber festes [ € N
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Induktionsschritt

‘ 21+ 1 1d\"sin
E—&-l]l—f—l — |:T2 _ ( ):| (_p)l-i—l (__) P

p? pdp p
‘ 1d (—p) (1 d )lsinp
+1
Jiv1 = (=p) " = — ——
1= (=) pdp(=p) \pdp) »p
1d 1
=
d1.
:—Pld—pﬁjl(P)
d I
dp p}ﬂz(ﬂ)

d 1 d I d I
Tior |—— 4| = |-——+ 2| T, Tior, —— + —
z+1[ dp+p} _ dp+ } l+1+[l+1a dp+p}

d 11 [d 2d (+D(1+2) d 1
Tior,—— 4| = |—+2— T8 4=
[l“’ dp+p] (> pdp 2Ty

(24 _gne+n a) [ 2d 1
~Ledp p? 7 dp] o [dpr Ldpp
{zg_w _i} :i@)i_g((m)(m))
pdp p* "odp] dp\p)dp dp p*
__2d 20+1)(+2)
~ prdp P’

[d2+2d l} (1dp->2 l
dp* ~ pdp’p pdp/) "p

B 1d%p- 1

-l
11 d]

pdp*  p*dp?

[1 2 2d 1 d2]
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Zuriick zur Vertauschung

L
B _dip é EH(ZH)(_%JF%%)_25(1/;1)_2(z;1);1_i2(l+1z)gz+2)
_ _dip é 7}%(—2(1+1)—l(l+1)+(l+1)(l+2))

Also

a| d l]
=|-F=—+-1-0
{ dp  p

=0
Der Beweis fiir n geht gleich.
Nun zu kleinen und grofsen p
p<<l1

"sin p
o) = o (5) 5

(2]{2)p2(n_l)

|
2n +1)! i

(1" | )
R IH(%) +0(p7)
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Nun p >>1

1 d

Jilp) = (—p)lﬁd—pl sin(p) + O(p™)

—lin —l—ﬂ

()= eos(p-
nlepcosp 5

11. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 11

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 02.07.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 04.07.2012
Aufgabe 1: Wasserstoffradialwellenfunktion 6 Punkte

Der Radialanteil R,;(r) der Wellenfunktion (7|n,l,m) = R, ()Y, (Q) fir das Wasserstoffatom
ist durch

Rur) = 2|0l ey (20
" 2\ (e 0 M \nag )
Fulp) = ple?PL2HL (p)

gegeben. Dabei lauten fiir p, k € INy die Laguerre-Polynome

k (p+k)'ep dP k —
Ly(p) = ol p_kﬁ( PERemr)

und erfiillen die Orthogonalitatsrelation

p! o
(R /0 dpp~e™" Ly (p) Ly (p) = Oppr -

a) Berechnen Sie den Erwartungswert des Operators 1/R fiir die Zustidnde |n, [, m).

b) Verifizieren Sie den Virialsatz
2(Egin) = —(V)

unter Verwendung Ihres Ergebnisses aus a).

Aufgabe 2: Korrespondenzprinzip 8 Punkte ‘

Wir wollen das Korrespondenzprinzip am Beispiel das Wasserstoffatoms veranschaulichen. Da-
zu betrachten wir die Summe aus Zentrifugal- and Coulombpotential fiir [ = n — 1 mit { # 0:

RAI+1) e
=

a) Fir welchen Wert r,,, nimmt V(r) sein Minimum an? Vergleichen Sie diesen Wert mit dem
Erwartungswert des Operators R und ebenso 1/7,,, mit dem Erwartungswert des Operators
1/R. Bilden Sie den Limes grofier n.

b) Vergleichen Sie V (r,,) mit dem exakten Wert (V') fiir die Bindungsenergie.

Aufgabe 3: Potentialtopf 6 Punkte

Ein Teilchen befinde sich in einem kugelférmigen Potentialtopf vom Radius a mit der Form

V(r):{ 0 r<a

00 r>a

Die Radialanteile der Eigenzustdnde sind die (bei r = 0 regulédren) sphérischen Besselfunktionen
Ji(knir), wobei die ky; auf einfache Weise mit den Energiewerten E,,; zusammenhangen.

Aus welcher Gleichung entnimmt man die k,,;, bzw. die E,;? Welchen Wert haben die E,, fiir
[ = 0? Welches ist der niedrigste Eigenwert fiir [ = 1 bzw. [ = 2?



30. Aufgabe: Wasserstoffradialwellenfunktion

(a) Es ist
(1/R) = / A 12dr Vi ()" Yim(Q) Roa(r) 1/ Ros(r)

Die Kugelflichenfunktionen sind schon normiert, weshalb sich das Integral verein-
facht auf:

- / PR (r) = (%) ag® / rp?e P LI (0) L2 (p) dr

n2
Wie setzten zur Abkiirzung

k=20+1 p=n—1-—1
und setzen die Definition von p in r ein:

1
r= gnao dr = dp§na0

Damit erhalt man

:%(W%mg%%%ffm%%%mmmp

Wie man erkennt ist dies genau die Orthogonalititsbedingung auf dem Ubungsblatt,

also 4 magh? .
0 = (2 = L
(b) Mit dem Ergebnis von der Aufgabe davor, ist
V) =R = -y = 2
aon n

Die Gesamtenergie betragt (als Eigenwert des Hamiltonoperators)

Da die Summe aus kinetischer Energie und potentieller Energie natiirlich die Gesam-

tenergie ist

(Bua) + (V) = (B) = 4
gilt s
(Exin) n—i



und daraus folgt die Behauptung

2(Eyin) = —(V)

31. Aufgabe: Korrespondenzprinzip

(a) Es ist
v ORI+ e

dr mr3 r2

Damit dies Null ergibt, muss fiir r gelten:

R+ N R+ 1)

eEr=0 << r=r,= 5
me

= &Ql(l -+ 1)
Dass dies ein Minimum ist, erkennt man aufgrund der einfachen Form der Ableitung.

Fiir den gegebenen Wert fiir [ = n — 1 ist dies

Tm = agn(n — 1)

11
T agn(n —1)

Wir berechnen den Erwartungswert von R
Betrachte R,; fir n — 1 =1 also R, 1
—> es geht ein F,,,_; ( 27") = prle Lt

nag

P
Wan_le P = (2n — 1)

L7 (p) = (20— 1)!

r 4 -3 2 2(n=1) _or
(nlm|R|nlm) = /— o ( T ) e o (2n — 1)1*rdr
0
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Fiir grofse n:

R+1) 1, 1
(V)= o <§> - <§>
mit
e g—
R2' azn3(n — %
2 1 62
— S apn—1
V) ao(n >na(2)n3(n -1 an?
B e? - mct
 an(2n—1)  hn(2n—1)
2
e
Viry,) =
(rm) 2a0(n — 1)n
firn>>1
e? v
V) = —5 = Vi)

32. Aufgabe: Potentialtopf

Das Potential ist gegeben durch

0 firr <a
V(r) =

oo firr>a

Wir stellen die Schrodingergleichung in sphéarischen Koordinaten auf:

B2 1 d? 11+ 1)h2
- -2 S R(r) = ER
(~get i+ LI v ) Ry = RO
Wir fiithren die Grofen k, p ein, so dass p = kr, £ = —h;:j

Innerhalb der Kugel

p
pdp? p

(ld—2 it 7; D) + 1) R(p) =0

R(p) = R(r(p))

Die Losungen waren auf dem vorherigen Ubungsblatt
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Die Losungen erfiillen pR(p) — 0 fiir p — 0

R(p) sind die Funktion j,(p)
Quantisierung aus der Randbedingung R(a) = 0

— ]l(l{?a) =0
ayy sel n-te Nullstelle von j;, ji(ay) = 0, dann kya = ayy

2 9
_hoznl

2ma?

Enl

Fiir [ = 0: .
sin p

]0(p>:_7an0:nﬂ-7n:1,27

n2h2n?

2ma?

EnO =

h2 2 h2
T _ 4932

Eyp =
2ma? ma?

Fiir [ = 1: niedrigster Eigenwert fiir o;; = 4.49

h?
Ell - 1008—2
ma
Firl = 2: ay9 = 5.76
h2
E12 — 1659—2
ma

12. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 12

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 09.07.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 11.07.2012
Aufgabe 1: Addition von Drehimpulsen 6 Punkte

Betrachten Sie den Produktraum von zwei Spin 3 Teilchen
{lev,e2)} = {4+, +), [+, =), [= ) = =)} 1)
und die Drehimpulsoperatoren L2, 2, L ., Ly, . mit
= - 3
Liler,&2) = Liler, &) = 7h%ler, )
h h
Ly .ler,€2) = 61§|61,62>, Lo .le1,€2) = €2§|€1,€2> .
Betrachten Sie nun den Gesamtdrehimpuls des Systems
L= E1 + I_;g .
a) Berechnen Sie die Kommutatoren
[L?,L?],[L? Li.],[L., L und [L., L; ;] fir i=1,2.
b) Berechnen Sie die Matrixdarstellung von L2 und L. in der Basis (1).
¢) Finden Sie eine Basis, in der L? und L. diagonal sind und geben Sie die Eigenzustinde und

ihre Entartung an.

Aufgabe 2: Streuung an einer harten Kugel 6 Punkte

Eine harte Kugel wird durch V (r) = oo fiir r < Rund V(r) = 0 fiir » > R beschrieben.
Der Losungsansatz im Bereich > R fiir P-Wellen-Streuung lautet

-, [sin(kr) ] cos(kr) = .
ug=1(r) =C . cos(kr) +a ( o + sin(kr)
(C = Normierungskonstante).
a) Bestimmen Sie a.
b) Berechnen Sie die Streuphase ¢; fiir P-Wellen-Streuung.

¢) Zeigen Sie, dass fiir k — 0 die Streuphase ~ (kR)? ist.

Aufgabe 3: Streuung am kugelsymmetrischen Potentialtopf 8 Punkte

Wir wollen gebundene Zustdnde fiir S-Wellen (I = 0) an einem kugelsymmetrischen Poten-
tialtopf V(r < R) = —Vp, V(r > R) = 0 untersuchen. Dazu verwenden wir die Notation
k3 = 2uVo/h?, K? = 2u(Vo + E)/h?, k* = —2uE/h?. Es sei E < 0. Begriinden Sie die folgen-
de Form fiir die Losung der Radialgleichung (fiir beliebiges [)

Apji(Kwir) r<R
Rui(r) =
l(T') { Banl(+)(’iI€an) r> R

wobei H{} (p) = —m(p) + iji(p) und

0= (REY (22) = - (2 (222)

Gewinnen Sie (im Fall [ = 0) durch Aufstellen der Anschlufibedingungen bei r = R eine Bedin-
gung fiir Vo und R, die erfiillt sein muss, damit es N gebundene S-Zustdnde gibt.



33. Aufgabe: Addition von Drehimpulsen

Wir benutzen in der ganzen Aufgabe, dass die Operatoren auf dem Produktraum 1 na-
tiirlich mit denen auf dem zweiten Produktraum vertauschen. Aufserdem die kanonischen
Vertauschungsrelationen fiir die Drehimpulse. Zur Ubersichtlichkeit vernachlissigen wir

die Vektorpfeile (es treten sowieso nur Produkte von zwei Vektoren auf).

(a) Fiir 1 = 1 ergibt sich
(L L3) = [L} + L3 + 2Ly Lo, L}] = [L3, L{] + [L1 Lo, L}] + [L3, L}] = 0
und offensichtlich analog auch fiir i = 2. Wieder zuerst fiir i = 1:
[L*, Ly.) = [L} 4+ L3 +2L Lo, L] = 2[L1 Ly, L1.] = 2[Ly, Lo, + L1, Lo, + L1, Lo, Ly.]

Der Kommutator der z-Komponenten verschwindet wieder. Fiir den Rest benutzen

wir die Produktregel und die kanonischen Vertauschungsrelationen:
=2 (le (Lo, Ly.] + [Li1,, L1, Lo, + L1, [Lo,, Ly.] + [L1,, LlZ]LQy) = 2ih(Ly, Ly, — L, Ly, )
Erinnern wir uns wieder an die Vektorschreibweise, so ist dies
[L? L1.] = 2ih(Ly x Ly).
und fiir ¢ = 2 natiirlich gerade vertauscht:
[L? Ly, = 2ih(Ly x Ly), = —2ih(Ly X Lo).
Damit erhédlt man dann auch die wichtige Vertauschung
L%, L] = [L*, L) + [L*, L] = 0
Weiterhin ist
(L., LY = [Ly.4Lo., LY +L3 +L3 ] = Ly, [La., Ly, )+ (Lo, Ly Doy Ly (Lo, Ly )4 (Lo, Ly Ly,

und das ist
= i(L1, L1, + L1, L1, — Lo, Ly, — L1, L1,) =0

und analog
(L., L3] = ili(Ly, La, + Lo, Lo, — La, Ly, — Ly, Ly,) = 0
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Schlieflich ist noch offensichtlich

[LZ7L12] = [le + L227le] = 0 = [LZ? L2z]
Wilhle €1, €9, €}, €5, € {+, —}. Dann ist:
h h
(6.6 Lo lera) = (€6l Lo, + Lo o) = (.3l (a5 + o ) lna

nach Definition und da die Vektoren offensichtlich eine ONB bilden,

h
= 5(61 + 62)5616’15626’2

Somit ist die Darstellung von L, in dieser Basis:

o o o =
o O O O
o O O O

—1

Weiterhin ist mit L? = L? + L3 + 2L L, nach Definition:

3 3
<€/1, €/2| L2 ‘61, €2> = <6’1, 6/2| (Zh2 + Zh2 + 2<L11L21 + LlyL2y + leLQZ)> |€1, €2>

und da die Vektoren wieder eine ONB sind

3 h?
= <§h2 + 61625) 5616/1(5626/2 + 2 <€/1, 6,2| Llegx + Llngy |€1, €2>
Um den letzten Ausdruck berechnen zu konnen, betrachten wir noch einmal die

Wirkung der Operatoren in ihrem eigenen Produktraum:

h h h h
Lo =510 Lul =gk Lylh=isl) Ly l-)=—ig|+)

Wir definieren deshalb € als den Wert, der gerade nicht ¢ ist und kénnen damit

schreiben:
h? h?
LllLQI + LlyLQy |€1, €2> == Z |El,32> - Z€1€2 |El,€2>
Insgesamt erhalten wir damit die Gleichung

h2
? ((3 + 6162>5616/1662€/2 + (1 - 6162)6E16/15E26/2)
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und damit die Darstellung:

2000
g2 0110
0110
000 2
Wie man an den Basisdarstellungen sieht, sind |[4++) und |——) schon Eigenvektoren

zu L, und L?. Die beiden restlichen Vektoren miissen Linearkombinationen von |+—)
und |—+) sein. Zu diesen ist L, auch auf jeden Fall diagonal (mit Eigenwert 0). Wir

betrachten also nur den mittleren Teil von L?:

11
M =1
11
Dieser hat offensichtlich die Eigenwerte 0 und 2 und die Eigenvektoren
b ) = )
Wir wéhlen also die normierte Basis:

1 1
[++) ==, 7 [+=) + 1=+, 7 [+=) = |=+)]

In dieser haben die beiden Operatoren die Darstellung

2000 1 0 00
0200 0 -1 0 0
L =h L,=h
0020 0 0 00
0000 0 0 00

Wie in der Literatur wahlen wir zwei Variablen M und S, welche die Vektoren der

Basis in der Form |S, M) darstellen sollen. Damit weiterhin die Beziehungen
L*|S, M) = hr*S(S +1)|S, M) L.|S,M) = hM|S, M)

gelten, setzen wir

1 1

L) =[++), 11 -1 =[==),[1,0) = = {l+=) + |=)],10,0) = —= [[+=) = [-+)]

2

S
Sl
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34.

mit

S=0,1 M =0,+1
Das bedeutet vor allem, dass der Eigenwert M = 0 zu L, 2-fach entartet ist, wiahrend
M = =+1 (also +h) nicht entartet ist. Bei L? ist der Eigenwert zu S = 0 nicht entartet,

wihrend der Eigenwert 2h% (also S = 1) dreifach entartet ist. L, und L? bilden ein
vSkO.

Aufgabe: Streuung an einer harten Kugel

An die Funktion u ist natiirlich die Bedingung gekniipft, dass sie an der Stelle r = R

stetig ist. Da fiir r < R das Potential unendlich ist, muss also vor allem

sin(kR)

wer(R) =0 = — cos(kR) +a <%§R> + sin(k:R)) =0

gelten. Stellen wir dies nach a um erhalten wir:

% —cos(kR)  kRcos(kR) —sin(kR)

“=- ) | sin(kr)  kRsin(kR) + cos(kR)
Es ist:
in(k k
lim uy,(r) =C (lim sin(kr) _ lim cos(kr) + a lim cos(hr) + a lim sin(kr))
r—00 r—00 r r—00 r—00 r r—00

Die Terme sin(kr) und cos(kr) sind betragsméfig durch Eins beschrénkt, weshalb

lim sin(kr) — im cos(kr) _0

7—00 T r—00 T

Es bleibt
w1 (1) "7 C(asin(kr) — cos(kr))

Nach Definition muss dies gleich
u. = C'sin (kr— g +51>
sein. Wir benutzen die Additionstheoreme:

U, = é(sin(kr) coS ((51 — g) + cos(kr) sin <(51 — g))
Ccoséy=C
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C'sin 0, =Ca
= a=tand; ¢, = arctana

(c) Setze
x cos(x) — sin(z)

xsin(z) + cos(x)

Dann ist

G'(z) = — — G'(0)=0

(zsin(z) 4 cos(x))?
22 ((z% — 1) cos(x) — wsin(x))
(xsin(x) + cos(x))3

G"(z) =

= G"(0)=0

Somit ist vor allem nach einer Taylorentwicklung um x = kR =0
0, = arctan(a) = F(G(kR))

~ F(G(0)) +kRG'(0) F’(G(O))+%(kR)2[G’(O)2 F"(G(0))+G"(0) F'(G(0)]+0 ((kR)*)
— — 5
und damit ist

61 ~ (ER)?

35. Aufgabe: Streuung an einem kugelsymmetrischen Potential-

topf
r < R: gebundene Zustidnde: F < 0
Radialgleichung
R 1d* 11+ 1)R?
{_2_;#?@ =R E>] Bia(r) =0
1 d? l(1+1
v A ) <o
mit p = Kr

pdp2’ T T2

[1d—2 W), 1] Ria(p) = 0

Losung: Rii(p) = Aguii(p) + Branu(p)
RKZ<T) = AKljl(Kr) + BKlnl(Kr)
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Bedingung: Losung ist reguldr im Ursprung
e BKl = O

Ri(r) = Axiji(Kr)

re 12 U+ 1)
-7 MRS AL o) _
< 2,urdr2r+ 2ur? )RKZ(T) 0
W2 _2,uE
72
1 d? w+1
{;@T‘i‘ 2 — K :| RKI(T) =0

mit p = iKkr

pdp?” p?

Fd_2 I(1+1) +1} o)

Losung:

RKZ(P) = Criii(p) + Drynu(p)
Ry (r) = Cgji(ikr) + Dy (ikr)

Bedingung: Verhalten fiir r — oo

) l
ikr Ry (r) = Ckysin (iw — g) — Dy cos (im* — —W)

- CKZ% (e*ﬂre*i%’ B enra%) — Drai3 (67”’"6”'% + 6”6'7)
i
1 dr C 1 ilm O
= e T [ Dy ) —zeTe [ 2K _ Dy
2 i 9 ;
Der zweite Teil des Terms muss wegen Integrabilitit verschwinden.

C .
- % + Dk =0, Cg;=—iDgy

und damit
RKZ = DKZ(—ijl(HT) + m(mﬂ)) = —DKIH?_(Z‘K,T)

Gesamtlosung:
Fir r < R: Rnl(T’) = Anljl(Kan)
Fiir r > R: Ry(r) = By H; (Kur)
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Anschlussbedingung fiir [ = 0 (S-Wellen)

, sin p
Jo(p) =
P
sinp  cosp
Hi (p) =220
P P

Ryi(r=R)=R7"(r=R)

Fiir die Ableitungen gilt dasselbe

also
A sin(KnolR) B e ol
" KR ™MiKaoR
A Kpcos K oR  sin K, gR
"\ KR KR
Ko 1
— Bn o n _ —knoR
0 < 1KnoR i/{noRg) ¢
K, oR cos K,,0R — sin K, R e~ rmolt 1
A, = Boo———(—Fng — —
0 Koo R2 ey Ay )
zusammen:

—KpoRcot(KoR) = kR

2m
Ky = — Vot Ew) = ki — King
Dies l6sen wir grafisch: Bei grofserem Potential wird auch der Kreis groffer und es gibt

mehr Losungen.

N gebundene Zusténde, falls

1 1

aquivalent zu

1 R 1
(N — 5)77' S \/ 2mV0% < (N+ 5)71'

Je tiefer oder breiter der Potentialtopf ist, desto mehr gebundene Zustédnde existieren.

13. Ubung
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UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 13

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 16.07.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 18.07.2012
Aufgabe 1: Bornsche Niherung fiir Yukawa-Potential 10 Punkte

Fiir eine in z-Richtung einlaufende Welle, die an einem Potential V' (7) gestreut wird, lautet die
Wellenfunktion der stationdren Streuzustinde

W) = e+ [ dh Gy (7= ) U () i (7)
mit
1 eikr 2_m

@)=

a) Entwickeln Sie die Wellenfunktion fiir » > r’ und bestimmen Sie die Streuamplitude
f(0,¢) in

e

G () T e 4 f(0, )
Geben Sie anschliefend die Bornsche Naherung fiir ¢} und f(6, ) an.
b) Wir betrachten nun das Yukawa-Potential (o > 0)

—ar

V() =V &

-
Berechnen Sie die Streuamplitude f(, ) in der Bornschen Niherung. Geben Sie den diffe-
rentiellen Streuquerschnitt o (6, ¢) = | f(6, )| an.

Hinweis:

b

/0 dre *"sin(br) = pEE

(a,b>0).

Aufgabe 2: Gestorter harmonischer Oszillator 10 Punkte

Wir betrachten einen harmonischen Oszillator mit Storterm H = Hy + ¢ W mit

P2 1oy Lo 22
Hy=—+-mw*X und W=-mw*X*,
2m 2 2
wobei e < 1.
a) Entwickeln Sie die Eigenwertgleichung
Hn) = En |n) )

in € bis zur zweiten Ordnung, indem Sie die entwickelten Eigenwerte E,, = ET(,,O) +€ E,gl) +
2B + ... und Zustinde [n) = [n)© + ¢ |n)) + ... einsetzen. Entwickeln Sie zusétzlich

die Normierungsbedingung
(nn) =1 )

bis zur ersten Ordnung in «.

(bitte wenden)



UBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 13

Prof. Dr. J. Kithn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 16.07.2012,11:30 Uhr
Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 18.07.2012
b) Zeigen Sie, dass wenn man Gleichung (1) zur ersten Ordnung in & mit |n)(©) projiziert, man

c)

EWD =O) ()W |n)© 3)
und mit der Projektion mit |g)(©) # |n)©

; (0 _ (0)
— By

erhilt (ftir Gleichung (4) muss man zusétzlich noch die Normierungsbedingung (2) ver-
wenden). Analog kann man zur ndchsten Ordnung vorgehen und bekommt (dies muss

nicht gezeigt werden)

2
Og| W |n)©|

E®? =
) qg#n E7(10) - ESO)

©)
Berechnen Sie den gestorten Grundzustand in erster und dessen Energieeigenwert in zwei-
ter Ordnung.

Sie kénnen das Problem auch exakt 16sen. Geben Sie den Energieeigenwert fiir den Grund-
zustand an, entwickeln Sie diesen in ¢ < 1 und vergleichen das Ergebnis mit dem aus
Aufgabenteil b).

Aufgabe 3: Gestorter harmonischer Oszillator: Advanced (freiwillig) ‘

Berechnen Sie den gestérten Grundzustand in zweiter und dessen Energieeigenwert in dritter
Ordnung der zeitunabhédngigen Storungsrechnung. Losen Sie hierzu schrittweise die Eigenwert-
gleichung (1) fiir den Grundzustand in den Ordnungen in ¢. Vergleichen Sie erneut den Energie-

eigenwert mit dem exakten Ergebnis.

Teilergebnis: Mit der Notation des gestorten Grundzustands [0) = |0)(®) +¢ [0)) +£2 [0)) 4. ..
erhélt man fiir die zweite Ordnung

/3

Lo
16

0)® = _
10) ol

100+ X220 4
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36. Aufgabe: Bornsche Niaherung fur Yukawa-Potential

(a) Wir benutzen die Ndherungen

L i
P-r=(1- )

und
1 1

G

Mit der Definition & als dem auslaufenden Wellenvektor erhalten wir dann

ikr—ik'7
ARG (7 — ) = ©
,
Somit muss )
F(6,9) =~ [ & YU )
In der Bornschen Naherung ist
1/}];}-(7—1) — eil;F’

und damit (nach Umbenennung von 7’ in r)

1 I T
f(0,0) = d’r eFF(7)

4r

(b) Wir setzen zuerst
R=F ¥
Die Integration iiber das Raumelement transfomieren wir in Kugelkoordinaten. Die

Integration iiber ¢ ist dabei besonders einfach:
/dBre”WU(F) = 27r/drr2U('F)/d0 sin g 57

Da 6 der Winkel zwischen K und 7 ist, erhalten wir

. 1 . 9
: iKrcosf __ iKr —iKr — .
/SlIl 6de = e (e e ) X sin(Kr)
Damit -
_ _“mYo —ar
fl, ) = o /dr e “sin(Kr)
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37.

und mit der Formel auf den Ubungsblatt

_ 2mV 1
N h? o2+ K2
mit
K =2ksin6/2
kommt man auf
4m?V§ 1

g =

nt [ + 4k?sin? 0/2)2
Aufgabe: Gestorter harmonischer Oszillator

Die Nédherung eingesetzt ergibt:
(Hy+eW)(|n) O+ [n) P +e2 n)?) = (EQ 4+ EW 42 E@) (1n) O 4 [n) D 42 |n) @)

Vernachléssigen wir alle Terme in O(¢?®) so kommt man (getrennt nach Potenzen von

£):
Ho ) © = B i) ®
Ho[n)® + W n)® = EP 1) + ED |n)” (4)
Ho ) 4 W ) = B9 o) 4 5 ) + B2 ) 5)

Die Normierungsbedingung fiithrt auf
(nln) = ((al® + (ul @+ (0] ®) (1) 4 m) 422 ) )

und dies wiederum Entwickelt bis zu ersten Ordnung fiihrt auf (wieder getrennt nach

Potenzen von ¢):
() ¢ (] ) ® + (] V) ) =1

Da |n>(0) als Losung des ungestorten Hamiltonoperators schon normiert ist und wir
oBdA (n|" [n)© als reell wihlen konnen, gilt

(ol Iy = (o] @ o) = 0
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(b) Wir projizieren (4) auf [n)® und erhalten
(0l Ho )+ (] W ) = (2] O o) + (o] ED )
Da |n>(0) ein Eigenzustand zu H, ist erhdlt man im ersten Summanden
(0l Ho ) = (ol B 1) = 0
nach der Normierungsbedingung von oben. Weiter ist deshalb auch
<n|(0) E,SO) ’n>(1) -0
und da |n)® schon normiert ist
(0] ELD ) = B
Schlieklich erhélt man die behauptete Gleichung

EW — (n|(0) W |n>(0)

Nun projizieren wir (4) mit |¢)'”) fiir ¢ # n und erhalten

(a® Holn)® + (g @ W )@ = (g BO 1n)® + (g ED [n)®

Die |¢)® bilden ein Orthonormalsystem, weshalb

(a® ) =0

Da auch die |¢)” offensichtlich Eigenvektoren zu Hy sind, gilt

(al® Holm) = B (gl )"

Dies fiihrt auch 0) (0)
<q|(0) |n>(1) — M

Fiir ¢ = n erhielten wir schon oben:
(@l In)® = (ol ) = 0

>(0)

Wir kénnen also die Gleichung von links mit |g multiplizieren und iiber alle ¢
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summieren. Da die |q)(0) vollstéandig sind, erhélt man die Behauptung:

Egm

q#n

Weiterhin ist (siche Ubungsblatt)

0)
g _ Z'q' W)
q#n " E

Harmonischer Oszillator Wir benutzen

h
2mw

(a+al) = X?= % ((a")? +a* +2d'a + 1)

X —

wenn man noch die Kommutatorrelation
[a,al] =1

einsetzt. Damit ist "
W = % ((a")? +a®* 4+ 2a'a + 1)

und vor allem
h
W =22 (Var 1vn+2ln+ 2 + vavn =1 n— 2 +2n[n)® + [n)®)

Das bedeutet, es bleiben nur zwei Terme in der Summe stehen (jetzt setzen wir n = 0

ein). Der Term mit n — 2 ergibt keinen Wert (da dieser Zustand nicht existiert):

h h
O w0)® =<2 (2-0-+ |o><°>) =22

1
w0 = 2 (Vive) =

Somit erhélt man

und
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Fiir den ersten gestorten Grundzustand erhilt man dann

‘O>(1) - ’2>(0) %h\/ﬁ 2 _ V2 |2>(0)

—dhw 8
Es ist
Pz 1 1 Pz 1
H=o—+ QW”MQXQ —|—6§mw2X2 =gt om (w® + ew?) X?
Setze also

W =vVw?+ew?=wVl+¢

Es handelt sich also um einen ganz normalen harmonischen Oszillator mit Kreisfre-

quenz w’. Davon kennen wir schon die Losung fiir die Energieeigenwerte:
/ / 1

2

Videmlts -

2
B g0 (1,5 _%

und damit das selbe Ergebnis wie oben!

Dies entwickelt nach £ mit

ergibt
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38. Aufgabe: Gestorter harmonischer Oszillator: Advanced
2. Ordnung gibt

o:&%—<%mw><w—E9ww—E“m%>

(1) 0 (1)

1 (Z O (g Wp)” © W) W)@ 3 O (p|W[n) @ © (g]

(0 (0) (0) (0) (0) (0)
EY - EY \ BY — Ef ot B — Ef
0 0 0 0
O @1 O (g W p)” © (W [n) @ O (n[W|n) @ © (g|W|n)"*
= V)" = 0 o0 Z 0) (0) (0) (0)
EY - EY \ BY — Ef BY _ Ef
1
(0) <n|n>(2) — 5 (1) <n|n>(1)
1 Z | © p|W|n 2
pin " p ’2
— )@ =3O <QIn>(2) )"
q
1 V2 V6
0@~ g V2 5, VO L
0@ = ——10)® + X2+ 225 ® 4

Nun dritte Ordnung

(Ho = EO) )@ + (W = ED) In)® — ED 1) — E® 1n)® = 0
O (gl = g=n: O W —EDR? - ED O (nn)® — G O 5n)© =g
— E® =O (W — EO}p)?

n

== E(3 = —hw
32
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