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ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 1
Prof. Dr. J. Kühn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 23.04.2012, 11:30 Uhr

Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 25.04.2012

Aufgabe 1: Skalarprodukte 7 Punkte

Sei V ein Vektorraum über C. Dann ist das Skalarprodukt 〈·, ·〉 (auch mit 〈·|·〉 bezeichnet) eine

Abbildung

〈·, ·〉 : V × V → C
mit den Eigenschaften

〈x1, x2〉 = 〈x2, x1〉∗, x1, x2 ∈ V , (1)

〈x, a1x1 + a2x2〉 = a1〈x, x1〉+ a2〈x, x2〉, x, x1, x2 ∈ V , a1, a2 ∈ C , (2)

〈x, x〉 ≥ 0 ∀x ∈ V , (3)

〈x, x〉 = 0 ⇔ x = 0 . (4)

a) Sei L2 der Raum der quadratintegrablen Funktionen, d.h.

L =

{
f : R→ C ∣∣∣∣

∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx < ∞

}
.

Betrachten wir des weiteren nur stetige Funktionen. Zeigen Sie, dass

〈f, g〉 =
∫ ∞

−∞
f∗(x)g(x)dx

ein Skalarprodukt definiert, d.h. die Bedingungen (1)-(4) erfüllt. Zeigen Sie insbesondere,

dass ∫ ∞

∞
f∗(x)g(x)dx < ∞ ∀ f, g ∈ L2 .

Die Existenz eines Skalarproduktes macht L2 zu einem Prä-Hilbert-Raum. Man kann wei-

terhin zeigen, dass L2 vollständig und somit ein Hilbert-Raum ist.

b) Betrachten Sie die Funktionen fn(x) mit n ∈ N, n ≥ 0 definiert durch

fn(x) =
[n/2]

∑
m=0

(−1)m
n!

m!(n− 2m)!
(2x)n−2me−

x2

2 , [n/2] =

{
n/2 n gerade

(n− 1)/2 nungerade
.

• Geben Sie fi(x) explizit für 0 ≤ i ≤ 3 an.

• Berechnen Sie die Skalarprodukte 〈fi, fj〉 für i, j ≤ 3. Können Sie das allgemeine Er-

gebnis raten?

Hinweis: Berechnen Sie zunächst

∫ ∞

−∞
xne−x2

dx

unter Verwendung von

∫ ∞

−∞
x2ne−x2

dx =

((
− d

dα

)n ∫ ∞

−∞
e−αx2

dx

) ∣∣∣∣∣
α=1

und ∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π .

(bitte wenden)



ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 1
Prof. Dr. J. Kühn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 23.04.2012, 11:30 Uhr

Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 25.04.2012

Aufgabe 2: Delta-Distribution 6 Punkte

Die Delta-Distribution δ(x) ist definiert durch die Vorschrift
∫ ∞

−∞
δ(x)f(x)dx = f(0) für alle Funktionen f mit

∫ ∞

−∞
|f(x)|2dx < ∞

a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge

fn(x) =

{
1
2a |x| ≤ a

0 |x| > a
, a > 0; a ∈ R

für a → 0 gegen die Delta-Funktion konvergiert.

b) Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln:

(i) δ′(x)f(x) = −δ(x)f ′(x)

(ii) δ(f(x)) = ∑i
δ(x−xi)
|f ′(xi)| , mit f(xi) = 0und f ′(xi) 6= 0

Aufgabe 3: Fouriertransformation 7 Punkte

Die Fouriertransformierte f̃ = F(f) einer Funktion f : R→ R ist definiert durch

f̃(k) = F(f) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−ikxf(x)dx .

Die Rücktransformation ist entsprechend gegeben durch

f(x) = F†(f̃) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eikxf̃(k)dk .

a) Berechnen Sie die Fouriertransformierte der folgenden Funktionen:

(i) f(x) = e−ax2/c2 , a > 0; a, c ∈ R
Welche Form hat die Fouriertransformierte?

Hinweis: ∫ ∞

−∞
e−x2

dx =
√
π

(ii) f(x) =

{
1
2a |x| ≤ a

0 |x| > a
, a > 0; a ∈ R

Was findet man im Limes a → 0 für die Funktion und ihre Fouriertransformierte?

b) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften der Fouriertransformation:

(i) Sei f : R → R n-mal stetig differenzierbar und die n-te Ableitung f (n) integrabel,

dann gilt

F
(
f (n)

)
= (it)nf̃(k) .

Ist xnf(x) integrabel, gilt

F ((−ix)nf(x)) = f̃ (n)(k) .

(ii) Bezeichne f ◦ g die Faltung zweier Funktionen (f ◦ g)(x) = ∫
f(x− y)g(y) dy, so gilt

F (f ◦ g) =
√
2πf̃(k)g̃(k) ,

falls die Fouriertransformierte existiert.



1. Aufgabe: Skalarprodukte

Sei L2 der Raum der quadratintegrablen Funktionen auf C. Sei

〈f, g〉 =

∞∫

−∞

f ∗(x)g(x) dx

(a) Wir prüfen zuerst die Skalarprodukteigenschaften nach. Seien dazu f, g, h ∈ L2 und
a1, a2 ∈ C. Dann gilt

〈f, g〉 =

∞∫

−∞

f ∗(x)g(x) dx =

∞∫

−∞

(g∗(x)f(x))∗ dx =



∞∫

−∞

g∗(x)f(x) dx



∗

= 〈g, f〉∗ (1)

〈f, a1g + a2h〉 =

∞∫

−∞

f ∗(x)(a1g(x) + a2h(x)) dx =

∞∫

−∞

a1f
∗(x)g(x) + a2f

∗(x)h(x) dx

= a1

∞∫

−∞

f ∗(x)g(x) dx + a2

∞∫

−∞

f ∗(x)h(x) dx

= a1〈f, g〉+ a2〈f, h〉 (2)

〈f, f〉 =

∞∫

−∞

f ∗(x)f(x) dx =

∞∫

−∞

|f(x)|2︸ ︷︷ ︸
≥0

dx ≥
∞∫

−∞

0 dx = 0 (3)

〈f, f〉 = 0 =⇒
∞∫

−∞

|f |2 dx = 0 =⇒ f(x) = 0 für alle x ∈ R =⇒ f = 0

f = 0 =⇒ |f | = 0 =⇒
∞∫

−∞

|f |2 dx = 〈f, f〉 = 0 (4)

Zum Beweis von (1) und (2) wurde die Linearität des Integrals ausgenutzt, zum
Beweis von (3) die Monotonie. (4) folgt aus einem Satz der Analysis, dass eine positive
Funktion mit Integral Null schon die Nullfunktion sein muss.

Desweiteren benutzen wir die Höldersche Ungleichung für p = q = 2. Sei dazu f, g ∈
L2. Dann muss auch f ∗ in L2 liegen (wieder aufgrund der Linearität des Integrals).
Nach der Hölderschen Ungleichung liegt jetzt f ∗g in L1, da R ein Maßraum ist und

1

q
+

1

p
= 1
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erfüllt ist. Vor allem ist also

∞∫

−∞

|f ∗(x)g(x)| dx <∞

und daraus folgt die Behauptung aufgrund der Monotonie.

(b) Dies sind die ersten vier Terme explizit berechnet:

f0(x) = e−
x2

2

f1(x) = 2e−
x2

2 x

f2(x) = −2e−
x2

2 + 4e−
x2

2 x2

f3(x) = −12e−
x2

2 x+ 8e−
x2

2 x3

(c) Wir setzen

X(n) =

∞∫

−∞

xne−x
2

dx

Das Integral lässt sich durch partielle Integration lösen:

X(n) =
1

n+ 1
xn+1e−x

2

∣∣∣∣
∞

−∞︸ ︷︷ ︸
=0

− 1

n+ 1

∫
xn+1(−2x)e−x

2

dx =
2

n+ 1
X(n+ 2)

Umgeschrieben wird daraus für n gerade:

X(n) =
n− 1

2
X(n− 2) =

n− 1

2

n− 3

2
X(n− 4) = · · · = (n− 1)!!

2n/2
X(0)

Darin lässt sich die Formel in den Erläuterungen einsetzen:

X(0) =

∞∫

−∞

e−x
2

dx =
√
π

also
X(n) =

(n− 1)!!

2n/2
√
π

Die ersten 4 Terme sind hier aufgeführt (sie werden später noch benötigt):

X(0) =
√
π X(2) =

√
π

2
X(4) =

3
√
π

4
X(6) =

15
√
π

8
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Für ein ungerades n erhält man analog

X(n) =
(n− 1)!!

2[n/2]
X(1) = 0

was sich durch einfaches Ausrechnen des Integrals X(1) =
∫
xe−x

2
dx zeigen lässt.

Nutzt man jetzt die oben erhaltenen Ergebnisse für die fi, so kommt man auf:

f0 f1 f2 f3

f0 e−x2
2e−x2

x −2e−x2
+ 4e−x2

x2 −12e−x2
x + 8e−x2

x3

f1 2e−x2
x 4e−x2

x2 −4e−x2
x + 8e−x2

x3 −24e−x2
x2 + 16e−x2

x4

f2 −2e−x2
+ 4e−x2

x2 −4e−x2
x + 8e−x2

x3 4e−x2
− 16e−x2

x2 + 16e−x2
x4 24e−x2

x− 64e−x2
x3 + 32e−x2

x5

f3 −12e−x2
x + 8e−x2

x3 −24e−x2
x2 + 16e−x2

x4 24e−x2
x− 64e−x2

x3 + 32e−x2
x5 144e−x2

x2 − 192e−x2
x4 + 64e−x2

x6

Man sieht, dass sich unsere Definition für X(n) beim Integrieren in die einzelnen
Terme einfügen lässt und nur noch ”Polynome” über den X(n) stehen bleiben. Man
erhält zum Beispiel

∫
f0f0 =

∫
e−x

2

= X(0) =
√
π

∫
f2f1 = 8X(3)− 4X(1) = 0

Insgesamt erhält man jetzt

X[0] 2X[1] −2X[0] + 4X[2] −12X[1] + 8X[3]

2X[1] 4X[2] −4X[1] + 8X[3] −24X[2] + 16X[4]

−2X[0] + 4X[2] −4X[1] + 8X[3] 4X[0]− 16X[2] + 16X[4] 24X[1]− 64X[3] + 32X[5]

−12X[1] + 8X[3] −24X[2] + 16X[4] 24X[1]− 64X[3] + 32X[5] 144X[2]− 192X[4] + 64X[6]

Da viele Terme aufgrund der der Tatsache, dass x(n) für n ungerade Null ist, wegfal-
len, bleiben nur noch wenige Terme zu berechnen. Man erhält nach der Berechnung
eine Matrix M mit

Mij =

∞∫

−∞

fifj dx

und

M =




√
π 0 0 0

0 2
√
π 0 0

0 0 8
√
π 0

0 0 0 48
√
π




Allgemein wäre die Vermutung, dass nur die Mii =
∫
f 2
i überhaupt einen Wert

ungleich Null ergeben. Empirisch sieht man die Formel

Mii = (2i)!!
√
π
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2. Aufgabe: Delta-Distribution

(a) Um zu zeigen, dass fa gegen eine Delta-Ditribution konvergiert, berechnen wir für
eine beliebige quadratintegrable Funktion f :

∞∫

−∞

fa(x)f(x) dx =

a∫

−a

1

2a
f(x) dx

Sei jetzt F die Stammfunktion dieser Funktion f (die auch existiert - siehe Analysis).
Dann können wir schreiben

=
1

2a
(F (a)− F (−a))

Dies entspricht gerade dem beidseitigen Differenzenquotienten um 0. Geht also jetzt
a→ 0, so wird daraus die Ableitung von F an der Stelle 0, was gerade die Funktion
f an der Stelle 0 ist. Damit ist die Behauptung bewiesen.

(b) (i) Es ist

∞∫

−∞

δ′(x)f(x) + δ(x)f ′(x) dx =

∞∫

−∞

(δf)′ (x) dx = δf |∞−∞ = 0

aufgrund der Produktregel und damit die Behauptung.

(ii) Wähle xn mit f(xn) = 0, f ′(xn) 6= 0 und ε ∈ R mit x ∈ [xn − ε, xn + ε] \ {xn} :

f(x) 6= 0.

• Fall 1: f ′(x) > 0

xn+ε∫

xn−ε

δ(f(x)) dx =

f(xn+ε)∫

f(xn−ε)

1

f ′
δ(f) df =

1

f ′(xn)
=

1

|f ′(xn)|

• Fall 2: f ′(x) < 0

xn+ε∫

xn−ε

δ(f(x)) dx =

f(xn−ε)∫

f(xn+ε)

1

f ′
δ(f) df = − 1

f ′(xn)
=

1

|f ′(xn)|

10



Betrachten wir jetz noch die andere seite

xn+ε∫

xn−ε

δ(x− xn)

|f ′(xn)| =
1

|f ′(xn)|

Durch die Linearität des Integrals folgt die Aufteilung von R in endlich viele
solcher Intervalle und damit gilt die Formel auf ganz R.

3. Aufgabe: Fouriertransformation

(a) (i) Setze
f(x) = e−ax

2/c2

Dann gilt

F(f(x)) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−ikxe−ax
2/c2 dx =

1√
2π

∞∫

−∞

e−ikx−ax
2/c2 dx

Wir benutzen quadratische Ergänzung, um den Exponenten zu Vereinfachen

=
1√
2π

∞∫

−∞

e
−
(√

ax
c
− ikc

2
√
a

)2
− k

2c2

4a dx =
1√
2π
e−

k2c2

4a

∞∫

−∞

e
−
(√

ax
c

+ ikc
2
√
a

)2
dx

Nun müssen wir nur noch

u =
√
a
x

c
+

ikc

2
√
a

du

dx
=

√
a

c

substituieren, um die Formel auf dem Aufgabenblatt anwenden zu können. Man
erhält

=
c√
2aπ

e−
k2c2

4a

∞∫

−∞

e−u
2

dx =
c√
2a
e−

k2c2

4a

Damit hat die Fouriertransformierte (bis auf Vorfaktoren) die selbe Form wie
die Funktion selbst. Dies ist auch eine Eigenschaft, welche die Gaussche Glo-
ckenkurve interessant macht.

(ii) Setze

f(x) =





1
2a

für |x| ≤ a

0 für |x| > a

11



Dann gilt

F(f) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−ikxf(x) dx =
1√
2π

a∫

−a

e−ikx

2a
dx

=
1√
2π

e−ikx

−2ika

∣∣∣∣
a

−a
=

1√
2π

1

2iak

(
eika − e−ika

)
=

1√
2π

1

ak
sin(ak)

Dies geht für a → 0 gegen 1√
2π
. Oben wurde schon berechnet, dass für die

Funktion f selbst gilt:
f → δ für a→ 0

(b) Wir beweisen die Aussagen:

(i) Sei f (n) integrabel. Es ist

F(f (n)) =
1√
2π

∞∫

−∞

e−ikxf (n)(x) dx

Darauf wird jetzt partielle Integration angewandt:

=
1√
2π


f (n−1)(x)e−ikx

∣∣∞
−∞ + (ik)

∞∫

−∞

f (n−1)(x)e−ikx dx




Damit der erste Summand verschwindet, müssen wir nun noch fordern , dass

f ∈ S(R)

liegt und somit schnell fallend ist. Der hintere Teil ist gerade die Fouriertrans-
formierte von f (n−1). Also

F(f (n)) = ikF(f (n−1))

Da dies für alle n gilt, können wir dies iterativ weiterführen und kommen auf

F(f (n)) = ikF(f (n−1)) = · · · = (ik)nF(f)

Analog können wir die Aussage auch für die Fourierrücktransformation beweisen.
Dafür Tauschen wir einfach die Rollen von k und −x und von f̃ und f . Wir
erhalten

F †(f̃ (n)(k)) = (−ix)nf(x)

12



Wenden wir darauf F an, so erhalten wir

F(F †(f̃ (n)(k))) = f̃ (n)(k) = F((−ix)nf(x))

(ii) Es ist

F(f ◦ g) =
1√
2π

∫
e−ikx (f(x− y)g(y) dy) dx

=
√

2π
1√
2π

1√
2π

∫ ∫
e−ik(x−y)e−ikyf(x− y)g(y) dx dy

Wir substituieren x−y = u, was aufgrund der Translationsinvarianz des Integrals
nichts ändert. Man erhält dann

=
√

2π
1√
2π

∫
e−ikuf(u) du

1√
2π

∫
e−ikyg(y) dy =

√
2πf̃(k)g̃(k)

2. Übung
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ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 2
Prof. Dr. J. Kühn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 30.04.2012, 11:30 Uhr
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Aufgabe 1: Wellenpakete 13 Punkte

a) Betrachten Sie ein Wellenpaket der Form

Ψ(x, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
dk g(k)ei(kx−ω(k)t) ω(k) =

~k2

2m

mit

g(k) = C exp

[
− 1

2a2
(k − k0)

2

]
, a, C > 0 .

(i) Bestimmen Sie die Konstante C aus der Normierungsbedingung
∫ |g(k)|2dk = 1.

(ii) Berechnen Sie Ψ(x, t).

b) Zeigen Sie, dass sich das Ergebnis aus a) in die Form

Ψ(x, t) =
Ca√

1 + ia
2~t
m

exp

[
−a2 (x− v0t)

2

2
(
1 + ia

2~t
m

)
]
exp [i (k0x− ω0t)]

mit v0 = ~k0/m und ω0 = ~k20/(2m) bringen lässt.

c) Berechnen Sie die Erwartungswerte von Ort und Impuls:

〈x〉 =
∫

dx Ψ∗(x, t)xΨ(x, t) 〈p〉 =
∫

dx Ψ∗(x, t)
~
i

∂

∂x
Ψ(x, t) .

Notation:

〈A〉 = 〈A〉Ψ = 〈Ψ|A|Ψ〉 = 〈Ψ|AΨ〉 =
∫

Ψ∗(x)AΨ(x)dx , p =
~
i

∂

∂x

d) Als Maß für die Breite des Gaußschen Wellenpakets definiert man ∆x durch

(∆x)2 = 〈(x− 〈x〉)2〉 = 〈x2〉 − 〈x〉2

und entsprechend ∆p. Berechnen Sie ∆x und ∆p als Funktion der Zeit. Wie verhalten sich

〈p〉 und ∆p als Funktion der Zeit? (Begründung.)

e) Kommentieren Sie das raum-zeitliche Verhalten von |Ψ(x, t)|2.

f) Innerhalb welcher Zeitspanne T verdoppelt sich die bei t = 0 vorhandene Breite (∆x)t=0

in den folgenden Fällen (~ = 10−34 Js):

(i) Elektron, (∆x)t=0 ≈ 10−8 cm, d.h. anfängliche Lokalisierung innerhalb einer dem

Atomdurchmesser entsprechenden Strecke (me = 0, 9× 10−27 g).

(ii) Elektron, (∆x)t=0 ≈ 10−1 cm, vielleicht typisch für die Blendenöffnungen bei Versu-

chen im Labor.

(iii) Makroskopische Masse m = 1 g, (∆x)t=0 ≈ 1 cm.

(bitte wenden)



ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 2
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Aufgabe 2: Potentialtöpfe 7 Punkte

Betrachten Sie ein Potential der Form

V (x) =

{
V0 , |x| ≥ a

0 , |x| ≤ a
.

a) Betrachten Sie zunächst den Fall V0 = ∞ und bestimmen Sie alle Lösungen der stationären

Schrödingergleichung

HΨ(x) =

(
− ~2

2m

∂2

∂2x

)
Ψ(x) = EΨ(x)

mit der Energie E > 0. In diesem Fall ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in den Berei-

chen mit |x| ≥ a gleich Null.

b) Betrachten Sie nun den Fall V0 < ∞ und bestimmen Sie die Lösungen der stationären

Schrödingergleichung für 0 < E < V0.

(i) Stellen Sie die Anschlussbedingungen für x = ±a auf.

(ii) Lösen Sie die Schödingergleichung für die Bereiche (−∞,−a), (−a, a) und (a,∞) und

nutzen Sie die Anschlussbedingungen aus, um die Lösungen geeignet zu verbinden.

Hinweis: Die Anschlussbedingungen führen auf eine Quantisierungsbedingung für

die Energie, die sich nicht analytische auflösen lässt.



4. Aufgabe: Wellenpakete

(a) (i) Es ist ∫
|g(k)|2 dk = C2

∫
exp

(
− 1

a2
(k − k0)2

)
dk

Substituiere
k − k0

a
= u

du

dk
=

1

a

und wir erhalten
= C2a

∫
e−u

2

du = C2a
√
π

Damit dies Eins ergibt muss die Konstante C also

C =
1√
a
√
π

betragen.

(ii) Es ist

ψ(x) =
C√
2π

∫
exp

(
i

(
kx− ~k2t

2m

)
− (k − k0)2

2a2

)

︸ ︷︷ ︸
=−B

dk

Betrachten wir zuert B:

B = −ikx+ i
~k2t

2m
+

k2

2a2
− kk0

a2
+

k2
0

2a2

Um jetzt quadratische Ergänzung zu machen, wählen wir

α =

√
i~t
2m

+
1

2a2
=

1

a
√

2

√
1 +

i~ta2

m
=:

1

a
√

2

√
γ

und

β =
aix+ k0

a√
γ

1√
2

Dann lässt sich B darstellen mit

B = (kα)2 − 2αβk + β2 − β2 +
k2

0

2a2
= (kα− β)2 − a2

2γ

(
ix+

k0

a2

)2

+
k2

0

2a2

= (kα−β)2− a
2

2γ

(
−x2 + 2

ixk0

a2
+
k2

0

a4
− k2

0

a4
− k2

0i~t
ma2

)
= (kα−β)2+

a2

2γ

(
x2 − 2

ixk0

a2
+
k2

0i~t
ma2

)

16



Es ist also

ψ =
C√
2π

exp

(
− a

2

2γ

(
x2 − 2

ixk0

a2
+
k2

0i~t
ma2

))∫
exp

(
−(kα− β)2

)
dk

=
C√
2πα

exp

(
− a

2

2γ

(
x2 − 2

ixk0

a2
+
k2

0i~t
ma2

))√
π =

Ca√
γ

exp

(
− a

2

2γ

(
x2 − 2

ixk0

a2
+
k2

0i~t
ma2

))

(b) Der Vorfaktor ist schon gleich. Betrachten wir also den Exponenten der e-Funktionen:

−a
2(x− v0t)

2

2γ
+ ik0x− iω0t

= − a
2

2γ

(
x2 − 2x~k0t

m
+

~2k2
0t

m2
− 2ik0x

a2
+
i~k2

0t

ma2
+

2k0xa
2~t

a2m
− ~k2

0ta
2~t

m2a2

)

= − a
2

2γ

(
x2 − 2ik0x

a2
+
i~k2

0t

ma2

)

was genau das obige Ergebnis ist.

(c) Zuerst den Erwartungswert von x:

∫
ψψ∗x dx =

C2a2

√
1 + a4~2t2

m2

∫
x exp

(
−a

2(x− v0t)
2

1 + a4~2t2
m2

)
dx

Der letzte e-Term verschwindet, da er den Betrag Eins hat

e−i(k0x−ω0t)ei(k0x−ω0t) = 1

und die ersten beiden e-Terme lassen sich zusammenziehen mit

exp

(
−a

2(x− v0t)
2

2
(
1 + ia

2~t
m

)
)

exp

(
−a

2(x− v0t)
2

2
(
1− ia2~t

m

)
)

= exp

(
−a

2(x− v0t)
2

2

(
1(

1 + ia
2~t
m

) +
1(

1− ia2~t
m

)
))

und der Anwendung der dritten binomischen Formel. Setzen wir jetzt noch die Lösung
für C von oben ein und setzen

C2a2

√
1 + a4~2t2

m2

=
a√

1 + a4~2t2
m2

√
π

=:
A√
π

so sehen wir, dass diese Konstante auch im Exponenten wieder auftaucht. Es ist also
∫
ψψ∗x dx =

A√
π

∫
x exp

(
−(A(x− v0t))

2
)

17



Wir substituieren x− v0t = u und erhalten

=
A√
π

∫
(u+ v0t) exp(−(Au)2) =

A√
π

[∫
u exp(−(Au)2) + v0t

∫
e−(Au)2

]

Aus dem ersten ÜB wissen wir, dass das erste Integral verschwindet (die Formel auf
dem Übungsblatt für ein ungerades n - hier n = 1 - ergibt Null), während das zweite
gerade

√
π
A

ergibt. Wir erhalten also

〈x〉 = v0t

Für den Erwartungswert von p setzen wir zuerst einmal

f(x) = exp

(
−a2x2

2
(
1 + ia2~t

m

)
)

h(x) = exp (i(k0x− ω0t))

Es ist dann

∂

∂x
ψ(x) = h(x)

∂

∂x
f(x− v0t) + f(x− v0t)

∂

∂x
h(x) = h(x)

∂

∂x
f(x) + f(x− v0t)

∂

∂x
h(x)

= f(x− v0t)h(x)


 ik0︸︷︷︸

=h′

−a
2(x− v0t)

1 + ia2~t
m︸ ︷︷ ︸

=f ′




Setzen wir dies jetzt zusammen:

〈p〉 =
A√
π

~
i

∫
exp

(
−a2(x− v0t)

2

2
(
1− ia2~t

m

)
)

exp

(
−a2(x− v0t)

2

2
(
1 + ia2~t

m

)
)(

ik0 −
a2(x− v0t)

1 + ia2~t
m

)

da
exp (−i(k0x− ω0t)) exp (i(k0x− ω0t)) = 1

Wir vereinfachen wieder wie vorhin und erhalten

〈p〉 =
A~
i
√
π

∫
exp(−A2(x− v0t)

2)

(
ik0 −

a2(x− v0t)

1 + ia2~t
m

)

=
A~
i
√
π

∫
exp(−A2(x− v0t)

2)
︸ ︷︷ ︸

=
√
π
A

(nach ÜB 1)

ik0 −
A~
i
√
π

∫
exp(−A2(x− v0t)

2)
a2(x− v0t)

1 + ia2~t
m︸ ︷︷ ︸

=0 (wie vorhin, setze einfach x− v0t = u)

= ~k0 = mv0
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Wir erhalten also die aus der klassischen Mechanik erwarteten Werte für die Erwar-
tungswerte.

(d) Es ist

(∆x)2 = 〈(x− 〈x〉)2〉 =
A√
π

∫
exp(−A2(x− v0t)

2)(x− v0t)
2

mit den analogen Rechnungen zur c. Nun substituieren wir wieder

u = A(x− v0t)
du

dx
= A

und erhalten
=

A

A3
√
π

∫
exp(−u2)u2 =

1

2A2

wenn wir die Formel auf dem ersten ÜB für n = 2 anwenden. Darin setzen wir die
Definition von A ein und erhalten:

(∆x)2 =
1

2a2
+
a2~2t2

2m2
=⇒ ∆x =

√
1

2a2
+
a2~2t2

2m2

Für den Impuls berechnen wir zuerst einmal ψ′′(x). Dazu benutzen wir das Ergebnis
für die erste Ableitung von oben. Dann ist

ψ′′(x) =

(
f(x− v0t)h(x)

(
ik0 −

a2(x− v0t)

1 + ia2~t
m

))′

Zur Vereinfachung setze
a2

1 + ia2~t
m

=: D

und dann
ψ′′(x) = −D(x− v0t)f(x− v0t)h(x)(ik0 −D(x− v0t))

+f(x− v0t)ik0h(x)(ik0 −D(x− v0t)) + f(x− v0t)h(x)D

Durch zweimaliges Anwenden der Produktregel. Dies lässt sich Vereinfachen und
Ordnen zu

= f(x− v0t)h(x)
(
−2ik0D(x− v0t) +D2(x− v0t)

2 − k2
0

)

und dann ist dies insgesamt

〈p2〉 = −~2

∫
ψ∗ψ′′ dx = −~2 A√

π

∫
exp

(
−A2(x− v0t)

2
) (
−2ik0D(x− v0t) +D2(x− v0t)

2 − k2
0

)
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Wir substituieren einmal wieder A(x− v0t) = u und erhalten Terme der Art
∫
e−u

2

un

Für ungerade n verschwinden diese (nach ÜB 1). Für gerade n wenden wir wieder
die gleichen Formeln an, wei oben schon beschrieben und erhalten

〈p2〉 = −~2 A√
π

(
D2

2A3

√
π − k2

0

A

√
π

)
= −~2

(
D2

2A2
−
(mv0

~

)2
)

= −~2D2

2A2
+ (mv0)2

Vor allem ist also

(∆p)2 = 〈p2〉 − 〈p〉2 = −
(

~D
A
√

2

)2

=⇒ ∆p = i
~D
A
√

2

Setzen wir jetzt noch die Definitionen von A und D ein, so erhalten wir

∆p =
i~√

2


 a2

1 + ia2~t
m

√(
1 + ia2~t

m

) (
1− ia2~t

m

)

a


 =

i~a√
2

√
1− ia2~t

m

1 + ia2~t
m

Das bedeutet, dass der Erwartungswert von p zwar gleich bleibt (im Verlauf der Zeit)
die Varianz aber immer weiter steigt und sich ihrem Maximum nähert. Vor allem ist

∆x∆p =
i~
2

+
a2~2

2m
t

eine steigende Funktion mit der Zeit und ihr Minimum wird bei t = 0 erreicht. Das
bedeutet, die Unschärfe steigt immer weiter - das Wellenpaket verwischt.

(e) Wie schon des öfteren in den oberen Aufgaben berechnet, ist

|ψ(x, t)|2 = ψ(x)ψ∗(x) =
A√
π

exp(−A2(x− v0t)
2)

Durch die oben gemachten Beobachtungen können wir sagen: Wenn wir uns ψ2 als
Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Wellenpaketes vorstellen, so wird diese immer
undefinierter. Der Mittelpunkt von Geschwindigkeit p und Ort x ist zwar immer klar
definiert (also der Erwartungswert) aber es gibt eine immer größer werdende Varianz
im Ort. Bei großen Zeiten sind die Grenzen des Wellenpaketes weder im Orts- noch
im Impulsraum noch klar zu ziehen.
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(f) Aus der Formel in der d erhalten wir zuert einmal

a2 =
1

2∆x(0)2

und dann aus
4∆x(0)2 = ∆x(t)2

eine Formel für t mit
t =
√

12∆x(0)2m

~
Mit den gegebenen Zahlenwerten erhält man

(i) t ≈ 3.118 · 10−16 s

(ii) t ≈ 3.118 · 10−2 s

(iii) t ≈ 3.46 · 1027 s

was klar macht, weshalb wir diesen Effekt im makroskopischen Leben nicht vorfinden.

5. Aufgabe: Potentialtöpfe

In dier ganzen Aufgabe legen wir das Potential

V (x) =




V0 |x| ≥ a

0 |x| ≤ a

zu Grunde.

(a) Wir betrachten zuerst einen unendlich tiefen Potentialtopf, also

V0 =∞

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Bereich |x| ≥ a muss deshalb konstant 0 sein.
Vor allem muss also

ψ(−a) = ψ(a) = 0

gelten. Wir machen (im Bereich |x| ≤ a) den Ansatz

ψ(x) = Aeikx

mit noch zu bestimmenden Konstanten k und A. Wir erhalten zuerst einmal
(
− ~2

2m

∂2

∂x2

)
ψ(x) =

~2

2m
k2ψ(x) = Eψ(x)
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und damit

k2 =
2Em

~2
=⇒ k1/2 = ±

√
2Em

~
=: ±k

Wir haben also jetzt den Ansatz

ψ(x) = Aeikx + A′e−ikx

Nun müssen wir noch die Randbedingungen beachten. Diese führen auf

ψ(−a) = Ae−ika + A′eika = 0 ψ(a) = Aeika + A′e−ika = 0

Wir addieren diese beiden Gleichungen zuerst und erhalten:

A
(
eika + e−ika

)
+ A′

(
eika + e−ika

)
= 2A cos(ka) + 2A′ cos(ka) = 0

Dies führt auf A = −A′ und damit auf den Wellenansatz

ψ(x) = Aeikx − Ae−ikx = 2Ai sin(kx)

Damit jetzt ψ(a) = ψ(−a) = 0 gilt, muss also

ka = nπ n = 0, 1 . . .

gelten. Dies führt auf die Quantisierungsbedingung für die Energie

En =
n2π2~2

2ma2

Was wir die ganze Zeit nicht beachtet haben, ist die Tatsache, dass die Gleichung

2A cos(ka) + 2A′ cos(ka) = 0

auch mit cos(ka) = 0 eine Lösung hätte. Wir machen also einen anderen Ansatz und
subtrahieren diesmal die Gleichungen

ψ(−a) = Ae−ika + A′eika = 0 ψ(a) = Aeika + A′e−ika = 0

Dies führt uns auf

A
(
eika − e−ika

)
+ A′

(
e−ika − eika

)
= 2iA sin(ka)− 2iA′ sin(ka) = 0
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Diesmal ist sicher sin(ka) 6= 0, weil wir sonst wieder Fall 1 erhalten würden. Wir
folgern also

A = A′

und dann analog wie oben

ka = (2n+ 1)
π

2
n = 0, 1, . . .

um die Randbedingungen zu erfüllen. Dies führt dann auf die quantisierte Energie
von

En =
π2~2

2ma2

(
n+

1

2

)2

Wir haben also zwei Typen von Lösungen. Einmal für die Energien

En =
n2π2~2

2ma2

die Lösung
ψ(x) = 2Ai sin(kx) = 2Ai sin

(nπ
a
x
)

und für die andere Energie

En =
π2~2

2ma2

(
n+

1

2

)2

die Lösung

ψ(x) = 2A cos(kx) = 2A cos

(
π

a

(
n+

1

2

)
x

)

Nun müssen wir noch die Konstanten A durch Normierung bestimmen. Es muss
galten ∫

ψ(x)ψ∗(x) dx = 1

Dies ist im ersten Fall
ψ(x) = 2Ai sin

(nπ
a
x
)

erhalten wir hier
a∫

−a

ψ(x)ψ∗(x) dx = 4A2a =⇒ A =
1

2
√
a

(aufgrund der Periodizität). Analog erhält man auch im anderen Fall

B =
1

2
√
a
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(b) (i) Die Ansschlussbedingung ergibt sich aus der Stetigkeit von ψ und von ∂xψ an
den Bruchstellen. Also

ψ1(−a) = ψ2(−a) ψ2(a) = ψ3(a) ψ′1(−a) = ψ′2(−a) ψ′2(a) = ψ′3(a)

(ii) Wir setzen drei verschiedene Wellenfunktionen für die drei Bereiche an:

ψ =





ψ1 für x < −a
ψ2 für − a < x < a

ψ3 für x > a

Für den mittleren Bereich wurde der Ansatz schon in der (a) ausgeführt. Deshalb
setzen wir gleich an

ψ2(x) = A2e
ik2x + A′2e

−ik2x

mit

k2 =

√
2Em

~
Für die beiden Randbereiche können wir zum Glück den selben Ansatz benutzen,
wenn wir einfach E durch E − V0 ersetzen. Dann erhalten wir

ψ1(x) = A1e
ik1x + A′1e

−ik1x

mit

k1 =

√
2(E − V0)m

~
= i

√
2(V0 − E)m

~
und

ψ3(x) = A3e
ik3x + A′3e

−ik3x

mit

k3 = i

√
2(V0 − E)m

~
Wir haben also im Moment

ψ(x) =





A1 exp
[
−
√

2(V0 − E)mx
~

]
+ A′1 exp

[√
2(V0 − E)mx

~

]
für x < −a

A2 exp
[
i
√

2Emx
~

]
+ A′2 exp

[
−i
√

2Emx
~

]
für − a < x < a

A3 exp
[
−
√

2(V0 − E)mx
~

]
+ A′3 exp

[√
2(V0 − E)mx

~

]
für x > a

Um die Koeffizienten Ai, A′i zu bestimmen, betrachten wir die Randbedingungen.
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Zum einen muss ψ für x→ ±∞ verschwinden, also folgt

A1 = A′3 = 0

Die restlichen Gleichungen ergeben sich aus den Randbedingungen aus der (i).
Wir setzen

k =
√

2(V0 − E)m
1

~
k̃ =
√

2Em
1

~
also

A′1e
−ka = A2e

−ik̃a + A′2e
ik̃a

A3e
−ka = A2e

ik̃a + A′2e
−ik̃a

kA′1e
−ka = ik̃A2e

−ik̃a − ik̃A′2eik̃a

−kA′3e−ka = ik̃A2e
ik̃a − ik̃A′2e−ik̃a

Man kann hier noch die zum System gehörende Matrix

M =




e−ak −e−iak̃ −eiak̃ 0

0 −eiak̃ −e−iak̃ e−ak

e−akk −ie−iak̃k̃ ieiak̃k̃ 0

0 −ieiak̃k̃ ie−iak̃k̃ −e−akk




aufstellen und die Determinante

det M = e−2a(k+ik̃)
((
−1 + e4iak̃

)
k2 + 2i

(
1 + e4iak̃

)
kk̃ −

(
−1 + e4iak̃

)
k̃2
)

berechnen, aber dies führt (siehe auch Aufgabenblatt) auf ein transzendentes
Gleichungssystem.

3. Übung
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Aufgabe 1: Potentialbarrieren 10 Punkte

Betrachten Sie ein Potential der Form

V (x) =

{
V0 , |x| < a

0 , |x| ≥ a
.

Betrachten Sie den Fall V0 > 0 und bestimmen Sie die Lösungen der stationären Schrödingerglei-

chung mit der Energie 0 < E < V0. Nehmen Sie an, dass die Welle von links einläuft.

a) Lösen Sie die stationäre Schrödingergleichung für die verschiedenen Bereiche.

b) Stellen Sie die Anschlussbedingungen auf.

c) Lösen Sie die Anschlussbedingungen auf und berechnen Sie Transmissions- und Reflexi-

onskoeffizienten T und R.

d) Zeigen Sie, dass

T +R = 1

ist.

e) Vergleichen Sie Ihr Ergebnis mit dem klassischen Fall.

Aufgabe 2: δ-Potential 6 Punkte

Betrachten Sie ein Potential der Form

V (x) = V0δ(x) , V0 > 0 .

a) In diesem Problem ist die Wellenfunktion stetig, die erste Ableitung ist jedoch nicht steig.

Berechnen Sie den Sprung der ersten Ableitung der Wellenfunktion, indem Sie die Schrödin-

gergleichung von −ǫ bis ǫ integrieren und den Grenzübergang ǫ→ 0 durchführen.

b) Berechnen Sie die Lösungen der stationären Schrödingergleichung mit EnergieE > 0. Neh-

men Sie hierbei an, dass die Welle von links einläuft.

Aufgabe 3: Hermitesche Operatoren 4 Punkte

In der Quantenmechanik treten aufgrund des Superpositionsprinzips nur lineare Operatoren auf.

Lineare Operatoren auf einem Hilbertraum H sind Abbildungen

A : H → H

mit den Eigenschaften

A(λ1Ψ1 + λ2Ψ2) = λ1AΨ1 + λ2Aψ2 , Ψ1,Ψ2 ∈ H , λ1, λ2 ∈ C .
Lineare Operatoren lassen sich auf endlich-dimensionalen Räumen durch Matrizen darstellen.

Von besonderer Bedeutung sind hermitesche Operatoren. Dies sind lineare Operatoren, die zusätz-

lich die Bedingung

〈Ψ1, AΨ2〉 = 〈AΨ1,Ψ2〉 ∀Ψ1,Ψ2 ∈ H

(bitte wenden)
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erfüllen. Die hermitesche Konjugation (†) eines linearen Operators A wird definiert über

〈Ψ1, AΨ2〉 = 〈A†Ψ1,Ψ2〉 ∀Ψ1,Ψ2 ∈ H .

Zeigen Sie

a) Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell.

b) Für die Matrizendarstellung in endlich-dimensionalen Räumen gilt A† = (A∗)T

c) Kommutieren zwei Operatoren A,B, d.h. [A,B] = AB − BA = 0, dann lassen sie sich

gleichzeitig diagonalisieren.



6. Aufgabe: Potentialbarrieren

(a) Die Schrödingergleichung liefert

[
d2

dx2
+

2m

~2
(E − V )

]
ψ(x) = 0

Wir setzen in den drei Bereichen an:

ψ =





A1e
ikx + A′1e

−ikx x < −a
A2e

k̃x + A′2e
−k̃x −a < x < a

A3e
ikx + A′3e

−ikx a < x

mit

k =

√
2mE

~2
k̃ =

√
2m(V0 − E)

~2

was aus der Schrödingergleichung direkt folgt (siehe auch Vorlesung oder letztes
Übungsblatt).

Da die Welle von links einläuft setzen wir zuerst einmal A′3 = 0.

(b) Die Anschlussbedingungen sind, dass sowohl ψ also auch seine Ableitung an den
Grenzstellen x = ±a stetig sein müssen, also

A1e
−ika + A′1e

ika = A2e
−k̃a + A′2e

k̃a

A2e
k̃a + A′2e

−k̃a = A3e
ika

ikA1e
−ika − ikA′1eika = k̃A2e

−k̃a − k̃A′2ek̃a

k̃A2e
k̃a − k̃A′2e−k̃a = ikA3e

ika

Da wir wieder frei in der Wahl einer Normalisierung sind (homogene Gleichung)
setzen wir A1 = 1 und erhalten dann

e−ika + A′1e
ika = A2e

−k̃a + A′2e
k̃a

A2e
k̃a + A′2e

−k̃a = A3e
ika

ike−ika − ikA′1eika = k̃A2e
−k̃a − k̃A′2ek̃a

k̃A2e
k̃a − k̃A′2e−k̃a = ikA3e

ika

Dies ist ein lineares Gleichungssystem, welches sich auch in einer Matrix schreiben
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lässt: 


eika −e−k̃a −ek̃a 0 −e−ika
0 ek̃a e−k̃a −eika 0

−ikeika −k̃e−k̃a k̃ek̃a 0 −ike−ika
0 k̃ek̃a −k̃e−k̃a −ikeika 0




Dieses lässt sich jetzt durch ein einfaches Gauß-Verfahren lösen, was hier nicht weiter
aufgezeigt werden soll. Die Lösung ist

A′1 =
e−2iak

(
−1 + e4ak̃

)
(k2 + k̃2)

(
−1 + e4ak̃

)
k2 + 2i

(
1 + e4ak̃

)
kk̃ −

(
−1 + e4ak̃

)
k̃2

A2 = − 2ea(−ik+k̃)k(k − ik̃)(
−1 + e4ak̃

)
k2 + 2i

(
1 + e4ak̃

)
kk̃ −

(
−1 + e4ak̃

)
k̃2

A′2 =
2e−iak+3ak̃k(k + ik̃)(

−1 + e4ak̃
)
k2 + 2i

(
1 + e4ak̃

)
kk̃ −

(
−1 + e4ak̃

)
k̃2

A3 =
4ie2a(−ik+k̃)kk̃(

−1 + e4ak̃
)
k2 + 2i

(
1 + e4ak̃

)
kk̃ −

(
−1 + e4ak̃

)
k̃2

Die Koeffizienten sind dann gerade

R = |A′1|2 T = |A3|2

Diese möchten wir jetzt berechnen:

|A′1|2 =

(
e4ak̃ − 1

)2

(k2 + k̃2)2

(
e4ak̃ − 1

)2
(k2 − k̃2)2 + 4

(
e4ak̃ + 1

)2
k2k̃2

Unten steht dann ausmultipliziert:

(
e4ak̃

)2

k4+2
(
e4ak̃

)2

k2k̃2+
(
e4ak̃

)2

k̃4−2
(
e4ak̃

)
k4+12

(
e4ak̃

)
k2k̃2−2

(
e4ak̃

)
k̃4+k4+2k2k̃2+k̃4

und oben

(
e4ak̃

)2

k4+2
(
e4ak̃

)2

k2k̃2+
(
e4ak̃

)2

k̃4−2
(
e4ak̃

)
k4−4

(
e4ak̃

)
k2k̃2−2

(
e4ak̃

)
k̃4+k4+2k2k̃2+k̃4

Für T gilt im Nenner der gleiche Ausdruck. Im Zähler stattdessen

∣∣∣4ie2a(−ik+k̃)kk̃
∣∣∣
2

= 16
(
e4ak̃

)
k2k̃2
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(c) Betrachtet man die beiden Ergebnisse aus der Teilaufgabe vorher, so sieht man
schnell, dass die beiden Zähler addiert gerade den Nenner ergeben (die -4 wird mit
der +16 zur +12). Deshalb kürzt sich der ganze Ausdruck und man erhält

R + T = 1

(d) Im klassischen Fall wäre der Bereich des Potentials und noch spezieller der rechte
Teilbereich verboten. Das Teilchen hätte nicht die Energie, um über die Barriere zu
kommen und würde totalreflektiert. Hier ist der Transmissionskoeffizient jedoch nicht
Null (und R auch nicht 1). Es gibt also auch eine Wahrscheinlichkeit, das Teilchen
nach der Barriere zu messen!

7. Aufgabe: δ-Potential

(a) Wir benutzen die Schrödingergleichung in der Form

d2

dx2
φ(x) =

2m

~2
(V (x)− E)φ(x)

Wir integrieren diese Differentialgleichung auf beiden Seiten von −ε bis ε und erhal-
ten auf der rechten Seite:

2m

~2

ε∫

−ε

(V0δ(x)− E)φ(x) =
2m

~2

ε∫

−ε

V0φ(x)δ(x) dx− 2m

~2

ε∫

−ε

Eφ(x) dx

Da E beschränkt ist, geht der zweite Summand im Grenzübergang ε → 0 gegen 0.
Für den ersten Summanden gilt

lim
ε→0

2m

~2

ε∫

−ε

V0φ(x)δ(x) dx = lim
ε→0

2m

~2
V0φ(0) =

2m

~2
V0φ(0)

nach den Eigenschaften der Deltadistribution. Für den linken Teil der Gleichung gilt
hingegen

ε∫

−ε

d2

dx2
φ(x) dx =

d

dx
φ(ε)− d

dx
φ(−ε)

Im Grenzübergang für ε → 0 müssen die beiden Ergebnisse jedoch gleich sein. Des-
halb macht die Ableitung an der Stelle x = 0 einen Sprung von

φ′(x)+ − φ′(x)− =
2m

~2
V0φ(0)
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(b) Der Bereich ist in zwei Teilbereiche aufgespalten. Wir wählen den Ansatz

ψ =




ψ1 x < 0

ψ2 x > 0
=




A1e

ikx + A′1e
−ikx x < 0

A2e
ikx + A′2e

−ikx x > 0

mit k =
√

2mE
~2 , da wir die Lösung für die Schrödingergleichung mit Potential V =

0 (was in diesen beiden Bereichen gelten muss) schon kennen. Dann muss ψ an
der Stelle x = 0 stetig sein und die Ableitung muss den oben berechneten Sprung
aufzeigen. Berechnen wir zuerst einmal die Ableitung

ψ′ =




ikA1e

ikx − ikA′1e−ikx x < 0

ikA2e
ikx − ikA′2e−ikx x > 0

Nun zu den einzelnen Bedingungen:

φ stetig für x = 0 : ψ1(0) = ψ2(0) = A1 + A′1 = A2 + A′2

φ′ springt für x = 0 : ψ′2(0)− ψ′1(0) = ikA2 − ikA′2 − ikA1 + ikA′1 =
2m

~2
V0φ(0)

Da die Welle nur von links kommen soll, setzen wir A′2 = 0. Außerdem können wir die
Normierung frei wählen, weshalb wir zur Vereinfachung A1 = 1 wählen. Man erhält
dann die beiden Gleichungen

1 + A′1 = A2

ikA2 − ik + ikA′1 =
2m

~2
V0ψ(0) =

2m

~2
V0A2

Wir setzen die erste Gleichung in die zweite Gleichung ein und erhalten:

(1 + A′1)− 1 + A′1 =
2m

ik~2
V0(1 + A′1) =⇒ 2A′1 =

2m

ik~2
V0 + A′1

2m

ik~2
V0

und daraus die Lösung für A′1 mit

A′1 =
mV0

ik~2

1

1− mV0
ik~2

=
1

1− mV0
ik~2
− 1

Für A2 erhält man dann durch Einsetzen

A2 = 1 + A′1 =
1

1− mV0
ik~2
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8. Aufgabe: Hermitesche Operatoren

(a) Sei A ein hermitescher Operator. Und λ ein Eigenwert von A mit dem dazugehörigen
Eigenvektor ψ, also

Aψ = λψ

Dann ist vor allem

λ〈ψ, ψ〉 = 〈ψ, λψ〉 = 〈ψ,Aψ〉 = 〈Aψ,ψ〉 = 〈λψ, ψ〉 = λ〈ψ, ψ〉

Dies ist aber nur möglich für λ = λ, also λ reell (da der Vektor ψ als EV ungleich
Null sein muss).

(b) Sei A ein linearer Operator auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum H. Sei
außerdem {ui} eine Basis auf diesem Raum. Dann lässt sich das Matrixelement von
A† an der Stelle (i, j) angeben mit

A†(i,j) = 〈uiA†uj〉

Dies lässt sich jedoch mit den Eigenschaften des Skalarproduktes und der adjungier-
ten Operatoren umformen in

A†(i,j) = 〈ui, A†uj〉 = 〈A†uj, ui〉 = 〈uj, Aui〉

nach Definition ist dies aber das komplex konjugierte (j, i)-te Matrixelement von A,
also kurz

A† = (A∗)T

(c) Behauptung: Kommutierende Operatoren lassen sich gleichzeitig diagonalsieren.

AΨa = aΨa BΨb = bΨb

Dann gilt
ABΨa = BAΨa = BaΨa = aBΨa

das heißt BΨa ist ebenfalls Eigenzustand zu A zum gleichen Eigenwert.

4. Übung
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Aufgabe 1: Reflexion eines Wellenpakets 4 Punkte

a) Ebene Wellen (mit Energie E = k2~2/(2m), E < V0) erfahren bei Reflexion an einer Poten-

tialstufe der Höhe V0, also an dem Potential

V (x) =

{
0 x < 0

V0 x ≥ 0
,

einen Phasensprung um 2φ. Die Lösung der Schrödingergleichung hat also für x < 0 die

Form

Ψ−(x) = eikx + e−2iφe−ikx .

Berechnen Sie φ als Funktion vonm, V0 und k. Lösen Sie hierzu wie gewohnt die Schrödin-

gergleichung, indem Sie die Anschlussbedingungen bei x = 0 ausnutzen.

b) Ein Wellenpaket mit Verteilung g(k) (Maximum bei k0 mit k20~2/(2m) < V0, lokalisiert um

k0 ) wird an derselben Stufe reflektiert. Das reflektierte Wellenpaket hat eine Zeitverzöge-

rung von δt gegenüber dem entsprechenden klassischen Teilchen.

Betrachten Sie die Fourierdarstellung des Wellenpakets (vgl. Aufgabe 1a) Blatt 2, die Funk-

tion g(k) muss nicht explizit eingesetzt werden) jeweils vor und nach der Reflexion. Ent-

wickeln Sie das Argument der Exponentialfunktion bis zur ersten Ordnung in k um k0.

Der k-abhängige Teil der Exponentialfunktion des Wellenpakets lässt sich auf die Form

exp(i(k − k0)(x − x0)) bringen. Bestimmen Sie den Ort des Maximums der Wellenfunk-

tion x0 vor und nach der Reflexion. Durch Vergleich der Ergebnisse für x0 lässt sich die

Zeitverzögerung bestimmen.

Aufgabe 2: Fourier-Entwicklung 4 Punkte

Die trigonometrischen Funktionen

g(x) =
1√
2π

,
cosnx√

π
,
sinnx√

π
, n = 1, 2, 3, ...

bilden auf dem Intervall [−π, π] ein orthonormales Funktionensystem. Dieses System ist vollständig,

so dass für alle (quadratintegrablen) Funktionen f(x) die zugehörige Fourier-Reihe imMittel ge-

gen f(x) konvergiert:

fN(x) = a0
1√
2π

+
N

∑
n=1

(
an

cosnx√
π

+ bn
sinnx√

π

)
→ f(x) für N → ∞ .

Die Fourierkoeffizienten berechnen sich dabei durch

a0 =
1√
2π

Z π

−π
dx f(x) , an =

1√
π

Z π

−π
dx f(x) cosnx , bn =

1√
π

Z π

−π
dx f(x) sinnx .

a) Zeigen Sie, dass für gerade Funktionen (bzw. ungerade Funktionen) die Koeffizienten bn

(bzw. an) verschwinden.

b) Bestimmen Sie die Fourierkoeffizienten für die Funktion

f(x) =

{
sin(2x) −π ≤ x ≤ 0

0 sonst .

(bitte wenden)
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c) Führen Sie außerdem die Fourieranalyse durch für die Funktion

f(x) =

{
π + x −π ≤ x ≤ 0

π − x 0 ≤ x ≤ π

Aufgabe 3: Orthonormalsysteme 6 Punkte

Der Zustandsraum für ein physikalisches System sei durch die Orthonormalbasis {|1〉, |2〉, 3〉}
aufgespannt. Die Vektoren |Ψ1〉 und |Ψ2〉 seien gegeben durch:

|Ψ1〉 =
1√
2
|1〉+ i

2
|2〉+ i√

2
|3〉

|Ψ2〉 =
1√
3
|1〉+ −i√

3
|3〉

a) Normieren Sie |Ψ1〉 und |Ψ2〉. Suchen Sie einen Vektor |Ψ3〉 derart, dass {|Ψ1〉, |Ψ2〉, |Ψ3〉}
eine Orthonormalbasis bildet.

b) Berechnen Sie die Matrizen, die in der Basis {|1〉, |2〉, |3〉} die Projektoren auf |Ψ1〉, |Ψ2〉
bzw. |Ψ3〉 darstellen und zeigen Sie, dass diese Matrizen hermitesch sind. Überprüfen Sie

die Vollständigkeit ∑i |Ψi〉〈Ψi| = 1.

Aufgabe 4: Eigenwerte, -funktionen und Projektoren 6 Punkte

In einem dreidimensionalen Vektorraum sei {|1〉, |2〉, |3〉} eine Orthonormalbasis, bezüglich

derer der Operator Ly die folgende Matrixdarstellung besitze:

Ly =
~
2i




0
√
2 0

−
√
2 0

√
2

0 −
√
2 0


 .

a) Ist Ly hermitesch? Berechnen Sie die Eigenwerte und die zugehörigen (normierten) Eigen-

vektoren bezüglich obiger Basis.

b) Berechnen Sie den Projektor auf die Eigenvektoren. Prüfen Sie die Orthogonalität und die

Vollständigkeit.



9. Aufgabe: Reflexion eines Wellenpakets

(a) Wie schon des Öfteren gesehen, setzen wir für die beiden Bereiche an:

ψ− = A1e
ikx + A′1e

−2iφe−ikx ψ+ = A2e
ρx + A′2e

−ρx

mit

k =

√
2mE

~2
ρ =

√
2m(V0 − E)

~2
=

√
2mV0

~2
− k2

Zur Normierung setzen wir A2 = 0 (damit die Lösung für x→∞ verschwindet) und
A1 = 1. Die Anschlussbedingungen liefern dann die Stetigkeit der Wellenfunktion

ψ−(0) = ψ+(0) =⇒ 1 + A′1e
−2iφ = A′2

und deren Ableitung

ψ′−(0) = ψ′+(0) =⇒ ik − ikA′1e−2iφ = −ρA′2

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit ik und addieren sie zur zweiten Gleichung.
Man erhält

2ik = ikA′2 − ρA′2 =⇒ A′2 =
2ik

ik − ρ =
2k

k + iρ

und damit in der ersten Gleichung

1 + A′1e
−2iφ =

2k

k + iρ
=⇒ A′1e

−2iφ =
2k

k + iρ
− 1 =

k − iρ
k + iρ

Wir sehen hier, dass die Konstante A′1 den Betrag Eins haben muss. Da der Faktor
e−2iφ schon für ”den Winkel” verantwortlich ist, wählen wir einfach A′1 = 1. Wir
haben dann

e−2iφ =
k − iρ
k + iρ

=⇒ tanφ =
ρ

k
=

√
2mV0

k2~2
− 1

(b) Wir benutzen

ψ =

∫
g(k) exp (ikt− iω(k)t) dk

und berechnen jeweils den Exponenten.
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Für den reflektierten Teil haben wir
∫
g(k)A′1(k) exp(−ikx− iω(k)t) dk =

∫
g(k) exp(−ikx− 2iφ− iω(k)t) dk

−2iφ− iω(k)t = −ω(k)(t+ δt)

δ(t) =
2φ

ω(k)

φ = arctan
(ρ
k

)
ω(k) =

~k2

2m

k = k0 : ω(k) + 2φ(k) = ω(k0) + ∂kω(k0)(k − k0) + 2φ(k0)

Now look at the reflected Wave:
∫
g(k) exp(−2iφ(k0)) exp (−iω(k0)t− ik0x) exp (−i(∂kω(k0) + 2∂kφ(k0))(k − k0)) dk

Delay for k takes k0 =⇒ −2∂kφ(k0)
∂kω(k0)

= δt = − 1√
2mV0
~2 −k

2
0

For a classical wave: A1 + A′1 = 0 =⇒ A′1 = −A1 because no partical on the right
side, no phase.

Nils Man erhält für die einlaufende Welle einen Ausdruck der Form

i(k − k0)

(
x− k0~t

m

)

wobei der k-unabhängige Teil weggelassen wurde. Für den reflektierten Teil (wieder
nur k-abhängig) erhält man

−i(k − k0)


x−


 2√

2mV−0
~2 − k2

0

− ~k0t

m






Wie man sieht, hinkt die reflektierte Welle etwas hinterher. Sie wird erst wieder für
δt Null, mit

δt =
2

k0

1√
2V0 − ~2k20

m
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10. Aufgabe: Fourier-Entwicklung

(a) Phil:
Use

cos(nx) =
∞∑

l=0

(−1)l

(2l)!
n2lx2l sin(nx) =

∞∑

l=0

(−1)l

(2l + 1)!
n2l+1x2l+1

Odd function, m ∈ N :

√
π · an =

π∫

−π

x2m+1 cos(nx) dx

=

π∫

−π

x2m+1

∞∑

l=0

(−1)l

(2l)!
n2lx2l

=
∞∑

l=0

(−1)l

(2l)!
n2l

π∫

−π

x2(m+l)+1 dx

=
∞∑

l=0

(−1)l

(2l)!
n2l 1

2(m+ l + 1)
x2(m+l+1)

∣∣π
−π

= 0

Even Function, m ∈ N

√
π · bn =

π∫

−π

x2m sin(nx) dx

=

π∫

−π

x2m

∞∑

l=0

(−1)l

(2l + 1)!
n2l+1x2l+1 dx

=
∞∑

l=0

(−1)l

(2l + 1)!
n2l+1

π∫

−π

x2l+1+2m dx

=
∞∑

l=0

(−1)l

(2l + 1)!
n2l+1

π∫

−π

x2l+1+2m dx
1

2(m+ l + 1)
x2(m+l+1)

∣∣π
−π

= 0

Nils:
Sei also f eine gerade Funktion, also

f(x) = f(−x)
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für alle x ∈ [−π, π]. Nach der Linearität des Integrales ist

bn =
1√
π

π∫

−π

f(x) sin(nx) dx =
1√
π

0∫

−π

f(x) sin(nx) dx +
1√
π

π∫

0

f(x) sin(nx) dx

Im ersten Integral substituieren wir −x mit u und erhalten:

= − 1√
π

0∫

π

f(−u) sin(−nu) du +
1√
π

π∫

0

f(x) sin(nx) dx

=
1√
π

0∫

π

f(u) sin(nu) du +
1√
π

π∫

0

f(x) sin(nx) dx

da f gerade und sin ungerade. Dies ist aber gleich Null (da sich beim Tauschen der
Integralgrenzen das Vorzeichen ändert).

Für eine ungerade Funktion gilt analog f(x) = −f(−x) und da der Cosinus eine
gerade Funktion ist, verschwinden diesmal alle an (durch analoge Rechnung).

(b)

f(x) =





sin(2x) −π ≤ x ≤ 0

0 x ≥ 0

√
2πa0 =

π∫

−π

f(x) dx

=

0∫

−π

sin(2x) dx

u=2x
=

0∫

−2π

1

2
sin(u) du

= 0

=⇒ a0 = 0

Im Folgenden sei zuerst n 6= 2:
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bn =
1√
π

π∫

−π

f(x) sin(nx) dx

=
1√
π

0∫

−π

sin(2x) sin(nx) dx

=
1

2
√
π

[
sin (x (n− 2))

n− 2
− sin (x (n+ 2))

n+ 2

]0

−π

=
2√
π

sin(nπ)

n2 − 4

= 0

an =
1√
π

0∫

−π

cos(nx) sin(2x) dx

=
1

2
√
π

[
cos ((n+ 2)x)

n+ 2
+

cos ((n− 2)x)

n− 2

]π

−π

=
2√
π

1− (−1)n

(n− 2) (n+ 2)
=

2√
π

1− (−1)n

n2 − 4

Für n = 2 erhalten wir für b2:

b2 =
1√
π

0∫

−π

sin2(2x) dx =
1√
π

0∫

−π

1

2
(1− cos(4x)) dx =

1

2
√
π

[
x− 1

4
sin(4x)

]0

−π
=

√
π

2

und für a2:

a2 =
1√
π

0∫

−π

cos(2x) sin(2x) dx =
1√
π

0∫

−π

1

2
sin(4x) dx = − 1

8
√
π

cos(4x)

∣∣∣∣
0

−π
= 0

Damit ist das Endergebnis

f(x) =
1

2
sin(2x) +

2

π

∞∑

n=1,n 6=2

1− (−1)n

n2 − 4
cos(nx)

(c)

f(x) =




x+ π −π ≤ x ≤ 0

π − x 0 ≤ x ≤ π
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This is an even Function. Proof : Choose a ∈ [0, π]:

f(−a) = −a+ π = f(a)

This leads us to
bn = 0

an =
1√
π

π∫

−π

f(x) cos(nx) dx

=
1√
π




0∫

−π

cos(nx)(π + x) dx +

π∫

0

cos(nx)(π − x) dx




=
1√
π

(
1− (−1)n

n2
+

1− (−1)n

n2

)

=
2√
π

1− (−1)n

n2

a0 =
1√
2π

π∫

−π

f(x) dx

=
1√
2π




0∫

−π

π + x dx +

π∫

0

π − x dx




=
1√
2π

(
π2 − 1

2
π2 + π2 − 1

2
π2

)

=
π2

√
2π

Finally we have

f(x) =
π

2
+
∞∑

n=1

2

π

1− (−1)n

n2
cos(nx)

11. Aufgabe: Orthonormalsysteme

(a) Zuerst berechnen wir die Norm der Vektoren, um sie dann normieren zu können. Wir
benutzen dabei, dass die gegebenen Vektoren |1〉 , |2〉 , |3〉 schon eine ONB sind. Es
ist

〈ψ1|ψ1〉 =
1

2
+

1

4
+

1

2
=

5

4
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weshalb wir als normierten Vektor ansetzen:

|ψ̃1〉 =
2√
5
|ψ1〉

Analog auch

〈ψ2|ψ2〉 =
2

3

und damit

|ψ̃2〉 =

√
3

2
|ψ2〉

Wir haben also jetzt die Vektoren:

|ψ̃1〉 =

√
2

5
|1〉+

i√
5
|2〉+ i

√
2

5
|3〉 |ψ̃2〉 =

1√
2
|1〉 − i√

2
|3〉

Wir machen den Ansatz
|ψ3〉 = a|1〉+ b |2〉+ c |3〉

Da |ψ〉3 auf den anderen beiden Vektoren senkrecht stehen muss, muss also gelten

〈ψ̃1|ψ3〉 !
= 0 =⇒

√
2

5
a− i√

5
b− i

√
2

5
c = 0

〈ψ̃2|ψ3〉 !
= 0 =⇒ 1√

2
a+

i√
2
c = 0

Aus der zweiten Gleichung folgt a = −ic und damit aus der ersten Gleichung

b = −2
√

2c

Wir wählen c = −1 und erhalten

|ψ3〉 = i |1〉+ 2
√

2 |2〉 − |3〉

(welcher auch linear unabhängig zu den anderen beiden Vektoren ist). Der Vektor
muss noch normiert werden. Es ist

〈ψ3 |ψ3〉 = 1 + 8 + 1 = 10

|ψ̃3〉 =
1√
10
|ψ3〉

und damit bilden {|ψ̃1〉 , |ψ̃2〉 , |ψ̃3〉} ein Orthonormalsystem.
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(b) Die Projektion ist definiert also

Pψi = |ψi〉 〈ψi|

für i = 1, 2, 3. Für die Matrixdarstellung benutzen wir jetzt die Darstellung in der
Basis |i〉 mit

Pψi(s, t) = 〈s|ψi〉 〈ψi|t〉

wenn die (s, t)-te Stelle der Matrix gesucht ist. Damit lassen sich die einzelnen Kom-
ponenten berechnen (wir benutzen jeweils die schon normierten Vektoren von oben).
Man erhält

Pψ̃1
=

1

5




2 −i
√

2 −2i

i
√

2 1
√

2

2i
√

2 2




Pψ̃2
=

1

2




1 0 i

0 0 0

−i 0 1




Pψ̃3
=

1

10




1 2i
√

2 −i
−2i
√

2 8 −2
√

2

i −2
√

2 1




Offensichtlich sind diese Matrizen alle hermitesch, denn es ist

P †
ψ̃1

= Pψ̃1
P †
ψ̃2

= Pψ̃2
P †
ψ̃3

= Pψ̃3

und außerdem (allgemein)

(Pψi)
† (s, t) = (Pψi)

∗ (t, s) = (〈t|ψi〉 〈ψi|s〉)∗ = 〈ψi|t〉 〈s|ψi〉 = 〈s|ψi〉 〈ψi|t〉 = Pψi(s, t)

Weiterhin ist zu erkennen, dass

1

5




2 −i
√

2 −2i

i
√

2 1
√

2

2i
√

2 2


+

1

2




1 0 i

0 0 0

−i 0 1


+

1

10




1 2i
√

2 −i
−2i
√

2 8 −2
√

2

i −2
√

2 1


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1




und damit die Vollständigkeitsrelation erfüllt ist (was auch klar war, da die Vektoren
eine ONB bilden).
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12. Aufgabe: Eigenwerte,-funktionen und Projektoren

(a)

L†y = − ~
2i




0 −
√

2 0√
2 0 −

√
2

0
√

2 0


 = Ly

So Ly is an hearmitean Matrix.

Eigenvalues

det(Ly − λ1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ ~√
2i

0

− ~√
2i
−λ ~√

2i

0 − ~√
2i
−λ

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −λ
∣∣∣∣∣
−λ ~√

2i

− ~√
2i
−λ

∣∣∣∣∣+
~√
2i

∣∣∣∣∣
~√
2i

0

− ~√
2i
−λ

∣∣∣∣∣

= −λ
(
λ2 − ~2

2

)
+ λ

~2

2

= λ
(
~2 − λ2

)

!
= 0

=⇒ λ ∈ {−~, 0, ~}

Eigenvectors Assumption:

λ = λ1 = −~ =⇒ v1 = − |1〉+ i
√

2 |2〉+ |3〉

Proof:

~




1 − i√
2

0
i√
2

1 − i√
2

0 i√
2

1






−1

i
√

2

1


 =



−1 + 1√

2

√
2

− i√
2

+ i
√

2− i√
2

−1 + 1


 = 0

Norming :

‖v1‖ = 4 =⇒ ṽ1 =
1

2
v1

Assumption :
λ = λ2 = 0 =⇒ v3 = |1〉+ |3〉
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Proof:
Ly · (|1〉+ |3〉) = 0 |1〉+

(
−
√

2 +
√

2
)
|2〉+ 0 |3〉 = 0

Norming:

ṽ2 =
1√
2
v2

Assumption:
λ = λ2 = ~ =⇒ v3 = − |1〉 − i

√
2 |2〉+ |3〉

Proof:

~



−1 − i√

2
0

i√
2
−1 − i√

2

0 i√
2

−1






−1

−i
√

2

1


 =




1− 1

− i√
2

+ i
√

2− i√
2

1− 1


 = 0

Norming :

ṽ3 =
1

2
v3

(b) Wir berechnen die Projektoren wieder wie oben über

Pψ = |ψ〉 〈ψ|

wobei die Vektoren ψ jetzt die Eigenvektoren sind. Wir erhalten

P1 =
1

4




1 i
√

2 −1

−i
√

2 2 i
√

2

−1 −i
√

2 1




P2 =
1

2




1 0 1

0 0 0

1 0 1




P3 =
1

4




1 −i
√

2 −1

i
√

2 2 −i
√

2

−1 i
√

2 1




und
P = P1 + P2 + P3 = E

Man erkennt also die Vollständigkeit. Außerdem lassen sich die Skalarprodukte be-
rechnen und man erhält die Orthogonalität (ach was... bei einem hermiteschen Ope-
rator).
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5. Übung
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ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 5
Prof. Dr. J. Kühn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 21.05.2012, 11:30 Uhr

Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 23.05.2012

Aufgabe 1: kommutierende Operatoren 8 Punkte

Ein dreidimensionaler Vektorraum sei durch eine Orthonormalbasis aufgespannt, bezüglich de-

rer zwei Operatoren H und B wie folgt definiert sind (ω, b reell):

H = ~ω




1 0 0

0 1 0

0 0 −1


 B = b




0 i 0

−i 0 0

0 0 −1




a) Zeigen Sie, dass H und B hermitesch sind. Die Eigenwerte beider Operatoren sind folglich

reell. Wie lauten Sie?

b) Zeigen Sie, dass der Kommutator [H,B] verschwindet. Es existiert daher ein Satz gemein-

samer Eigenvektoren zu H und B. Geben Sie eine Orthonormalbasis an, die aus derartigen

Eigenvektoren gebildet ist.

c) Wegen der Vertauschbarkeit von H und B muss es eine Basis geben, bezüglich derer beide

Matrizen Diagonalgestalt haben (mit den jeweiligen Eigenwerten in der Diagonalen). Fin-

den Sie eine Übergangsmatrix U für solch einen Basiswechsel, d. h. gesucht ist eine unitäre

Matrix U , so dass B′ = UBU † und H ′ = UHU † beide diagonal sind.

d) Welche der Mengen {H}, {B}, {H,B}, {H2, B} von Operatoren bilden einen vollständigen

Satz von kommutierenden Observablen?

Aufgabe 2: 12 Punkte

Betrachten wir ein Potential der Form

V (x) = −V0δ(x) mit V0 > 0 .

a) Es existiert ein gebundener Zustand (E < 0). Zeigen Sie, dass dieser Zustand gegeben ist

durch:

Ψ0(x) =
√
ρe−ρ|x| mit ρ = (mV0)/~2 .

b) Für Steuzustände (E > 0) mit von links einlaufenden Wellen ergibt sich (vgl. Blatt 3, Auf-

gabe 2):

Φl
p(x) =

1√
2π~

{
eipx/~ − 1

1+iκe
−ipx/~ , x ≤ 0

iκ
1+iκe

ipx/~ , x > 0

}

mit p =
√
2mE und κ = p/(ρ~).

c) Um ein vollständiges Orthonormalsystem zu konstruieren, benötigen wir noch Streuzustände

mit von rechts einlaufenden Wellen Φr
p(x). Bestimmen Sie Φr

p(x).

d) Das System ist orthonormiert, also müssen folgende Relationen gelten:

1.) 〈Ψ0|Ψ0〉 = 1 2.) 〈Ψ0|Φl
p〉 = 0

3.) 〈Ψ0|Φr
p〉 = 0 4.) 〈Φl

p|Φl
p′〉 = δ(p− p′)

5.) 〈Φr
p|Φr

p′〉 = δ(p− p′) 6.) 〈Φl
p|Φr

p′〉 = 0

(bitte wenden)
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mit 〈Ψ0|Ψ0〉 =
∫∞
−∞dxΨ∗

0(x)Ψ0(x), usw.

Verifizieren Sie die Relation 1.), 2.), 4.) und 6.).

Hinweis: Verwenden Sie
∫∞
0 dx eikx = i

k + πδ(k)

e) Zeigen Sie für den Fall x > 0 und x′ > 0, dass das System vollständig ist, also dass

Ψ0(x)Ψ0(x
′) +

∫ ∞

0
dp Φl∗

p (x)Φl
p(x

′) +
∫ ∞

0
dp Φr∗

p (x)Φr
p(x

′) = δ(x− x′)

gilt.

Hinweis: Die Integrale
∫∞
0 dx cos(ax)

1+x2 = π
2 e

−|a| und
∫∞
0 dxx sin(bx)

1+x2 = sign(b)π2 e
−|b| sind nütz-

lich.



13. Aufgabe: Kommutierende Operatoren

(a) H und B sind hermitesch, da offensichtlich

H† = H B† = B

Die Eigenwerte von H lauten

λh1 = ~ω, λh2 = −~ω

wie man leicht einsieht, da H schon in Diagonalform ist. Die Eigenwerte von B lassen
sich berechnen über

det(B−XE3) = −X2(X+b)−b2(b+X) = −(X2+b2)(B+X) = 0 λb1 = b, λb2 = −b

(b) Der Kommutator ist

[H,B] = HB −BH = ~ωb




0 i 0

−i 0 0

0 0 1


− ~ωb




0 i 0

−i 0 0

0 0 1




Wir berechnen die Eigenvektoren von B. Zuerst zu λb1 = b. Dieser ist gegeben durch

|v1〉 =
1√
2



i

1

0




Denn es ist

1√
2




0 ib 0

−ib 0 0

0 0 −b


 ·



i

1

0


 =

b√
2



I

1

0




Für λb2 = −b erhalten wir einen Eigenraum mit 2 Dimensionen. Wir wählen daraus

|v2〉 =




0

0

1


 |v3〉 =

1√
2



−i
1

0




denn es ist B |v2〉 offensichtlich −b |v2〉 und B |v3〉 = −b |v3〉 analog zu oben. Wie
wir sehen, sind die Vektoren schon normiert und sogar orthogonal gewählt (zu zwei
verschiedenen EW folgt das aus der Hermizität, zum gleichen EW sind die beiden
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Vektoren so gewählt worden).

Diese Vektoren sind aber zugleich auch Eigenvektoren von H. Durch die einfache
Gestalt von H sehen wir nämlich sofort, dass

H |v1〉 = ~ω |v1〉 H |v3〉 = ~ω |v3〉 H |v2〉 = −~ω |v2〉

Damit bilden die |vi〉 eine ONB, die aus Eigenvektoren von beiden Matrizen gebildet
wird.

(c) Wir benutzen einfach die ONB aus der Aufgabe davor. Diese erfüllt nämlich schon
alle Bedingungen. Denn wenn wir als Basiswechselmatrix U wählen

U =




0 0 1

− i√
2

1√
2

0
i√
2

1√
2

0




Denn es ist

U ·H · U † =



−ω~ 0 0

0 ω~ 0

0 0 ω~




und

U ·B · U † =



−b 0 0

0 b 0

0 0 −b




welche beide in Diagonalgestalt sind (mit den Eigenwerten als Diagonalelemente).
Außerdem ist U unitär, da es aus den Vektoren einer ONB besteht (welche senkrecht
aufeinander stehen).

(d) Die Operatoren H und B alleine sind noch kein v.S.k.O, da sie beide einen Eigenwert
besitzen, der entartet ist (−b oder −ω~), also die Wahl der Eigenvektoren nicht
eindeutig ist.

Betrachten wir jetzt das Set H,B. Wie oben gezeigt kommutieren die beiden Ope-
ratoren und eine mögliche Eigenvektorbasis wäre gegeben durch

|v1〉 =
1√
2



i

1

0


 |v2〉 =




0

0

1


 |v3〉 =

1√
2



−i
1

0



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Wir geben die dazugehörigen Eigenwerte von B und H an. Es ist

B |v1〉 = b |v1〉 H |v1〉 = ~ω |v1〉 B |v2〉 = −b |v2〉

H |v2〉 = −~ω |v2〉 B |v3〉 = −b |v3〉 H |v3〉 = ~ω |v3〉

Wie man sieht, ist also die Charakterisierung der Eigdasenvektoren |vi〉 durch ihre
Eigenwerte eindeutig. Also bilden H und B ein v.S.k.O.

Da H eine so einfache Struktur hat, lässt sich H2 und vor allem die dazugehörigen
Eigenvektoren (und Werte) sofort berechnen. Es ist

H2 = ~2ω2E3

Damit ist ~2ω2 der einzige Eigenwert zu den drei Eigenvektoren e1, e2, e3. Wie auch
schon für H können wir wieder eine Basis konstruieren, die ONB ist und Eigenvek-
toren für H2 und B sind. Wir wählen die selbe Basis wie oben, nämlich

|v1〉 =
1√
2



i

1

0


 |v2〉 =




0

0

1


 |v3〉 =

1√
2



−i
1

0




Dann ist (analog zu oben)

B |v1〉 = b |v1〉 H2 |v1〉 = ~2ω2 |v1〉 B |v2〉 = −b |v2〉

H2 |v2〉 = ~2ω2 |v2〉 B |v3〉 = −b |v3〉 H2 |v3〉 = ~2ω2 |v3〉

Wie man sieht, ist die Charakterisierung diesmal nicht eindeutig. Also bilden H2 und
B kein v.S.k.O.

14. Aufgabe: Störwelle

(a) Wir berechnen die Lösung der Schrödingergleichung in einem Bereih ohne Potential
(dalso x 6= 0). Mit dem Ansatz

ψ = eiλx

folgt sofort

λ = ±
√

2mE

~2
= ±i

√
−2mE

~2
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Wir setzen

ρ =

√
−2mE

~2

was reell ist, da E < 0.

Wir wählen dann zur Beschreibung der Wellenfunktion zwei Bereiche:

ψ =




A1e

ρx + A′1e
−ρx x < 0

A2e
ρx + A′2e

−ρx x < 0

Aufgrund der Normierbarkeit fallen aber A′1 und A2 sofort weg. Nun betrachten wir
noch die Anschlussbedingungen. Da ψ an der Stelle x = 0 stetig sein muss, folgt
A1 = A′2. Die Sprungbedingung für die Ableitung bringt

ψ′+ − ψ′− = −2mV0

~2
ψ(0) =⇒ −ρ− ρ = −2mV0

~2
=⇒ ρ =

mV0

~2

Zur Bestimmung des Faktors A1 = A′2 = A Normieren wir die Wellenfunktion (welche
reell ist, weshalb auf die komplexe Konjugation unterdrückt werden kann):

∫
ψ(x)2 dx =

0∫

−∞

A2e2ρx dx +

∞∫

0

A2e−2ρx dx = 1

Das entspricht (wenn man die Integrale löst)

A2

2ρ
+
A2

2ρ
= 1 =⇒ A2 = ρ

Schließlich kommt man auf das behauptete Endergebnis

ψ =





√
ρeρx x < 0
√
ρe−ρx x > 0

=
√
ρe−ρ|x|

(b) Keine Aufgabenstellung

(c) Das Problem ist symmetrisch. Es reicht also in der Lösung für Φl
p einfach x mit −x

zu vertauschen. Es ist also

Φr
p(x) =

1√
2π~




e−ipx/~ − 1

1+iκ
eipx/~ x > 0

iκ
1+iκ

e−ipx/~ x < 0
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(d) (1) 〈ψ0|ψ0〉 = 1: Diese Relation wurde schon in der Aufgabenstellung a) bestätigt,
da die dort verwendete Variable A so gewählt worden ist (damit ψ0 normiert
wird).

(2) Es ist

〈ψ0|ψlp〉 =

√
ρ

2π~

0∫

−∞

eρx+ipx/~− 1

1 + iκ
eρx−ipx/~ dx+

√
ρ

2π~

∞∫

0

iκ

1 + iκ
e−ρx+ipx/~ dx

=

√
ρ

2π~

∞∫

0

e−ρx−ipx/~ − 1

1 + iκ
e−ρx+ipx/~ +

iκ

1 + iκ
e−ρx+ipx/~ dx

=

√
ρ

2π~

∞∫

0

eix(iρ−p/~) − 1

1 + iκ
eix(iρ+p/~) +

iκ

1 + iκ
eix(iρ+p/~) dx

Wir benutzen jetzt die angegebende Formel auf dem Übungsblatt, bemerken
aber gleich, dass ρ und p beide reell sind und deshalb der Exponent nie Null sein
kann. Deshalb bleiben nur noch die Brüche mit i im Zähler stehen.

Man erhält

=

√
ρ

2π~

[
i

iρ− p/~ −
1

1 + iκ

i

iρ+ p/~
+

iκ

1 + iκ

i

iρ+ p/~

]

=

√
ρ

2π~
−ρ− iκρ+ ip/~− κp/~ + ρ+ ip/~− iρκ+ kp/~

(1 + iκ)(iρ− p/~)(iρ+ p/~)

Setzt man jetzt noch die Definition von

κ =
p

ρ~

ein, so sieht man, dass sich die Summanden jeweils paarweise wegheben. Man
erhält also wirklich

〈ψ0|ψlp〉 = 0

(3) Zeige
2π~ 〈Ψl

p|Ψl
p′〉 = 2π~δ(p− p′)

0∫

−∞

dx

(
e−

ipx
~ − 1

1− iκ
e

ipx
~

)(
eip′x/~ − 1

1 + iκ′
e−ip′x/~

)
+

∞∫

0

dx
iκ

1− iκ
e−ipx/~− iκ′

1 + iκ′
eip′x/~
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Integral zusammenfassen mit Integralgrenzen
∞∫
0

dx

=

∞∫

0

dx

(
ei(p−p′)x +

1 + κκ′

(1− iκ)(1 + iκ′)
e−i(p−p′)x/~ − e−i(p−p′)x/~

1− iκ
− ei(p+p′)x/~

1 + iκ′

)

=
1

(1− iκ)(1 + iκ′)

(
κ− κ′
p− p′ ~−

κ+ κ′

p+ p′
~ + (2 + i(κ− κ′) + 2κκ′)πδ(

p− p′
~

)− (2 + i(κ− κ′))πδ(p+ p′

~
)

)

= 2π~δ(p− p′)

(4) Nicht bearbeitet.

(e) Wir berechnen zuerst die beiden Integrale. Diese lassen sich zu einem Integral um-
schreiben. Der Integrand lautet dann

1

2π~

(
e−

ipx
~ − e

ipx
~

1− iκ

)(
e
ipx′
~ − e−

ipx′
~

1 + iκ

)
+

e
ipx
~ −

ipx′
~ κ2

(1− iκ)(1 + iκ)

Wir multiplizieren aus und benutzen die Exponentialdarstellungen von Kosinus und
Sinus. Man erhält

1

π~


cos

(
p (x− x′)

~

)
−

(
cos
(
p(x+x′)

~

)
+ κ sin

(
p(x+x′)

~

))

1 + κ2




Kümmern wir uns erst um den hinteren Teil. Bei der Integration substituieren wir

κ =
p

ρ~

und erhalten mit den Formeln auf dem ÜB

−ρ
π

∞∫

0

dκ
cos (ρκ (x+ x′)) + κ sin (ρκ (x+ x′))

1 + κ2
= −ρ

π

[π
2
e−ρ(x+x′) +

π

2
e−ρ(x+x′)

]
= −ρe−ρ(x+x′)

Jetzt zum ersten Teil. Wir schreiben wieder um

1

π~
cos

(
p (x− x′)

~

)
=

1

2π~

[
e−ip/~(x−x′) + eip/~(x−x′)

]

Bei der Integration lässt sich jetzt wieder die Formel von oben verwenden. Man erhält

53



nach Integrieren

1

2π~

[
− i

p/~(x− x′) +
i

p/~(x− x′) + πδ

(
−x− x

′

~

)
+ πδ

(
x− x′

~

)]

Nach den Regeln zur Deltadistribution wird dies zu

1

2π~
[~πδ(x− x′) + ~πδ(x− x′)] = δ(x− x′)

Uns fehlt jetzt nur noch der Term ohne Integral. Dieser ist

ψ0(x)ψ0(x′) = ρe−ρ(x+x′)

Dieser hebt sich also mit dem Term von vorher gerade weg und als Endergebnis bleibt

δ(x− x′)

und damit die Behauptung.

6. Übung
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Aufgabe 1: Virialsatz 6 Punkte

Gegeben sei der (eindimensionale) Hamiltonoperator H =
P 2

x

2m +V (X). Zeigen Sie, dass für einen

stationären Zustand d
dt 〈XPx〉 = 0 gilt, und leiten Sie daraus den Virialsatz

i

~
〈X [Px, V (X)]〉 = 2

〈
P 2
x

2m

〉

her. Benutzen Sie hierzu d〈A〉
dt = i

~ 〈[H,A]〉+ 〈 ∂
∂tA〉 für A = XPx.

Was erhalten Sie für V (x) = λxn und speziell für n = 2 ?

Aufgabe 2: Harmonischer Oszillator I 7 Punkte

Für den linearen harmonischen Oszillator mit den Energie-Eigenzuständen |Φn〉 sind mit Hilfe

der Operatoren a und a† die folgenden Größen zu berechnen:

a) die Matrixelemente 〈Φm|X |Φn〉 und 〈Φm|P |Φn〉,

b) das Produkt (∆x)(∆p) mit

(∆x)2 = 〈Φn|X2|Φn〉 − (〈Φn|X |Φn〉)2

und analog für (∆p)2,

c) die Erwartungswerte der potentiellen und kinetischen Energie für die Zustände |Φn〉. Ver-

gleichen Sie das Resultat mit dem von Aufgabe 1.

Aufgabe 3: Harmonischer Oszillator II 7 Punkte

Betrachten Sie einen harmonischen Oszillator der Masse m und Frequenz ω. Sein Zustand sei zur

Zeit t = 0 durch

|Ψ(0)〉 = ∑
n

cn|Φn〉

gegeben, wobei die |Φn〉 stationäre Zustände zu den Energien (n+ 1/2)~ω sind.

a) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit P , dass eine Energiemessung zu einer beliebigen Zeit

t > 0 einen Wert größer 2~ω liefert? Geben Sie im Falle P = 0 die nichtverschwindenden

Koeffizienten cn an.

b) Für den Rest der Aufgabe seien nur c0 und c1 ungleich Null angenommen (auch für Teil c)

und d)). Geben Sie Normierungsbedingung für |Ψ(0)〉 und den Erwartungswert der Ener-

gie 〈H〉 als Funktion von c0 und c1 an. Berechnen Sie |c0|2 und |c1|2 unter der Annahme,

dass 〈H〉 = ~ω ist.

c) Im Folgenden sei c0 > 0 angenommen. Dadurch wird der Phasenfaktor des normierten

Zustands |Ψ(0)〉 festgelegt. Des Weiteren sei 〈H〉 = ~ω und 〈x〉 = 1
2

√
~

mω . Berechnen Sie

dann den Wert für θ1 in c1 = |c1| exp(iθ1).

d) Berechnen Sie mit dem so festgelegten |Ψ(0)〉 den Zustand |Ψ(t)〉 für t > 0 und bestimmen

Sie den Wert für θ1 zur Zeit t. Was ist der Erwartungswert von 〈x〉(t) zur Zeit t?



15. Aufgabe: Virialsatz

Wir zeigen zuerst, dass
d

dt
〈XPx〉 = 0

gilt. Wähle dazu ψ als einen stationären Zustand. Er ist also eine Lösung der Eigenwert-
gleichung

H |ψ(t0)〉 = E |ψ(t0)〉

zur Zeit t = t0 für eine Energie E. Der Zustand zur beliebigen Zeit t lässt sich dann
darstellen als

|ψ(t)〉 = e−iE(t−t0)/~ |ψ(t0)〉

Berechnen wir also jetzt den Erwartungswert von XPX zur Zeit t. Er ist gegeben durch

〈XPx〉(t) = 〈ψ(t)|XPx |ψ(t)〉 = 〈e−iE(t−t0)/~ψ(t0)|XPx |e−iE(t−t0)/~ψ(t0)〉
= eiE(t−t0)/~e−iE(t−t0)/~ 〈ψ(t0)|XPx |ψ(t0)〉 = 〈XPx〉(t0)

Wie man sieht gibt es keinen Unterschied zwischen der Zeit t0 und der beliebigen Zeit t.
Also muss der Erwartungswert konstant sein.
Wir benutzen die Formel auf dem Übungsblatt und erhalten

0 =
d

dt
〈XPx〉 =

i

~
〈[H,XPx]〉+ 〈∂tXPx︸ ︷︷ ︸

= 0

〉

Der letzte Summand muss Null sein, da weder X noch Px direkt von der Zeit abhängen.
Betrachten wir jetzt den Kommutator:

[H,XPx] = X[H,Px] + [H,X]Px = [V (X), X]︸ ︷︷ ︸
= 0

Px +
1

2m
[P 2
x , X]Px +X[V (X), Px] +

X

2m
[P 2
x , Px]︸ ︷︷ ︸
= 0

=
2Px
2m

[Px, X]︸ ︷︷ ︸
=−i~

Px +X[V (X), Px]

Mit dieser Lösung erhalten wir

0 =
i

~

〈
−2i~

P 2
x

2m
+X[V (X), Px]

〉
= 2

〈
P 2
x

2m

〉
+
i

~
〈X[V (X), Px]〉

und daraus die Behauptung

2

〈
P 2
x

2m

〉
=
i

~
〈X[Px, V (X)]〉
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Setzen wir jetzt
V (X) = λXn

so erhält man

i

~
〈X[Px, V (X)]〉 =

iλ

~
〈X[Px, X

n]〉 =
iλ

~
〈XnXn−1 [Px, X]︸ ︷︷ ︸

=−i~

〉 = nλ〈Xn〉

und damit
nλ〈Xn〉 = 2

〈
P 2
x

2m

〉

oder speziell für n = 2

λ〈X2〉 =

〈
P 2
x

2m

〉

Dies kennen wir schon aus der klassischen Mechanik: auf der linken Seite steht die po-
tentielle Energie (eigentlich natürlich ihr Erwartungswert) und auf der rechten Seite die
kinetische Energie.

16. Aufgabe: Harmonischer Oszillator I

(a) Durch die Definition von a und a† wissen wir

X =

√
~

2mω
(a† + a) P = i

√
mω~

2
(a† − a)

Benutzen wir jetzt noch die Aufsteige- und Absteigeeigenschaften von a und a† mit

a† |φn〉 =
√
n+ 1 |φn+1〉 a |φn〉 =

√
n |φn−1〉

so kommt man auf

〈φm|X |φm〉 =

√
~

2mω
〈φm| (a†+a) |φm〉 =

√
~

2mω
〈φm|

[√
n+ 1 |φn+1〉+

√
n |φn−1〉

]

und da die φn eine ONB bilden und damit

φnφm = δnm

gilt, folgt daraus

〈φm|X |φm〉 =

√
~

2mω

[√
n+ 1δm,n+1 +

√
nδm,n−1

]

57



Für die Berechnung zum Impuls ändert sich nur der Vorfaktor und das Vorzeichen.
Sie kann deswegen analog übernommen werden. Man kommt auf

〈φm|P |φm〉 = i

√
mω~

2

[√
n+ 1δm,n+1 −

√
nδm,n−1

]

(b) Wir sehen schon in den obigen Formeln, dass für n = m der Erwartungswert von P
und X verschwindet, da n− 1 6= n 6= n+ 1 für jedes n gelten muss. Des Weiteren ist

X2 =
~

2mω

(
(a†)2 + aa† + a†a+ a2

)2

und damit mit den Aufsteige- und Absteigeeigenschaften (siehe oben)

〈φn|X2 |φn〉 =
~

2mω
〈φn|

[
a†
√
n+ 1 |φn+1〉+ a

√
n+ 1 |φn+1〉+ a†

√
n |φn−1〉+ a

√
n |φn−1〉

]

=
~

2mω
〈φn|

[√
n+ 1

√
n+ 2 |φn+2〉+ (n+ 1) |φn〉+ n |φn〉+

√
n− 1

√
n |φn−2〉

]

Auch hier wenden wir wieder an, dass die φn eine ONB sind, weshalb nur die Produkte
mit 〈φn|φn〉 stehen bleiben. Man erhält

〈φn|X2 |φn〉 =
~

2mω
(n+ 1 + n) =

~
mω

(
n+

1

2

)

und damit

(∆x)2 = 〈φn|X2 |φn〉 =
~
mω

(
n+

1

2

)
=⇒ ∆x =

√
~
mω

(
n+

1

2

)

Für den Impuls benutzen wir

P 2 = −mω~
2

(
(a†)2 + aa† − a†a+ a2

)

und erhalten analog wie oben

(∆p)2 = 〈φn|P 2 |φn〉 = −mω~
2
〈φn|

[√
n+ 1

√
n+ 2 |φn+2〉 − (n+ 1) |φn〉+ n |φn〉 −

√
n− 1

√
n |φn−2〉

]

=
mω~

2
(n+ 1 + n) = mω~

(
n+

1

2

)
=⇒ ∆p =

√
mω~

(
n+

1

2

)
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Damit ist das gesuchte Produkt

∆x∆p = ~
(
n+

1

2

)

(c) Es ist

〈V (X)〉 =

〈
1

2
mω2X2

〉
=

1

2
mω2〈X2〉 =

1

2
mω2

[
(∆X)2 + 〈X〉2

]

Wie wir oben gesehen haben, ist 〈X〉 = 0 und damit

〈V (X)〉 =
1

2
mω2(∆X)2 =

1

2
~ω
(
n+

1

2

)

Für die kinetische Energie gilt:

〈T 〉 =
1

2m
〈P 2〉 =

1

2m

[
(∆P )2 + 〈P 〉2

]

Wieder benutzen wir, dass 〈P 〉 = 0 und damit

〈T 〉 =
1

2m
(∆P )2 =

1

2
~ω
(
n+

1

2

)
= 〈V (X)〉

Wie wir oben schon gesehen haben, gleichen sich Erwartungswert von kinetischer
und potentieller Energie in diesem Fall.

17. Aufgabe: Harmonischer Oszillator II

(a) Es ist

P (E > 2~ω) =
∞∑

E=2~ω

P (E) =
∞∑

n=2

P (E = En = (n+ 1/2)~ω)

Jeder Messung in der Quantenphysik entspricht ein Operator und die Energiemessung
wird trivialerweise durch den Hamiltonoperator repräsentiert. Seine Eigenwerte sind
in diesem Fall gerade En mit den dazugehörigen Eigenvektoren φn also die stationären
Zustände. Es ist also (wenn wir annehmen, dass ψ(0) normiert ist)

P (E > 2~ω) =
∞∑

n=2

P (E = En = (n+1/2)~ω) =
∞∑

n=2

| 〈φn|ψ(t)〉 |2 =
∞∑

n=2

| 〈φn|U(t, 0) |ψ(0)〉 |2

mit dem Entwicklungsoperator U . Nun ist ψ(0) eine Linearkombination auf den
stationären Zuständen φn und die Wirkung von U auf diese Eigenzustände ist sehr
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einfach:
U(t, 0) |φn〉 = e−iEnt/~ |φn〉

Wir können deshalb schreiben

P (E > 2~ω) =
∞∑

n=2

∣∣∣∣∣∣
∑

i

cie
−iEit/~ 〈φn|φi〉︸ ︷︷ ︸

=δin

∣∣∣∣∣∣

2

=
∞∑

n=2

∣∣cne−iEnt/~
∣∣2 =

∞∑

n=2

|cn|2

Damit die Wahrscheinlichkeit jetzt 0 ist, dürfen also nur noch die Terme c0 und c1

stehen bleiben (was auch sinnvoll ist!)

(b) Die Normierungsbedingung liefert

〈ψ(0)|ψ(0)〉 = 〈c0φ0 + c1φ1|c0φ0 + c1φ1〉

Wir nutzen die ONB-Eigenschaften von φ0, φ1 und erhalten

〈ψ(0)|ψ(0)〉 = |c0|2 〈φ0|φ0〉+ |c1|2 〈φ1|φ1〉 = |c0|2 + |c1|2

Damit die Normierung erfüllt ist, muss dies Eins sein. Der Erwartungswert in diesem
Zustand für H ist

〈H〉 = 〈ψ(0)|H |ψ(0)〉 = 〈c0φ0 + c1φ1|H |c0φ0 + c1φ1〉

Die φ0, φ1 sind Eigenvektoren von H zu den Eigenwerten E0, E1, also

〈H〉 = 〈c0φ0 + c1φ1|c0E0φ0 + c1E1φ1〉

und damit analog zu oben (mit dem Ergebnis aus der 2)

〈H〉 = |c0|2E0 + |c1|2E1 = ~ω
(

1

2
|c0|2 +

3

2
|c1|2

)

Mit der Annahme 〈H〉 = ~ω kommt man auf das Gleichungssystem

1 = |c0|2 + |c1|2 (1)

1 =
1

2
|c0|2 +

3

2
|c1|2 (2)
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Wir subtrahieren (1) von 2 mal (2) und erhalten

2|c1|2 = 1 =⇒ |c1|2 = |c0|2 =
1

2

(c) Damit die Aussage c0 > 0 überhaupt einen Sinn hat, muss c0 reell sein. Da es laut
Aussage auch positiv ist und die Beziehungen von oben weiter gelten, gilt

c0 =
1√
2

Für den Erwartungswert von X gilt

〈X〉 = 〈c0φ0 + c1φ1|X |c0φ0 + c1φ1〉

und aufgrund der Linearität

= |c0|2 〈φ0|X |φ0〉+ c∗0c1 〈φ0|X |φ1〉+ c0c
∗
1 〈φ1|X |φ0〉+ |c1|2 〈φ1|X |φ1〉

Die einzelnen Summanden sind gerade die Darstellung von X in der Basis der Ei-
genvektoren. Diese wurde schon in der vorherigen Aufgabe berechnen. Wir wissen
also

X00 = X11 = 0 X10 = X01 =

√
~

2mω

und dies liefert

〈X〉 =

√
~

2mω
(c∗0c1 + c0c

∗
1) =

1√
2

√
~

2mω
(c1 + c∗1) =

1

2

√
~
mω

(c1 + c∗1)

Damit die Beziehung für 〈X〉 auf dem Übungsblatt erfüllt ist, muss gelten

c1 + c∗1 = 1

Setzen wir jetzt noch
c1 = |c1|eiΘ

und
|c1| =

1√
2

wie wir von vorher wissen, so erhält man

1 = c1 + c∗1 =
1√
2

[
eiΘ + e−iΘ

]
=

1√
2

2 cos(Θ) =
√

2 cos(Θ)
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Es muss also
cos Θ =

1√
2

=⇒ Θ =
π

4

(d) Wir haben bisher gefunden:

|ψ(0)〉 =
1√
2
|φ0〉+

1√
2
eiΘ |φ1〉

Für die Zeitentwicklung benutzen wir wieder den Zeitentwicklungsoperator U und
seine einfache Wirkung auf die Basisvektoren φn. Man erhält

|ψ(t)〉 = U(t, 0) |ψ(0)〉 =
1√
2
e−iE0t/~ |φ0〉+

1√
2
eiΘe−iE1t/~ |φ1〉

Man erkennt den neuen Phasenfaktor

Θt = Θ− E1t/~ = Θ− 3

2
tω =

π

4
− 3

2
tω

Beziehungsweise den Unterschied zwischen den beiden Anteilen

∆Θ = Θ− 3

2
tω +

1

2
tω =

π

4
− tω

Für den Erwartungwert von X gilt jetzt

〈X〉(t) = 〈c0(t)φ0 + c1(t)φ1|X |c0(t)φ0 + c1(t)φ1〉

Wie man sieht, ergeben sich die selben Formeln wie in der Aufgabe davor, wenn man
nur immer die zeitabhängigen Vorfaktoren benutzt. Man erhält also

〈X〉(t) =

√
~

2mω
(c∗0(t)c1(t) + c0(t)c∗1(t))

mit
c0(t) =

1√
2
e−iE0t/~ c1(t) =

1√
2
eiΘe−iE1t/~

erhält man

c∗0(t)c1(t) =
1

2
eiE0t/~eiΘe−iE1t/~ =

1

2
ei∆Θ c0(t)c∗1(t) = (c∗0(t)c1(t))∗ =

1

2
e−i∆Θ

und damit

〈X〉(t) =
1

2

√
~

2mω

(
ei∆Θ + e−i∆Θ

)
=
√

2〈X〉(0) cos(∆Θ) =
√

2〈X〉(0) cos
(π

4
− tω

)
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7. Übung
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ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 7
Prof. Dr. J. Kühn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 04.06.2012, 11:30 Uhr

Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 06.65.2012

Aufgabe 1: Gaußsches Wellenpaket im HO 8 Punkte

Die Wellenfunktion Ψ(x, t) = 〈x|Ψ(t)〉 für ein Teilchen der Masse m sei zum Zeitpunkt t0 = 0

durch ein Gaußsches Wellenpaket gegeben:

Ψ(x, 0) =

(
β√
π

) 1
2

exp

(
−1

2
β2(x − a)2

)

Das Teilchen befinde sich im Oszillator-Potential V (x) = 1
2mω2x2 mit β =

√
mω/~.

a) Berechnen Sie Ψ(x, t). Schieben Sie hierzu in 〈x|Ψ(t)〉 = 〈x|e−iHt/~|Ψ(0)〉 einen vollständi-

gen Satz von Energie-Eigenfunktionen |φn〉 ein.

Zur Berechnung können Sie die folgenden Relationen für die Hermite-Polynome gebrau-

chen:
∫ ∞

−∞
dξe−(ξ−α)2Hn(ξ) =

√
π(2α)n ,

∞
∑
n=0

Hn(ξ)

n!
λn = exp(−λ2 + 2λξ) .

b) Die Wahrscheinlichkeitsdichte |Ψ(x, t)|2 kann in die Form

|Ψ(x, t)|2 =
1√

2π ∆x
exp

[
− (x− 〈X〉)2

2(∆x)2

]
.

gebracht werden. Was ergibt sich für den Erwartungswert 〈X〉 und die Breite ∆x?

c) Vergleichen Sie die Resultate mit den bekannten Ergebnissen für das freie Gaußsche Wel-

lenpaket.

Aufgabe 2: Pauli-Matrizen 6 Punkte

Es seien σi (i = 1, 2, 3) die Pauli-Matrizen und 1 die 2× 2 Einheitsmatrix.

a) Verifizieren Sie für den Spezialfall i = 1, j = 2 , dass gilt:

{σi, σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij 1 ,

[σi, σj ] ≡ σiσj − σjσi = 2iǫijkσk .

b) Mit Hilfe von a) soll gezeigt werden, dass für beliebige Vektoren ~a,~b ∈ C3 die Identität

(~σ · ~a)(~σ ·~b) = ~a ·~b1+ i~σ · (~a×~b)

gilt.

c) Eine beliebige 2× 2 Matrix M sei definiert durch

M = a0 1+ ~a · ~σ , a0, a1 ∈ C .

Wie können a0 und ai durch die Spuren Sp(M) und Sp(σiM) ausgedrückt werden?

(bitte wenden)
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Aufgabe 3: Operatoridentitäten (freiwillig) 6 Bonuspunkte

Beweisen Sie die folgenden Operatoridentitäten:

a) Die Baker-Hausdorff-Identität:

eABe−A =
∞
∑
n=0

1

n!
[A,B]n,

wobei [A,B]0 ≡ B, [A,B]1 ≡ [A,B], [A,B]2 ≡ [A, [A,B]], . . .

Hinweis: Betrachten Sie die Taylorentwicklung der Funktion F (x) = exABe−xA in der reel-

len Variablen x.

b) Falls der Kommutator zweier Operatoren A und B mit diesen kommutiert, gilt die folgende

Beziehung:

eAeB = eA+Be
1
2 [A,B]

Hinweis: Betrachten Sie die Taylorentwicklung der Funktion F (x) = exAexB und wenden

Sie die Baker-Hausdorff-Identität an.



18. Aufgabe: Wellenpaket im harmonischen Oszillator

Wir benutzen

〈x|φn〉 = φn(x) =
(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

Hn

(√
mω

~
x

)
e−

mω
2~ x

2

und mit der Definition von β auf dem Blatt

φn(x) =

(
β2

π

)1/4
1√
2nn!

Hn (βx) e−
(βx)2

2

(a) Wir schieben ein

ψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 = 〈x| e−iHt/~
(∑

n

|φn〉 〈φn|
)
|ψ(0)〉 =

∑

n

〈x| e−iHt/~ |φn〉 〈φn|ψ(0)〉

Nun nutzen wir noch aus, dass die φn Eigenvektoren von H sind:

=
∑

n

e−iEnt/~ 〈x|φn〉 〈φn|ψ(0)〉

Wir betrachten zuerst das Skalarprodukt am Ende in Ortsdarstellung

〈φn|ψ(0)〉 =

(
β2

π

)1/4(
β2

π

)1/4
1√
2nn!

∫
dx Hn (βx) e−

(βx)2

2 e−
1
2

(βx−βa)2

nach der Substitution u = βx und quadratischer Ergänzung im Exponenten erhält
man

=
1√

2nn!π

∫
du Hn(u) exp

[
−
(
u− βa

2

)2

− (βa)2

4

]
=

1√
2nn!

(βa)ne−
(βa)2

4

wenn man die Formel auf dem Übungsblatt mit α = βa
2

benutzt. Jetzt können wir
zusammensetzen

ψ(x, t) =
∑

n

e−iEnt/~
(
β2

π

)1/4
1√
2nn!

Hn(βx)e−
(βx)2

2
1√
2nn!

(βa)ne−
(βa)2

4

und etwas umgestellt mit der Formel für die Energieniveaus

=

(
β2

π

)1/4

exp

[
−(βx)2

2
− (βa)2

4
− itω

2

]∑

n

(
e−itωβa

2

)n
Hn(βx)

n!
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Wir benutzen wieder eine Formel vom Übungsblatt

=

(
β2

π

)1/4

exp

[
−(βx)2

2
− (βa)2

4
− itω

2

]
exp

[
−
(
e−itωβa

2

)2

+ e−itωβ2ax

]

(b) Wir stellen um zu

ψ(x, t) =

(
β2

π

)1/4

exp

[
−β

2

2

(
x2 +

a2

2
+
itω

β2
+

(e−itωa)
2

2
− 2e−itωax

)]

Dann ist der Betrag gegeben durch das Produkt aus ψ und seinem komplex konju-
giertem:

|ψ(x, t)|2 =

√
2β√
2π

exp

[
−β2

(
x2 +

a2

2
+

(
e−iωta

2

)2

+

(
eiωta

2

)2

− e−iωtax− eiωtax
)]

Die Exponentialfunktion lässt sich mit quadratischer Ergänzung umformen, denn

(
e−iωta

2

)2

+

(
eiωta

2

)2

+
a2

2
=
a2

4

(
eiωt + e−iωt

)2
= a2 cos2(ωt)

und
e−iωtax+ eiωtax = 2ax cos(tω)

und damit

|ψ(x, t)|2 =

√
2β√
2π

exp
[
−β2

(
x2 + a2 cos2(ωt)− 2ax cos(tω)

)]
=

√
2β√
2π

exp
[
−β2 (x− a cos(tω))2]

Die Formel auf dem Übungsblatt ist also für

∆x =
1√
2β

〈X〉 = a cos(tω)

erfüllt.

(c) Für ein freies Wellenpaket hatten wir für den Mittelwert

〈X〉 = v0t

erhalten. Auch hier erhalten wir ein ähnliches Ergebnis: Der Erwartungswert verhält
sich wie im klassischen Fall ein Teilchen. Es führt eine Schwingung (Cosinus-Term)
mit der Frequenz ω und der Amplitude a aus. Für die Breite des Wellenpaketes ergibt
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sich jedoch etwas anderes. Das freie Wellenpaket floss auseinander. Das Wellenpaket
im HO besitzt immer eine fest definierte Breite (zeitlich und räumlich konstant).

19. Aufgabe: Pauli-Matrizen

Wir benutzen im folgenden die Darstellung der Paulimatrizen in der Basisdarstellung aus
|1〉 und |0〉, also

σ1 = |0〉 〈1|+ |1〉 〈0| σ2 = i (|1〉 〈0| − |0〉 〈1|) σ3 = |0〉 〈0| − |1〉 〈1|

(a) Für i = 1 und j = 2 gilt:

{σ1, σ2} = i (|0〉 〈1|+ |1〉 〈0|) (|1〉 〈0| − |0〉 〈1|) + i (|1〉 〈0| − |0〉 〈1|) (|0〉 〈1|+ |1〉 〈0|)

Dann nutzen wir die Orthonormalität von |0〉 und |1〉, also

= i (|0〉 〈0| − |1〉 〈1|+ |1〉 〈1| − |0〉 〈0|) = 0 = 2δ121

und stark analog

[σ1, σ2] = i (|0〉 〈1|+ |1〉 〈0|) (|1〉 〈0| − |0〉 〈1|)− i (|1〉 〈0| − |0〉 〈1|) (|0〉 〈1|+ |1〉 〈0|)

und wieder

= i (|0〉 〈0| − |1〉 〈1| − |1〉 〈1|+ |0〉 〈0|) = 2i (|0〉 〈0| − |1〉 〈1|) = 2iσ3ε123

und damit die Behauptungen.

(b) Mit den Formeln aus der a) gilt vor allem für alle i, j:

2σiσj = {σi, σj}+ [σi, σj] = 2δij1 + 2iεijkσk

und damit

(~σ · ~a)
(
~σ ·~b

)
=

(∑

i

σiai

)(∑

j

σjbj

)
=
∑

i,j

σiσjaibj =
∑

i,j

(δij1 + iεijkσk) aibj

wir ziehen die beiden Summanden auseinander:

=
∑

i,j

δijaibj1 +
∑

i,j

iεijkσkaibj =
∑

i

aibi1 + iσk
∑

i,j

εijkaibj = ~a ·~b1 + i~σ ·
(
~a×~b

)
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und erhalten damit die Behauptung.

(c) Zuerst erkennen wir, dass die Pauli-Matrizen selbst spurfrei sind (Betrachte dazu ein-
fach die Matrixdarstellung!). Wir bezeichnen mit σ0 im Folgenden die Einheitsmatrix
1. Dann ist

M = a0σ0 + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3 =
3∑

i=0

aiσi

Vor allem ist

Sp(M) = Sp(σ0M) =
3∑

i=0

aiSp(σi) = a0Sp(σ0) = 2a0

und für i = 1, 2, 3:

Sp(σiM) = Sp(a0σi)︸ ︷︷ ︸
=0

+
3∑

j=1

ajSp(σiσj)

da die Paulimatrizen spurfrei sind. Wieder benutzen wir die Beziehung aus der a)

=
3∑

j=1

ajSp (δijσ0 + iεijkσk) = ai Sp (σ0)︸ ︷︷ ︸
=2

+
3∑

j=1

Sp (iεijkσk)︸ ︷︷ ︸
=0

= 2ai

20. Aufgabe: Operatoridentitäten (freiwillig)

(a) Wir bilden die erste Ableitung:

F ′(x) = exAABe−xA + exABe−xA(−A) = exAABe−xA − exABAe−xA

Wir haben hier benutzt, dass A und exA vertauschen.

Beweis: Benutze die Potenzreihendarstellung von

exA =
∑

n

1

n!
(xA)n =

∑

n

1

n!
xnAn

und da A trivialerweise mit An vertauscht, gilt auch

[exA, A] = 0

Wir erkennen hier schon eine Gesetzmäßigkeit

F ′(x) = AF (x)− F (x)A = AF (0)(x)− F (0)(x)A
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welche allgemein
F (n+1)(x) = AF (n)(x)− F (n)(x)A

heißt. Der Induktionsanfang wurde schon bewiesen und der Induktionsschritt ist
trivial, da

F (n+1)(x) =
(
F (n)(x)

)′
=
(
AF (n−1)(x)− F (n−1)(x)A

)′
= AF (n)(x)− F (n)(x)A

Vor allem ist
F (n)(0) = [A,B]n

Auch hier benutzen wir wieder Induktion:

Indunktionsanfang: Es ist

F ′(0) = AF (0)− F (0)A = AB −BA = [A,B]1

Induktionsschritt: Sei
F (n)(0) = [A,B]n

Dann folgt

F (n+1)(0) = AF (n)(0)−F (n)(0)A = A[A,B]n−[A,B]nA = [A, [A,B]n] = [A,B]n+1

und damit die Behauptung.

und damit die Taylorentwicklung um die Stelle x = 0:

F (x) =
∞∑

n=0

1

n!
F (n)(0)xn =

∞∑

n=0

1

n!
[A,B]nx

n

Jetzt lässt sich dies zusammensetzen:

eABe−A = F (1) =
∞∑

n=0

1

n!
F (n)(0)1n =

∞∑

n=0

1

n!
[A,B]n

(b) Wir machen das anders: Definiere die Operatorfunktion

F (t) = etAetB
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Für sie gilt:

F ′(t) = AetAetB + etABetB = (A+ etABe−tA)F (t) = (A+B + t[A,B])F (t)

wobei wir im letzten Schritt die Formel aus der (a) benutzt haben. Dies ist eine
Differentialgleichung für F (t). Wir machen den Ansatz

F (t) = eλ(t)

und erhalten damit

λ′(t) = A+B + t[A,B] =⇒ λ(t) = t(A+B) +
t2

2
[A,B]

Da (A+B) nach Voraussetzung mit [A,B] vertauscht, vertauschen auch die einzelnen
Potenzreihen und damit

F (t) = et(A+B)+ t2

2
[A,B] = et(A+B)e

t2

2
[A,B]

Für t = 1 folgt die Behauptung.

8. Übung
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Aufgabe 1: Harmonischer Oszillator III 7 Punkte

Gegeben sei der eindimensionale harmonischen Oszillator. Betrachten Sie normierte Eigenzustände

zum Absteigeoperator a, a|α〉 = α|α〉, α ∈ C.

a) Berechnen Sie den Erwarungswert der Energie 〈H〉α und die Breite∆E

b) Berechnen Sie die Erwartungswerte des Ortes und Impulses.

c) Berechnen Sie die Koeffizienten cn in der Entwicklung nach Eigenfunktionen des Hamil-

tonoperators

|α〉 =
∞
∑
n=0

cn|n〉 .

d) Das System befinde sich im Zustand |α〉. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeitsverteilung

P(n), das System in einem Zustand mit Energie En = (n + 1
2 )~ω zu finden. Wo liegt das

Maximum der Verteilung?

e) Berechnen Sie die zeitliche Entwicklung des Orts- und Impultserwartungswertes.

Aufgabe 2: Zweizustandssystem 6 Punkte

Betrachten Sie das Zweizustandssystem mit dem Hamiltonoperator

H =

(
E1 W

W E2

)
.

Eine Basis für die Zustände des Systems sei durch |+〉 =
(

1

0

)
und |−〉 =

(
0

1

)
gegeben.

a) Berechnen Sie die Eigenwerte und zugehörigen Eigenzustände in dieser Basis.

b) Diskutieren Sie das Verhalten der Eigenwerte und Eigenzustände vonH für die Fälle

(i) E1

W , E2

W ≪ 1 oder E1

W , E2

W ≫ 1

(ii) E1 ∼ E2

c) Betrachten Sie den Fall E1 = E2. Das System befinde sich zum Zeitpunkt t = 0 im Zustand

|+〉. Wie groß ist dieWahrscheinlichkeit das System zu einem späteren Zustand im Zustand

|−〉 zu finden?

(bitte wenden)
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Aufgabe 3: Spin im Magnetfeld 7 Punkte

Ein Teilchen mit Spin 1/2 und dem magnetischen Moment ~M = γ~S befinde sich in einem Ma-

gnetfeld ~B0 mit Bx = −ωx/γ, By = −ωy/γ, Bz = −ωz/γ.

a) Zeigen Sie, dass der Zeitentwicklungsoperator U(t, 0) (mit |Ψ(t)〉 = U(t, 0)|Ψ(0)〉) durch

U(t, 0) = e−iMt

gegeben ist, wobei

M =
1

~
[ωxSx + ωySy + ωzSz]

mit Sx = ~
2σx, Sy = ~

2σy , Sz = ~
2σz in der Basis {|+〉, |−〉} der Sz Eigenvektoren (σi sind

die Pauli-Matrizen). Berechnen Sie dieMatrixdarstellung vonM in dieser Basis. Zeigen Sie,

dass

M2 = ω2
0/4 1, ω0 = −γ| ~B0| .

Bringen Sie den Operator U in die Form

U(t, 0) = cos

(
ω0t

2

)
− 2i

ω0
M sin

(
ω0t

2

)
.

b) Zur Zeit t = 0 befinde sich das System im Zustand |Ψ(0)〉 = |+〉. Zeigen Sie, dass die

Wahrscheinlichkeit P++(t), mit der man den Zustand |+〉 zu einer beliebigen Zeit findet,

durch

P++(t) = |〈+|U(t, 0)|+〉|2

gegeben ist und leiten Sie folgende Beziehung her

P++(t) = 1− ω2
x + ω2

y

ω2
0

sin2
(
ω0t

2

)
.



21. Aufgabe:

(a) Wir benutzen

H = ~ω
(
a†a+

1

2

)

Dann
〈H〉 = ~ω

(
〈α| 1

2
|α〉+ 〈α| a†a |α〉

)
= ~ω

(
α∗α +

1

2

)

und
〈H2〉 = (~ω)2

(
〈α| a†aa†a |α〉+ α∗α +

1

4

)

Wir benutzen aa† = 1 + a†a und kommen auf

= (~ω)2

(
2αα∗ + (αα∗)2 +

1

4

)

Damit ist
(∆E)2 = (~ω)2|α|2

(b) Wir benutzen

X =

√
~

2mω
(a† + a) P = i

√
mω~

2
(a† − a)

und erhalten recht schnell

〈X〉 =

√
~

2mω
(α∗ + α) 〈P 〉 = i

√
mω~

2
(α∗ − α)

(c) Benutze

|n〉 =
(a†)n√
n!
|0〉

und damit
cn = 〈n|α〉 = 〈0| a

n

√
n!
|α〉 =

αn√
n!
c0

Die Normierungsbedingung führt auf

c2
0e
α∗α = 1 =⇒ cn =

αn√
n!

√
e−(|α|2)

(d)

P (n) = | 〈n|α〉 |2 =
|α|2n
n!

e−(|α|2)

Dies ist eine Poissonverteilung und das Maximum liegt bei [|α|]2. Die Gaußklammern
sind nötig, da α nicht zwangsläufig ganzzahlig ist.

74



(e) Für die Entwicklung von |α〉 gilt:

|α(t)〉 = U(t, 0) |α〉 =
∑

n

e−
iHt
~ cn |n〉

=
∑

n

e−
iEnt

~ cn |n〉

〈α(t)| =
∑

n

〈n| e iEnt~ c∗n

Daraus folgt

X |α(t)〉 =

√
~

2mω
(a† + a) |α(t)〉

=

√
~

2mω

∑

n

e−
iEnt

~ cn(
√
n+ 1 |n+ 1〉+

√
n |n− 1〉)

〈X〉 (t) = 〈α(t)|X|α(t)〉 =
∑

n,m

e
it(Em−En)

~ cnc
∗
m

√
~

2mω
(
√
n+ 1 〈m,n+ 1〉+

√
n 〈m,n+ 1〉)

=
∑

n

(
e
it(En+1−En)

~ cnc
∗
n+1

√
n+ 1 + e−

it(En−En+1
~ cnc

∗
n−1

√
n
)

=

√
~

2mω

(
eitω

∑

n

e−|α|
2

α∗
|α|2n
n!

+ e−itω
∑

n

e−|α|
2

α
|α|2n
n!

)

=

√
~

2mω

(
eitωα + e−itωα∗

)

=

√
~

2mω
|α|
(
eitω+ϕ + e−itω−ϕ

)

=

√
2~
mω
|α| cos(ωt+ ϕ)

wobei α = |α|eiϕ. Analog gehen wir auch bei der Rechnung für den Impuls vor.

〈P 〉 (t) = i

√
mω~

2
|α|
(
eitω+ϕ − e−itω−ϕ

)

= −
√

2mω~|α| sin(ωt+ ϕ)

22. Aufgabe:

(a) Wir bestimmen die Eigenwerte:

det

(
E1 −X W

W E2 −X

)
= E1E2 − X(E1 + E2) + X2 −W2 !

= 0

75



Für die Eigenwerte ergibt sich also

X1,2 =
1

2


E1 + E2 ±

√
(E1 − E2)2 + 4W 2

︸ ︷︷ ︸
S




Damit können wir die Eigenvektoren berechnen, wir führen dies exemplarisch für X1

durch:

H −X11 =

(
1
2
E1 − 1

2
E2 − 1

2
S W

W −1
2
E1 + 1

2
E2 − 1

2
S

)

(
E1 − E2 − S 2W

2W E2 − E1 − S

)

Der Eigenvektor ist also

v1 =

(
E1−E2+

√
(E1−E2)2+4W 2

2W

1

)

und analog

v2 =

(
E1−E2−

√
(E1−E2)2+4W 2

2W

1

)

(b) (1) Für E1

W
, E2

W
<< 1:

X1,2 =
1

2

(
E1 + E2 ±

√
(E1 − E2)2 + 4W 2

)

=
1

2


E1 + E2 ±W

√√√√√
(E1 − E2)2

W 2︸ ︷︷ ︸
≈0

+4


 =

E1 + E2

2
±W

und mit äquivalenter Umformung

v1,2 =

(
E1−E2

2W
± 1

1

)
=

(
±1

1

)
= |−〉 ± |+〉

Hier ist die Kopplung so stark, dass die Energien in Relation zur Kopplung nur
einen geringen Abstand haben. Die Eigenwerte werden um den Mittelwert der
Energien verschoben, sind somit aber nur von W abhängig. Die Eigenvektoren
sind nur noch von der Differenz E1−E2 und nicht mehr von den Energien selbst
abhängig. Die Kopplung führt zu einer Überlagerung von |+〉 und |−〉 im Grenz-
fall.
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Für E1

W
, E2

W
>> 1:

X1,2 =
1

2


E1 + E2 ± E1E2

√√√√√
(E1 − E2)2

(E1E2)2
+

4W 2

(E1E2)2

︸ ︷︷ ︸
≈0




=
1

2
(E1 + E2 ± |E1 − E2|)

= E±

wobei E+ = max(E1,E2) E− = min(E1,E2)

v1,2 =

(
E1−E2

2W
± |E1−E2|

2W

1

)

Dafür ergibt sich je nachdem, ob E1 > E2 oder umgekehrt:
(

0

1

)
oder

(
E1−E2

W

1

)

Hier sind die Eigenwerte einfach die Energien selbst, da die Kopplung keinen
Einfluss mehr hat. Die Eigenvektoren sind wieder nur von E1−E2 abhängig. Im
Grenzfall gehen die Eigenvektoren auf

(
0

1

)
und

(
1

0

)

(2) Für E1 ∝ E2:

X1,2 = =
1

2


E1 + E2 ±

√
(E1 − E2)2

︸ ︷︷ ︸
≈0

+4W 2




=
1

2
(E1 + E2)±W

mit derselben Umformung

v1,2 =

(
E1−E2

2
± 1

1

)
=

(
±1

1

)

Es ergeben sich dieselben Ergebnisse wie im Fall E1 << W,E2 << W , weil es
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immer nur auf die Differenz ankommt. Auch hier führt die Kopplung im Grenzfall
auf eine Überlagerung von |+〉 und |−〉.

(c) E1 = E2 = E

Eigenwerte: E ±W
Eigenvektoren müssen normiert werden:

|↑〉 =
1√
2

(1, 1) |↓〉 =
1√
2

(1,−1)

Entwickeln von |+〉 , |−〉 nach Energie-Eigenzuständen

|+〉 =
1√
2

(|↑〉+ |↓〉)

|−〉 =
1√
2

(|↑〉 − |↓〉)

Zeitentwicklung von |+〉:

|+, t〉 =
1√
2

(
e−i

E+W
~ t |↑〉+ e−i

E+W
~ t |↓〉

)

Die Wahrscheinlichkeit zu einem späteren Zeitpunkt |−〉 zu messen ist

P = | 〈−|U |+〉 |2 = sin2

(
Wt

~

)

23. Aufgabe:

(a) Es ist
H = − ~M ~B = ωxSx + ωySy + ωzSz

nach Definition. Dann
U(t, 0) = e−iHt/~ = e−iMt

mit

M =
1

2

(
ωz ωx − iωy

ωx − iωy −ωz

)

und
M2 =

1

4
ω2

01
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indem man die Definition der S einsetzt. Entwickle die e-Funktion in U in eine
Potenzreihe und benutze

∑ 1

(2n)!
((−i)2M2t2)n = 1

∑ 1

(2n)!

(
ω0t

2

)2n

= cos

(
ω0t

2

)
1

∑ 1

(2n+ 1)!
((−i)2M2t2)n(−i)Mt = − 2i

ω0

M sin

(
ω0t

2

)

Daraus folgt die Behauptung sofort.

(b) Der Anfangszustand ist |+〉. Dann ist die Wahrscheinlichkeit

P++ = | 〈+|U(t, 0) |+〉 |2

=

∣∣∣∣cos

(
ω0t

2

)
− 2i

ω0

sin

(
ω0t

2

)
〈+|M |+〉

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣cos

(
ω0t

2

)
− iωz

ω0

sin

(
ω0t

2

)∣∣∣∣
2

= cos2

(
ω0t

2

)
+
ω2
z

ω2
0

sin2

(
ω0t

2

)

= 1− sin2

(
ω0t

2

)(
1− ω2

z

ω2
0

)

= 1− sin2

(
ω0t

2

)
ω2
x + ω2

y + ω2
z − ω2

z

ω2
0

= 1− ω2
x + ω2

y

ω2
0

sin2

(
ω0t

2

)

9. Übung
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Aufgabe 1: Drehimpuls I 6 Punkte

Betrachten Sie einen Eigenzustand zu Lz und L2 mit den Eigenwerten ~m und ~2l(l + 1). Alle

folgenden Erwartungswerte beziehen sich auf diesen Zustand.

a) Zeigen Sie, daß 〈Lx〉 = 〈Ly〉 = 0.

b) Berechnen Sie [LxLy, Lz] und verwenden Sie das Ergebnis, um zu zeigen, daß 〈L2
x〉 = 〈L2

y〉.

c) Berechnen Sie (∆Lx)
2. Kann ∆Lx verschwinden?

d) Es sei ~n ein Einheitsvektor und L~n = ~n · ~L die Drehimpulskomponente in Richtung ~n.

Berechnen Sie 〈L~n〉.

Aufgabe 2: Drehimpuls II 7 Punkte

Es sei eine Wellenfunktion der Form

ψ(~x) = f(r)

(
1 +

x+ y

r

)

gegeben, wobei r = |~x| und die Wellenfunktion ψ normiert ist.

Beantworten Sie für diesen Zustand die folgenden Fragen:

a) Wie groß sind die Erwartungswerte von Lz und L2?

b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von L2 die Werte 0, 2~2, 6~2 zu fin-

den?

c) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung von Lz die Werte 0,±~,±2~ zu

finden?

Aufgabe 3: Drehungen und Drehimpuls 7 Punkte

Die nachstehende Abbildung R3 → R3 stellt für |~n|2 = 1 eine Drehung um ~n mit Drehwinkel φ

dar:

R(~n, φ)~x = (~n · ~x)~n− ~n× (~n× ~x) cosφ+ (~n× ~x) sinφ

a) Berechnen Sie R(~n, φ) für einen infinitesimalen Winkel φ.

b) Bestimmen Sie die Erzeugenden Ai

Ai =
d

dφ
R(~n(i), φ)|φ=0

der Drehung, wobei der Vektor ~n(i) durch n
(i)
j = δij gegeben ist.

c) Berechnen Sie für die OperatorenMi = i~Ai die Kommutatoren [Mi,Mj].

d) Zeigen Sie, daß

1 +
i

~
δ ~n · ~L, ~L = −i~~x× ~∇

angewendet auf differenzierbare Funktionen f(~x) eine infinitesimale Drehung des Argu-

ments erzeugt.



24. Aufgabe: Drehimpuls I

(a) Es ist zuerst einmal nach Definition der Basisvektoren

〈L+〉 = 〈l,m|L+ |l,m〉 = 〈l,m| ~
√
l(l + 1)−m(m+ 1) |l,m+ 1〉 = 0

da m 6= m+ 1 und die Vektoren eine ONB bilden. Aus dem selben Grund

〈L−〉 = 〈l,m|L− |l,m〉 = 〈l,m| ~
√
l(l + 1)−m(m− 1) |l,m− 1〉 = 0

Damit ist
〈Lx〉 =

1

2
〈l,m|L+ |l,m〉+

1

2
〈l,m|L− |l,m〉 = 0

und
〈Ly〉 =

1

2i
〈l,m|L+ |l,m〉 −

1

2
〈l,m|L− |l,m〉 = 0

(b) Es ist nach den Regeln der Kommutatoren

[LxLy, Lz] = Lx[Ly, Lz] + [Lx, Lz]Ly = i~LxLx − i~LyLy = i~(L2
x − L2

y)

Gleichzeitig ist aber

LxLy =
1

4i
(L+ + L−)(L+ − L−) = (L2

+ + L−L+ − L+L− − L2
−)

Die gemischten Produkte wurden schon in der Vorlesung berechnet. Man erhält

LxLy =
1

4i
(L2

+ −L2
− +L2 −L2

z − ~Lz −L2 +L2
z − ~L2

z −L2
−) =

1

4i
(L2

+ −L2
− − 2~L2

z)

und daraus
[LxLy, Lz] =

~
2i

(L2
− − L2

+)

wobei die Vertauschungsrelationen von L+ bzw. L− mit Lz benutzt wurden. Vor
allem ist aber

〈L2
+〉 = 〈l,m|L2

+ |l,m〉 = 〈l,m| ~2
√
l(l + 1)−m(m+ 1)

√
l(l + 1)−m(m+ 2) |l,m+ 2〉 = 0

und für 〈L2
−〉 = 0 analog. Damit

〈L2
x〉 = 〈L2

y〉+
1

i~
〈[LxLy, Lz]〉︸ ︷︷ ︸

= 0

= 〈L2
y〉
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(c) Mit dem Ergebnis oben ist

(∆Lx)
2 = 〈L2

x〉 − 〈Lx〉2 = 〈L2
x〉 =

1

2
〈L2

x + L2
y〉 =

1

2
(〈L2〉 − 〈L2

z〉)

Da der Zustand |l.m〉 Eigenzustand zu L2 und Lz ist, ist dieser Erwartungswert
jedoch sehr einfach:

〈L2〉 = ~2l(l + 1) 〈L2
z〉 = ~2m2

und somit
(∆Lx)

2 =
~2

2

(
l(l + 1)−m2

)

Fall 1: m 6= 0 Für m gilt dann nach Vorlesung

|m| ≤ l =⇒ m2 ≤ l2 < l(l + 1)

und damit vor allem
m2 6= l(l + 1)

Somit kann (∆Lx) nie verschwinden.

Fall 2: m = 0 Für l = 0 ist auch m = 0 und damit auch (∆Lx) = 0. Dies ist der
einzig mögliche Fall.

(d) Sei ~n = (n1, n2, n3)T vorgegeben. Dann ist

〈L~n〉 = 〈n1Lx+n2Ly+n3Lz〉 = n1 〈Lx〉︸︷︷︸
= 0

+n2 〈Ly〉︸︷︷︸
= 0

+n3〈Lz〉 = n3 〈l,m|Lz |l,m〉 = n3m~

25. Aufgabe: Drehimpuls II

Wir wählen als Basis die
ψl,m(r) = Y m

l (θ, φ)

mit ihren bekannten Eigenschaften

L2ψl,m(r) = l(l + 1)~2ψl,m(r) Lzψl,m(r) = m~ψl,m(r)

Wir wollen den gegebenen Zustand ψ nach diesen Basisvektoren entwickeln. Betrachtet
man die ersten drei Kugelflächenfunktionen, so erkennt man

ψ(r) = f(r)

(
1 +

x+ y

r

)
= f(r)

(
√

4πψ0,0(r) +

√
2π

3
(1 + i)ψ1,−1(r)−

√
2π

3
(1− i)ψ1,1(r)

)
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Beweis Der erste Teil ist recht simpel:

√
4πψ0,0 =

√
4πY 0

0 (θ, ψ) =
√

4π
1√
4π

= 1

Für den zweiten Teil ergibt sich:

√
2π

3
(1 + i)ψ1,−1(r)−

√
2π

3
(1− i)ψ1,1(r) =

1

2
sin(θ)

(
(1 + i)e−iφ + (1− i)eiφ

)

und mit der Exponentialdarstellung von Sinus und Cosinus

= sin(θ)

(
1

2

(
eiφ + e−iφ

)
+

1

2i

(
eiφ − e−iφ

))
= sin(θ)(cos(φ) + sin(φ))

Dies ist aber gerade (in Kugelkoordinaten)

=
sin θ cosφ+ sin θ sinφ

r
=
x+ y

r

und damit die Behauptung.

(a) Mit dem Ergebnis von oben

ψ(r) = f(r)

(
√

4πψ0,0(r) +

√
2π

3
(1 + i)ψ1,−1(r)−

√
2π

3
(1− i)ψ1,1(r)

)

erhält man
〈L2〉 = 〈ψ|L2 |ψ〉

und da die ψl,m jeweils orthogonal sind und zusätzlich noch Eigenvektoren zu L2 mit
Eigenwert ~2l(l + 1) ergibt sich:

〈L2〉 =

∞∫

0

r2|f(r)|2 2π

3

(
2~22 + 2~22

)
dr =

16π

3
~2

∞∫

0

r2|f(r)|2 dr =
16π

3
~2‖f‖

und für Lz analog (diesmal mit den Eigenwerten m~

〈Lz〉 = ~‖f‖2π

3
(2− 2) = 0

(b) Zu l = 0 gehört |f · ψ0,0〉 und damit

P0 = | 〈f · ψ0,0|ψ〉 |2 = |
√

4π|2‖f‖2 = 4π‖f‖2
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Zu l = 1 gehört |f · ψ1,0〉, |f · ψ1,1〉 und |f · ψ1,−1〉 und damit

P2~2 = ‖f‖2 2π

3
(2 + 2) = ‖f‖2 8π

3

Für die Messung von 6~2 kämen alle Eigenvektoren mit l = 3 in Frage. Diese sind
allerdings in ψ überhaupt nicht enthalten. Deshalb

P6~2 = 0

Nebenbemerkung: Da die Gesamtwahrscheinlichkeit 1 sein muss, ergibt sich hier-
mit auch

‖f‖2 =
3

20π

und damit als Erwartungswert für L2

〈L2〉 =
4

5
~2

mit den Wahrscheinlichkeiten P0 = 3/5 und P2~2 = 2/5.

(c) Wir gehen vor wie oben. Zu 0 gehört m = 0 und damit in unserem Fall nur der Anteil
mit ψ0,0. Also

P0 = 4π‖f‖2 =
2

5

Zu ±~ gehören in unserem Fall ψ1,1 und ψ1,−1, also

P+~ = ‖f‖2 4π

3
=

1

5
= P−~

Für ±2~ gibt es wieder keine dazugehörige Eigenfunktion in ψ, deshalb

P±2~ = 0

26. Aufgabe: Drehungen und Drehimpuls

(a) Für φ� 1 ist
cosφ ≈ 1 sinφ ≈ φ

und damit
R(~n, φ)~x ≈ (~n · ~x)~n− ~n× (~n× ~x) + (~n× ~x)φ
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Nach der bac-cab-Regel ist dies

= (~n · ~x)~n− ~n(~n · ~x) + ~x (~n · ~n)︸ ︷︷ ︸
=‖n‖2=1

+(~n× ~x)φ = ~x+ (~n× ~x)φ

(b) Es ist
d

dφ
R(~n, φ)~x = ~n× (~n× ~x) sinφ+ (~n× ~x) cosφ

und für φ = 0:
d

dφ
R(~n, φ)~x

∣∣∣∣
φ=0

= ~n× ~x

Also ist die Erzeugende gerade

Ai = ~n(i) × ~x =
∑

j,k

εj,i,kxk~n
(j)

Schreibt man die Ai in eine Matrix, so ergibt sich

(A1|A2|A3)~x =




0 x3 −x2

−x3 0 x1

x2 −x1 0




(c) Es ist

[Ai, Aj]~x = AiAj~x−AjAi~x = Ai(~n
(j)×~x)−Aj(~n(i)×~x) = ~n(i)×(~n(j)×~x)−~n(j)×(~n(i)×~x)

Das letzte vorkommende Kreuzprodukt vertauschen wir - damit ändert sich auch das
Vorzeichen. Dann wenden wir die Jacobi-Identität an:

= ~n(i) × (~n(j) × ~x) + ~n(j) × (~x× ~n(i)) = −~x× (~n(i) × ~n(j)) = −εijk~x× ~n(k)

da die ~n(i) trivialerweise eine Basis bilden. Dies ist aber gerade

= εijk~n
(k) × ~x = εijkAk

und damit
[Mi,Mj] = (i~)2[Ai, Aj] = (i~)(i~)εijkAk = εijki~Mk

(d) Wenden wir

D = 1 +
i

~
δ~n · ~L = 1 + δ~n · (~x× ~∇)
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auf eine Funktion f(~x) an, so erhalten wir

Df(~x) = f(~x) + δ~n · (~x× grad f(~x))

Wenn wir das Argument jedoch direkt drehen, erhalten wir (da δ klein genug ist):

f(R(~n, δ)~x) = f(~x+ (~n× ~x)δ)

und nach einer Taylorentwicklung um φ = 0:

f(R~x) ≈ f(~x) + grad f(~x) · (~n× ~x)δ = f(~x) + δ~n · (~x× grad f(~x))

und damit die Behauptung.

10. Übung
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ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 10
Prof. Dr. J. Kühn (Theoretische Teilchenphysik) Abgabe: Montag, 25.06.2012, 11:30 Uhr

Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 27.06.2012

Informationen:

• Melden Sie sich im Studierendenportal für die Vorleistungen an.

• Die Klausur findet am 21.07.2012 von 13:00 Uhr bis 16:00 Uhr im Audimax und

im Gaede-Hörsaal statt.

• Die Anmeldung zur Klausur ist am 18. und 19.07.2012 über das Studierendenpor-

tal möglich.

• Falls Sie sich nicht über das Studierendenportal anmelden können, melden Sie

sich per E-Mail an peter.marquard@kit.edu für die Klausur an.

Aufgabe 1: Zweidimensionaler harmonischer Operator 10 Punkte

Betrachten Sie den zweidimensionalen harmonischen Oszillator mit dem Hamiltonoperator

H = Hx +Hy , Hx =
P 2
x

2m
+

1

2
mω2X2 , Hy =

P 2
y

2m
+

1

2
mω2Y 2

a) Geben Sie die Eigenwerte und Eigenfunktionen an. Geben Sie den Grad der Entartung der

Zustände an. Bilden {H} oder {Hx, Hy} vollständige Sätze kommutierender Operatoren?

b) Betrachten Sie nun zusätzlich Eigenzustände zum Drehimpulsoperator Lz = XPy − Y Px.

Zeigen Sie, dass sich Lz mit Hilfe der Auf- und Absteigeoperatoren wie folgt schreiben läßt:

Lz = i~(axa†y − a†xay).

Wie läßt sich H durch Auf- und Absteigeoperatoren ausdrücken? Kommutieren H und Lz?

c) Betrachten Sie nun die Operatoren

ad =
1√
2
(ax − iay) ,

ag =
1√
2
(ax + iay) .

Wie wirken ad und ag auf einen Eigenzustand |nx, ny〉.
Drücken Sie H und Lz durch diese Operatoren aus.

Hinweis: Verwenden Sie die Teilchenzahloperatoren Nd = a†dad und Ng = a†gag .

d) Benutzen Sie nun die Basis, die von den Eigenzuständen zu Nd und Ng aufgespannt wird.

Analog zu ax und ay gilt:

|nd, ng〉 =
1√

nd!ng!
(a†d)

nd(a†g)
ng |0, 0〉 .

Bildet {Nd, Ng} einen vollständigen Satz kommutierender Observablen? Wie lassen sich

diese Zustände durch die Energie- und Drehimpulsquantenzahlen n und m beschreiben.

Bilden H und Lx einen vollständigen Satz kommutierender Operatoren?

(bitte wenden)
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Aufgabe 2: Der starre Rotator 5 Punkte

Der Hamiltonoperator eines starren Rotators ist gegeben durch

H =
~L2

2I
.

Hier bezeichnet ~L den Drehimpulsoperator und I das Trägheitsmoment.

a) Geben Sie die Energieeigenwerte und Eigenzustände des Rotators an.

b) Der starre Rotator befinde sich zu einem bestimmten Zeitpunkt in einem Zustand, der

durch die Wellenfunktion

u(θ, φ) = N(sin θ sinφ+ sin θ cosφ+
√
3 cos θ) (1)

beschrieben wird, wobei N ein Normierungsfaktor sei. Bestimmen Sie N .

Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung des Drehimpulsquadrates ~L2 den

Wert 2~2 und gleichzeitig für die z-Komponente des Drehimpulses den Wert Null zu fin-

den?

c) Berechnen Sie den Erwartungswert der Energie im Zustand u(θ, φ).

Aufgabe 3: Bessel- und Neumannfunktionen 5 Punkte

Mit Hilfe der dimensionslosen Variablen ρ = kr, ~2k2 = 2mE lautet die radiale Schrödingerglei-

chung für ein freies Teilchen

TlRl(ρ) =

(
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
− l(l + 1)

ρ2
+ 1

)
Rl(ρ) = 0 .

Ihre Lösungen lauten

jl = (−ρ)l
(
1

ρ

d

dρ

)l (
sin ρ

ρ

)
, nl = −(−ρ)l

(
1

ρ

d

dρ

)l (
cos ρ

ρ

)
.

• Prüfen Sie nach, dass diese Funktionen die Gleichung lösen.

Hinweis: Benutzen Sie vollständige Induktion. Versuchen Sie in Tljl bzw. Tlnl den Faktor

ρ−1d/dρ nach links durchzukommutieren und auf den Ausdruck [(l−1)ρ−1−d/dρ]Tl−1jl−1(ρ)

(bzw. [(l − 1)ρ−1 − d/dρ]Tl−1nl−1(ρ)) zu kommen.

• Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionen jl und nl für sehr kleine und sehr große

Werte von ρ.



27. Aufgabe: Zweidimensionaler harmonischer Operator

(a) In einer Dimension hatten wir die Gleichung schon in der Vorlesung gelöst. Die
Eigenfunktionen waren in x-Richtung

|φx〉 φx(X) =
N0√
n!2n

Hn(X̂)e−X̂
2/2

mit den Eigenwerten

Ex = ~ω
(
n+

1

2

)

und analog in y-Richtung:

|φy〉 φy(Y ) =
N0√
n!2n

Hn(Ŷ )e−Ŷ
2/2 Ey = ~ω

(
n+

1

2

)

Der Zustand |φxy〉 mit
φxy(X, Y ) = φx(X) · φy(Y )

erfüllt jetzt die gewünschten Bedingungen, denn

H |φxy〉 = (Hx +Hy) |φxy〉 = |φy〉Hx |φx〉+ |φx〉Hy |φy〉

Da Px und X mit Y vertauscht und auch PY und Y mit X. Dies ist aber gerade

= Ex |φx〉 |φy〉+ Ey |φx〉 |φy〉 = (Ex + Ey) |φxy〉

Also sind die Eigenfunktionen |φxy〉 mit

|φxy〉 = |φx〉 |φy〉

mit den dazugehörigen Eigenwerten

E = Ex + Ey = ~ω
(
nx +

1

2

)
+ ~ω

(
ny +

1

2

)
= ~ω(nx + ny + 1)

Wir können ein neues n definieren, mit n = nx + ny und dann schreiben

Em = ~ω(n+ 1)

Zu einem gegebenen n gibt es mehrere Möglichkeiten, nx und ny zu wählen. Hal-
te dazu n fest. Dann gibt es für nx alle Werte 0 ≤ nx ≤ n − 1 zu erreichen (n
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Möglichkeiten). Damit die Summe jedoch n ergibt, muss damit

ny = n− nx

sein und damit gibt es nur noch eine Möglichkeit. Zu gegebenen n gibt es also n
Möglichkeiten. Der Grad der Entartung ist n. Damit kann H keinen vSkO bilden.
Hx und Hy jedoch schon (dass sie kommutieren ist trivial), da ein Zustand durch
seine Energiewerte in x- und y-Richtung eindeutig festgelegt wird.

(b) Es ist

a†x =

√
mω

2~

(
X − i

mω
Px

)
ax =

√
mω

2~

(
X +

i

mω
Px

)

und für y analog. Dann

axa
†
y =

mω

2~

(
XY +

i

mω
XPy −

i

mω
Y Px +

1

m2ω2
PxPy

)

Da die Operatoren von x mit denen von y vertauschen und

a†xay =
mω

2~

(
XY − i

mω
XPy +

i

mω
Y Px +

1

m2ω2
PxPy

)

und damit
axa

†
y − a†xay =

i

2~
(2XPy − 2Y Px)

und so die Behauptung. Wie wir aus der Vorlesung wissen gilt in einer Dimension

Hx = ~ω
(
a†xax +

1

2

)
Hy = ~ω

(
a†yay +

1

2

)

und damit
H = Hx +Hy = ~ω(a†xax + a†yay + 1)

Es ist

[a†xax + a†yay, axa
†
y] = a†xaxaxa

†
y + a†yayaxa

†
y − axa†ya†xax − axa†ya†yay

und da ax mit ay vertauscht

= [a†x, ax]axa
†
y + axa

†
y[ay, a

†
y] = −axa†y + aya

†
y = 0

und analog
[a†xax + a†yay, a

†
xay] = axa

†
y − aya†y = 0
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Somit gilt auch
[Lz, H] = 0

(c) Aus den Definitionen von ad und ag folgt sofort

ax =
1√
2

(ad + ag) ay =
i√
2

(ad − ag)

Sei |nx, ny〉 ein Eigenzustand. Dann ist

ad |nx, ny〉 =
1√
2

(ax − iay) |nx, ny〉 =
1√
2

(√
nx |nx − 1, ny〉 − i

√
ny |nx, ny − 1〉

)

und analog

ag |nx, ny〉 =
1√
2

(√
nx |nx − 1, ny〉+ i

√
ny |nx, ny − 1〉

)

Es ergeben sich also (in Analogie zu ax und ay) stationäre Zustände, deren Energie
um einen Quant ~ω verringert sind. Aus der Definition von ad und ag folgt:

a†dad =
1

2

(
a†xax + a†yay − ia†xay + iaxa

†
y

)

a†gag =
1

2

(
a†xax + a†yay + ia†xay − iaxa†y

)

Damit lässt sich H und Lz sofort darstellen mit

H = ~ω(a†xax + a†yay + 1) = ~ω(a†dad + a†gag + 1)

und
Lz = i~(axa

†
y − a†xay) = ~(a†dad − a†gag)

oder mit den Besetzungszahloperatoren

H = ~ω(Nd +Ng + 1) Lz = ~(Nd −Ng)

(d) Offensichtlich lässt sich allein durch Angabe eines Paares (nd, ng) der Zustand kom-
plett und eindeutig charakterisieren. Also bilden {Nd, Ng} ein v.S.k.O. (die Kommu-
tation ist trivial; betrachte einfach die ag und ad die trivialerweise kommutieren).
Betrachte

H |nd, ng〉 = ~ω(Nd +Ng + 1) |nd, ng〉 = ~ω(nd + ng + 1) |nd, ng〉
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und
Lz |nd, ng〉 = ~(Nd −Ng) |nd, ng〉 = ~(nd − ng) |nd, ng〉

Setzen wir also
n = nd + ng m = nd − ng

dann gilt

H |nd, ng〉 = ~ω(n+ 1) |nd, ng〉 Lz |nd, ng〉 = ~m |nd, ng〉

Somit sind die |nd, ng〉 auch Eigenzustände zu H und Lz mit den Quantenzahlen n
und m. Betrachtet man umgekehrt ein System mit den Quantenzahlen n und m, so
ist die (bis auf einen Faktor natürlich) eindeutig festgelegt, denn aus n und m lassen
sich eindeutig über

nd =
n+m

2
ng =

n−m
2

die Besetzungszahlen nd und ng bestimmen und damit dann eindeutig der Zustand
mit der Formel auf dem ÜB. Somit bilden H und Lz ein vSkO.

28. Aufgabe: Der starre Rotator

(a) Wie wir aus der Vorlesung wissen sind die Eigenwerte des Drehimpulsvektors im
Quadrat gegeben durch

~L2ψl,m = ~2l(l + 1)ψl

mit den Eigenfunktionen
ψl,m = Y m

l (θ, φ)↔ |l,m〉

wenn Yl,m die Kugelflächenfunktionen sind (|l,m〉 ist die algebraische Darstellung).
Da die Multiplikation mit dem Faktor 1/2I daran nichts ändert, sind die Y m

l auch
Eigenfunktionen von H, denn

HY m
l =

1

2I
~L2Y m

l =
1

2I
~2l(l + 1)Y m

l

Damit sind die Y m
l auch Eigenfunktion zu H, jetzt jedoch mit den Eigenwerten

λl =
~2

2I
l(l + 1)

(b) Wir entwickeln die Funktion wieder in Kugelflächenfunktionen. Diese Entwicklung
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ist gegeben durch

u(θ, φ) = N

√
2π

3

(
(i− 1)Y 1

1 (θ, φ) + (i+ 1)Y −1
1 (θ, φ)

)
+N
√

4πY 0
1 (θ, φ)

Den ersten Teil kennen wir schon aus Übungsblatt 9, der zweiten Teil ergibt sich
einfach durch Einsetzen von Y 0

1 . Wir definieren

a10 =
√

4π a11 =

√
2π

3
(i− 1) a1,−1 =

√
2π

3
(i+ 1)

Dann ist
u = N(a10Y

0
1 + a11Y

1
1 + a1,−1Y

−1
1 )

Da die Kugelflächenfunktionen nach Definition orthonormiert sind, ist

‖u‖2 = 〈u|u〉 = N2
(
|a10|2 + |a11|2 + |a1,−1|2

)
= N2

(
2π

3
2 +

2π

3
2 + 4π

)
=

20π

3
N2

Damit dies 1 ergibt, muss also

N =

√
3

20π

gelten. Bei einer Messung von 2~2 für ~L2 und 0 für Lz ist das System im Zustand

l = 1,m = 0

Dies entspricht der Kugelflächenfunktion Y 0
1 . Also ist die Wahrscheinlichkeit, diese

Messergebnisse zu erhalten, gegeben durch

P2~2,0 = | 〈Y 0
1 |u〉 |2 = N2|a10|2 = 4πN2 =

3

5

(c) Der einzige auftretende Eigenwert der Energie ist

λ1 =
2~2

2I
=

~2

I

Das ist demnach auch der Energieeigenwert

〈H〉 =
~2

I
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29. Aufgabe: Bessel- und Neumannfunktionen

TlRl(ρ) =

(
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
− l(l + 1)

ρ2
+ 1

)
Rl(ρ) = 0

Vollständige Induktion über l Induktionsanfang : Für l=0 erhalten wir j0(ρ) = sin(ρ)
ρ
, dj0

dρ
(ρ) =

cos ρ
ρ
− sin2 ρ

ρ
, d2j0

dρ2
(ρ) = − sin ρ

ρ
+ 2 cos ρ

ρ2
+ 2 sin ρ

ρ3

Also [
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
+ 1

]
j0(ρ) = 0

n0(ρ) = cos ρ
ρ
, dn0

dρ
(ρ) = sin ρ

ρ
+ cos ρ

ρ2
, d2n0

dρ2
= cos ρ

ρ
− 2 sin ρ

ρ2
+ 2 cos ρ

ρ3
Also

[
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
+ 1

]
n0(ρ) = 0

Induktionsannahme Die Annahme gilt für ein beliebig aber festes l ∈ N
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Induktionsschritt

Tl+1jl+1 =

[
Tl −

2(l + 1)

ρ2

]
(−ρ)l+1

(
1

ρ

d

dρ

)l+1
sin ρ

ρ

jl+1 = (−ρ)l+1 1

ρ

d

dρ

(−ρ)l

(−ρ)l

(
1

ρ

d

dρ

)l
sin ρ

ρ

= (−ρ)l+1 1

ρ

d

dρ

1

(−ρ)l
jl(ρ)

= −ρl d

dρ

1

ρl
jl(ρ)

=

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
jl(ρ)

Tl+1

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
=

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
Tl+1 +

[
Tl+1,−

d

dρ
+
l

ρ

]

[
Tl+1,−

d

dρ
+
l

ρ

]
=

[
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
− (l + 1)(l + 2)

ρ2
+ 1,− d

dρ
+
l

ρ

]

=

[
2

ρ

d

dρ
− (l + 1)(l + 2)

ρ2
,− d

dρ

]
+

[
d2

dρ2
+

2

l

d

dρ
,
l

ρ

]

[
2

ρ

d

dρ
− (l + 1)(l + 2)

ρ2
,− d

dρ

]
=

d

dρ

(
2

ρ

)
d

dρ
− d

dρ

(
(l + 1)(l + 2)

ρ2

)

= − 2

ρ2

d

dρ
+

2(l + 1)(l + 2)

ρ3

[
d2

dρ2
+

2

ρ

d

dρ
,
l

ρ

]
=

[(
1

ρ

dρ·
dρ

)2

,
l

ρ

]

=

[
1

ρ

d2ρ·
dρ2

,
l

ρ

]

= l

[
1

ρ

d2 ρ
l
·

dρ2
− 1

ρ2

d2ρ·
dρ2

]

= l

[
1

l

d2

dρ2
− 2

ρ2

d

dρ
− 1

ρ

d2

dρ2

]

= − 2l

ρ2

d

dρ
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Zurück zur Vertauschung

Tl+1

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
=

[
− d

dρ
+
l

ρ

] [
Tl −

2(l + 1)

ρ2

]
− 2

ρ2

d

dρ
+

2(l + 1)(l + 2)

ρ3
− 2l

ρ2

d

dρ

=

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
Tl + 2(l + 1)

(
− 2

ρ3
+

1

ρ2

d

dρ

)
− 2l(l + 1)

ρ3
− 2(l + 1)

ρ2

dρ

d+
2

(l + 1)(l + 2)

ρ3

=

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
Tl

2

ρ3
(−2(l + 1)− l(l + 1) + (l + 1)(l + 2))

=

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
Tl

Also

Tl+1jl+1 =

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
Tljl(ρ)

IA
=

[
− d

dρ
+
l

ρ

]
· 0

= 0

Der Beweis für n geht gleich.

Nun zu kleinen und großen ρ
ρ << 1

jl(ρ) = (−ρ)l
(

1

ρ

d

dρ

)l
sin ρ

ρ

= (−ρ)l
(

1

ρ

d

dρ

)l ∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
ρ2n

= (−ρ)l
∞∑

n=0

(−1)2n+1

(2n+ 1)!

n∏

k=n−l+1

(2k)ρ2(n−l)

=⇒ jl(ρ) =
ρ<<1

(−ρ)l

[
(−1)l

(2l + 1)!

l∏

k=1

(2k) +O(ρ2)

]

=
exp(ρ)

(2l + 1)!!

nρ ≈ −(2ρ− 1)!! exp(−ρ− 1)
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Nun ρ >> 1

jl(ρ) = (−ρ)l
1

ρl+1

dl

dρl
sin(ρ) +O(ρ−1)

=
1

ρ
sin

(
ρ− lπ

2

)

nl(ρ) ≈ 1

ρ
cos

(
ρ− lπ

2

)

11. Übung
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Dr. P. Marquard (Theoretische Teilchenphysik) Besprechung: Mittwoch, 04.07.2012

Aufgabe 1: Wasserstoffradialwellenfunktion 6 Punkte

Der Radialanteil Rnl(r) der Wellenfunktion 〈~r|n, l,m〉 = Rnl(r)Ylm(Ω) für das Wasserstoffatom

ist durch

Rnl(r) =
2

n2

√
(n− l − 1)!

((n+ l)!)
3 a

−3/2
0 Fnl

(
2r

na0

)
,

Fnl(ρ) = ρle−ρ/2L2l+1
n−l−1(ρ)

gegeben. Dabei lauten für p, k ∈ N0 die Laguerre-Polynome

Lk
p(ρ) =

(p+ k)!

p!

eρ

ρk
dp

dρp
(
ρp+ke−ρ

)

und erfüllen die Orthogonalitätsrelation

p!

[(p+ k)!]3

∫ ∞

0
dρρke−ρLk

p(ρ)L
k
p′(ρ) = δp,p′ .

a) Berechnen Sie den Erwartungswert des Operators 1/R für die Zustände |n, l,m〉.

b) Verifizieren Sie den Virialsatz

2〈Ekin〉 = −〈V 〉

unter Verwendung Ihres Ergebnisses aus a).

Aufgabe 2: Korrespondenzprinzip 8 Punkte

Wir wollen das Korrespondenzprinzip am Beispiel das Wasserstoffatoms veranschaulichen. Da-

zu betrachten wir die Summe aus Zentrifugal- and Coulombpotential für l = n− 1 mit l 6= 0:

V (r) =
~2l(l + 1)

2mr2
− e2

r
.

a) Für welchen Wert rm nimmt V (r) sein Minimum an? Vergleichen Sie diesen Wert mit dem

Erwartungswert des Operators R und ebenso 1/rm mit dem Erwartungswert des Operators

1/R. Bilden Sie den Limes großer n.

b) Vergleichen Sie V (rm) mit dem exakten Wert 〈V 〉 für die Bindungsenergie.

Aufgabe 3: Potentialtopf 6 Punkte

Ein Teilchen befinde sich in einem kugelförmigen Potentialtopf vom Radius a mit der Form

V (r) =

{
0 r < a

∞ r ≥ a
.

Die Radialanteile der Eigenzustände sind die (bei r = 0 regulären) sphärischen Besselfunktionen

jl(knlr), wobei die knl auf einfache Weise mit den Energiewerten Enl zusammenhängen.

Aus welcher Gleichung entnimmt man die knl, bzw. die Enl? Welchen Wert haben die Enl für

l = 0? Welches ist der niedrigste Eigenwert für l = 1 bzw. l = 2?



30. Aufgabe: Wasserstoffradialwellenfunktion

(a) Es ist

〈1/R〉 =

∫
dΩ r2dr Ylm(Ω)∗ Ylm(Ω) Rnl(r) 1/r Rnl(r)

Die Kugelflächenfunktionen sind schon normiert, weshalb sich das Integral verein-
facht auf:

=

∫
rR2

nl(r) =
4

n2

(
(n− l − 1)!

[(n+ l)!]3

)
a−3

0

∫
rρ2le−ρL2l+1

n−l−1(ρ)L2l+1
n−l−1(ρ) dr

Wie setzten zur Abkürzung

k = 2l + 1 p = n− l − 1

und setzen die Definition von ρ in r ein:

r =
ρ

2
na0 dr = dρ

1

2
na0

Damit erhält man

=
4

n2

(
p!

[(k + p)!]3

)
a−3

0

(na0

2

)2
∫
ρρ2le−ρLkp(ρ)Lkp(ρ) dρ

Wie man erkennt ist dies genau die Orthogonalitätsbedingung auf dem Übungsblatt,
also

〈1/R〉 =
4

n2
a−3

0

(na0

2

)2

δkk =
1

a0n2

(b) Mit dem Ergebnis von der Aufgabe davor, ist

〈V 〉 = −e2〈1/R〉 = − e2

a0n2
= −2EI

n2

Die Gesamtenergie beträgt (als Eigenwert des Hamiltonoperators)

En = −EI
n2

Da die Summe aus kinetischer Energie und potentieller Energie natürlich die Gesam-
tenergie ist

〈Ekin〉+ 〈V 〉 = 〈E〉 = −EI
n2

gilt

〈Ekin〉 =
EI
n2
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und daraus folgt die Behauptung

2〈Ekin〉 = −〈V 〉

31. Aufgabe: Korrespondenzprinzip

(a) Es ist
dV

dr
= −~2l(l + 1)

mr3
+
e2

r2

Damit dies Null ergibt, muss für r gelten:

−~2l(l + 1)

m
+ e2r = 0 ⇐⇒ r = rm =

~2l(l + 1)

me2
= a0l(l + 1)

Dass dies ein Minimum ist, erkennt man aufgrund der einfachen Form der Ableitung.
Für den gegebenen Wert für l = n− 1 ist dies

rm = a0n(n− 1)

=⇒ 1

rm
=

1

a0n(n− 1)

Wir berechnen den Erwartungswert von R
Betrachte Rnl für n− 1 = l also Rn,n−1

=⇒ es geht ein Fn,n−1

(
2r
na0

)
= ρn−1e−

ρ
2L2n−1

0

L2n−1
0 (ρ) = (2n− 1)!

eρ

ρ2n−1
ρ2n−1e−ρ = (2n− 1)!

〈nlm|R|nlm〉 =

∞∫

0

4

n4

a−3
0

(2n− 1)!3

(
2r

na0

)2(n−1)

e
− 2r
na0 (2n− 1)!2r3dr

=
4

n4(2n− 1)!
a−3

0

(
2

na0

)2(n−1)
∞∫

0

r2n+1e
− 2r
na0 dr

=
4

n4(2n− 1)!
a−3

0

(
2

na0

)2(n−1)

(2n+ 1)!

(
2r

na0

)−2n−2

=
4

n4
a−3

0 (2n+ 1)2n
(na0

2

)4

= a0(n+
1

2
)n
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〈 1

R
〉 =

1

a0n2

Für große n:
rn ' a0n

2 ' 〈R〉
1

rm
' 1

a0n2
' 〈 1

R
〉

(b)

〈V 〉 =
~2l(l + 1)

2m
〈 1

R2
〉 − e2 〈 1

R
〉

mit
〈 1

R2
〉 =

1

a2
0n

3(n− 1
2

〈V 〉 =
e2

2
a0(n− 1)n

1

a2
0n

3(n− 1
2

− e2

a0n2

= − e2

a0n(2n− 1)
= − mc4

~2n(2n− 1)

V (rm) = − e2

2a0(n− 1)n

für n >> 1

〈V 〉 = − e2

2a0n2
' V (rm)

32. Aufgabe: Potentialtopf

Das Potential ist gegeben durch

V (r) =





0 für r < a

∞ für r ≥ a

Wir stellen die Schrödingergleichung in sphärischen Koordinaten auf:

(
− ~2

2m

1

r

d2

dr2
r +

l(l + 1)~2

2mr2
+ V (r)

)
R(r) = ER(r)

Wir führen die Größen k, ρ ein, so dass ρ = kr, E = ~2k2
2m

Innerhalb der Kugel (
1

ρ

d2

dρ2
ρ− l(l + 1)

ρ2
+ 1

)
R̃(ρ) = 0

R̃(ρ) = R(r(ρ))

Die Lösungen waren auf dem vorherigen Übungsblatt
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Die Lösungen erfüllen ρR̃(ρ)→ 0 für ρ→ 0

R̃(ρ) sind die Funktion jl(ρ)

Quantisierung aus der Randbedingung R̃(a) = 0

=⇒ jl(ka) = 0

αnl sei n-te Nullstelle von jl, jl(αnl) = 0, dann knla = αnl

Enl =
~2α2

nl

2ma2

Für l = 0:
j0(ρ) =

sin ρ

ρ
, αn0 = nπ, n = 1, 2, . . .

En0 =
n2~2π2

2ma2

El0 =
~2π2

2ma2
= 4.93

~2

ma2

Für l = 1: niedrigster Eigenwert für α11 = 4.49

E11 = 10.08
~2

ma2

Für l = 2: α12 = 5.76

E12 = 16.59
~2

ma2

12. Übung
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Aufgabe 1: Addition von Drehimpulsen 6 Punkte

Betrachten Sie den Produktraum von zwei Spin 1
2 Teilchen

{|ǫ1, ǫ2〉} = {|+,+〉, |+,−〉, |−,+〉, |−,−〉} (1)

und die Drehimpulsoperatoren ~L2
1,
~L2
2, L1,z, L2,z mit

~L2
1|ǫ1, ǫ2〉 = ~L2

2|ǫ1, ǫ2〉 =
3

4
~2|ǫ1, ǫ2〉 ,

L1,z|ǫ1, ǫ2〉 = ǫ1
~
2
|ǫ1, ǫ2〉, L2,z|ǫ1, ǫ2〉 = ǫ2

~
2
|ǫ1, ǫ2〉 .

Betrachten Sie nun den Gesamtdrehimpuls des Systems

~L = ~L1 + ~L2 .

a) Berechnen Sie die Kommutatoren

[~L2, ~L2
i ] , [~L

2, Li,z] , [Lz, ~L
2
i ]und [Lz, Li,z] für i = 1, 2 .

b) Berechnen Sie die Matrixdarstellung von ~L2 und Lz in der Basis (1).

c) Finden Sie eine Basis, in der ~L2 und Lz diagonal sind und geben Sie die Eigenzustände und

ihre Entartung an.

Aufgabe 2: Streuung an einer harten Kugel 6 Punkte

Eine harte Kugel wird durch V (r) = ∞ für r ≤ R und V (r) = 0 für r > R beschrieben.

Der Lösungsansatz im Bereich r > R für P -Wellen-Streuung lautet

uk,l=1(r) = C

[
sin(kr)

kr
− cos(kr) + a

(
cos(kr)

kr
+ sin(kr)

)]

(C = Normierungskonstante).

a) Bestimmen Sie a.

b) Berechnen Sie die Streuphase δ1 für P -Wellen-Streuung.

c) Zeigen Sie, dass für k → 0 die Streuphase ∼ (kR)3 ist.

Aufgabe 3: Streuung am kugelsymmetrischen Potentialtopf 8 Punkte

Wir wollen gebundene Zustände für S-Wellen (l = 0) an einem kugelsymmetrischen Poten-

tialtopf V (r ≤ R) = −V0, V (r > R) = 0 untersuchen. Dazu verwenden wir die Notation

k20 = 2µV0/~2, K2 = 2µ(V0 + E)/~2, κ2 = −2µE/~2. Es sei E < 0. Begründen Sie die folgen-

de Form für die Lösung der Radialgleichung (für beliebiges l)

Rnl(r) =

{
Anljl(Knlr) r ≤ R

BnlH
(+)
l (iκnlr) r > R

,

wobei H
(±)
nl (ρ) = −nl(ρ)± ijl(ρ) und

jl(ρ) = (−ρ)l
(
1

ρ

d

dρ

)l (
sin ρ

ρ

)
, nl(ρ) = −(−ρ)l

(
1

ρ

d

dρ

)l (
cos ρ

ρ

)
.

Gewinnen Sie (im Fall l = 0) durch Aufstellen der Anschlußbedingungen bei r = R eine Bedin-

gung für V0 und R, die erfüllt sein muss, damit es N gebundene S-Zustände gibt.



33. Aufgabe: Addition von Drehimpulsen

Wir benutzen in der ganzen Aufgabe, dass die Operatoren auf dem Produktraum 1 na-
türlich mit denen auf dem zweiten Produktraum vertauschen. Außerdem die kanonischen
Vertauschungsrelationen für die Drehimpulse. Zur Übersichtlichkeit vernachlässigen wir
die Vektorpfeile (es treten sowieso nur Produkte von zwei Vektoren auf).

(a) Für i = 1 ergibt sich

[L2, L2
1] = [L2

1 + L2
2 + 2L1L2, L

2
1] = [L2

1, L
2
1] + [L1L2, L

2
1] + [L2

2, L
2
1] = 0

und offensichtlich analog auch für i = 2. Wieder zuerst für i = 1:

[L2, L1z ] = [L2
1 + L2

2 + 2L1L2, L1z ] = 2[L1L2, L1z ] = 2[L1xL2x + L1yL2y + L1zL2z , L1z ]

Der Kommutator der z-Komponenten verschwindet wieder. Für den Rest benutzen
wir die Produktregel und die kanonischen Vertauschungsrelationen:

= 2
(
L1x [L2x , L1z ] + [L1x , L1z ]L2x + L1y [L2y , L1z ] + [L1y , L1z ]L2y

)
= 2i~(L1xL2y−L1yL2x)

Erinnern wir uns wieder an die Vektorschreibweise, so ist dies

[L2, L1z ] = 2i~(L1 × L2)z

und für i = 2 natürlich gerade vertauscht:

[L2, L2z ] = 2i~(L2 × L1)z = −2i~(L1 × L2)z

Damit erhält man dann auch die wichtige Vertauschung

[L2, Lz] = [L2, L1z ] + [L2, L2z ] = 0

Weiterhin ist

[Lz, L
2
1] = [L1z+L2z , L

2
1x+L

2
1y+L

2
1z ] = L1x [L1z , L1x ]+[L1z , L1x ]L1x+L1y [L1z , L1y ]+[L1z , L1y ]L1y

und das ist
= i~(L1xL1y + L1yL1x − L1xL1y − L1yL1x) = 0

und analog

[Lz, L
2
2] = i~(L2xL2y + L2yL2x − L2xL2y − L2yL2x) = 0
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Schließlich ist noch offensichtlich

[Lz, L1z ] = [L1z + L2z , L1z ] = 0 = [Lz, L2z ]

(b) Wähle ε1, ε2, ε′1, ε′2 ∈ {+,−}. Dann ist:

〈ε′1, ε′2|Lz |ε1, ε2〉 = 〈ε′1, ε′2|L1z + L2z |ε1, ε2〉 = 〈ε′1, ε′2|
(
ε1
~
2

+ ε2
~
2

)
|ε1, ε2〉

nach Definition und da die Vektoren offensichtlich eine ONB bilden,

=
~
2

(ε1 + ε2)δε1ε′1δε2ε′2

Somit ist die Darstellung von Lz in dieser Basis:

Lz = ~




1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1




Weiterhin ist mit L2 = L2
1 + L2

2 + 2L1L2 nach Definition:

〈ε′1, ε′2|L2 |ε1, ε2〉 = 〈ε′1, ε′2|
(

3

4
~2 +

3

4
~2 + 2(L1xL2x + L1yL2y + L1zL2z)

)
|ε1, ε2〉

und da die Vektoren wieder eine ONB sind

=

(
3

2
~2 + ε1ε2

~2

2

)
δε1ε′1δε2ε′2 + 2 〈ε′1, ε′2|L1xL2x + L1yL2y |ε1, ε2〉

Um den letzten Ausdruck berechnen zu können, betrachten wir noch einmal die
Wirkung der Operatoren in ihrem eigenen Produktraum:

L1x |+〉 =
~
2
|−〉 L1x |−〉 =

~
2
|+〉 L1y |+〉 = i

~
2
|−〉 L1y |−〉 = −i~

2
|+〉

Wir definieren deshalb ε als den Wert, der gerade nicht ε ist und können damit
schreiben:

L1xL2x + L1yL2y |ε1, ε2〉 =
~2

4
|ε1, ε2〉 −

~2

4
ε1ε2 |ε1, ε2〉

Insgesamt erhalten wir damit die Gleichung

~2

2

(
(3 + ε1ε2)δε1ε′1δε2ε′2 + (1− ε1ε2)δε1ε′1δε2ε′2

)
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und damit die Darstellung:

L2 = ~2




2 0 0 0

0 1 1 0

0 1 1 0

0 0 0 2




(c) Wie man an den Basisdarstellungen sieht, sind |++〉 und |−−〉 schon Eigenvektoren
zu Lz und L2. Die beiden restlichen Vektoren müssen Linearkombinationen von |+−〉
und |−+〉 sein. Zu diesen ist Lz auch auf jeden Fall diagonal (mit Eigenwert 0). Wir
betrachten also nur den mittleren Teil von L2:

M = ~2

(
1 1

1 1

)

Dieser hat offensichtlich die Eigenwerte 0 und 2 und die Eigenvektoren

|+−〉+ |−+〉 |+−〉 − |−+〉

Wir wählen also die normierte Basis:

|++〉 , |−−〉 , 1√
2

[|+−〉+ |−+〉] , 1√
2

[|+−〉 − |−+〉]

In dieser haben die beiden Operatoren die Darstellung

L2 = ~2




2 0 0 0

0 2 0 0

0 0 2 0

0 0 0 0




Lz = ~




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0




Wie in der Literatur wählen wir zwei Variablen M und S, welche die Vektoren der
Basis in der Form |S,M〉 darstellen sollen. Damit weiterhin die Beziehungen

L2 |S,M〉 = ~2S(S + 1) |S,M〉 Lz |S,M〉 = ~M |S,M〉

gelten, setzen wir

|1, 1〉 = |++〉 , |1,−1〉 = |−−〉 , |1, 0〉 =
1√
2

[|+−〉+ |−+〉] , |0, 0〉 =
1√
2

[|+−〉 − |−+〉]
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mit
S = 0, 1 M = 0,±1

Das bedeutet vor allem, dass der EigenwertM = 0 zu Lz 2-fach entartet ist, während
M = ±1 (also ±~) nicht entartet ist. Bei L2 ist der Eigenwert zu S = 0 nicht entartet,
während der Eigenwert 2~2 (also S = 1) dreifach entartet ist. Lz und L2 bilden ein
vSkO.

34. Aufgabe: Streuung an einer harten Kugel

(a) An die Funktion u ist natürlich die Bedingung geknüpft, dass sie an der Stelle r = R

stetig ist. Da für r < R das Potential unendlich ist, muss also vor allem

uk,1(R) = 0 ⇐⇒ sin(kR)

kR
− cos(kR) + a

(
cos(kR)

kR
+ sin(kR)

)
= 0

gelten. Stellen wir dies nach a um erhalten wir:

a = −
sin(kR)
kR
− cos(kR)

cos(kR)
kR

+ sin(kr)
=
kR cos(kR)− sin(kR)

kR sin(kR) + cos(kR)

(b) Es ist:

lim
r→∞

uk,1(r) = C

(
lim
r→∞

sin(kr)

kr
− lim

r→∞
cos(kr) + a lim

r→∞

cos(kr)

kr
+ a lim

r→∞
sin(kr)

)

Die Terme sin(kr) und cos(kr) sind betragsmäßig durch Eins beschränkt, weshalb

lim
r→∞

sin(kr)

kr
= lim

r→∞

cos(kr)

kr
= 0

Es bleibt
uk,1(r)

r→∞∼ C(a sin(kr)− cos(kr))

Nach Definition muss dies gleich

u∼ = C̃ sin
(
kr − π

2
+ δ1

)

sein. Wir benutzen die Additionstheoreme:

u∼ = C̃(sin(kr) cos
(
δ1 −

π

2

)
+ cos(kr) sin

(
δ1 −

π

2

)
)

C̃ cos δl = C
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C̃ sin δl = Ca

=⇒ a = tan δl δl = arctan a

(c) Setze

F (x) = arctan(x) G(x) =
x cos(x)− sin(x)

x sin(x) + cos(x)

Dann ist
G(0) = 0 F (G(0)) = F (0) = 0

G′(x) = − x2

(x sin(x) + cos(x))2
=⇒ G′(0) = 0

G′′(x) =
2x ((x2 − 1) cos(x)− x sin(x))

(x sin(x) + cos(x))3
=⇒ G′′(0) = 0

Somit ist vor allem nach einer Taylorentwicklung um x = kR = 0

δ1 = arctan(a) = F (G(kR))

≈ F (G(0))︸ ︷︷ ︸
=0

+kRG′(0)︸ ︷︷ ︸
=0

F ′(G(0))+
1

2
(kR)2[G′(0)2

︸ ︷︷ ︸
=0

F ′′(G(0))+G′′(0)︸ ︷︷ ︸
=0

F ′(G(0))]+O
(
(kR)3

)

und damit ist
δ1 ∼ (kR)3

35. Aufgabe: Streuung an einem kugelsymmetrischen Potential-

topf

r < R: gebundene Zustände: E < 0

Radialgleichung

[
− ~2

2µ2

1

r

d2

dr2
− l(l + 1)~2

2µr2
− (V0 + E)

]
RKl(r) = 0

[
1

r

d2

dr2
r − l(l + 1)

r2
+K2

]
RKl(r) = 0

mit ρ = Kr [
1

ρ

d2

dρ2
ρ− l(l + 1)

ρ2
+ 1

]
R̃Kl(ρ) = 0

Lösung: R̃Kl(ρ) = AKljl(ρ) +BKlnl(ρ)

RKl(r) = AKljl(Kr) +BKlnl(Kr)
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Bedingung: Lösung ist regulär im Ursprung

=⇒ BKl = 0

RKl(r) = AKljl(Kr)

r > R: (
− ~2

2µ

1

r

d2

dr2
r +

l(l + 1)~2

2µr2
− E

)
RKl(r) = 0

κ2 = −2µE

~2

[
1

r

d2

dr2
r +

l(l + 1)

r2
− κ2

]
RKl(r) = 0

mit ρ = iκr [
1

ρ

d2

dρ2
ρ− l(l + 1)

ρ2
+ 1

]
R̃Kl(ρ)

Lösung:
R̃Kl(ρ) = CKljl(ρ) +DKlnl(ρ)

RKl(r) = CKljl(iκr) +DKlnl(iκr)

Bedingung: Verhalten für r →∞

iκrRKl(r) = CKl sin

(
iω − lπ

2

)
−DKl cos

(
iκr − lπ

2

)

= CKl
1

2i

(
e−κre−i

lπ
2 − eκrei lπ2

)
−DKl

i

2

(
e−κre−i

lπ
2 + eωe

ilπ
2

)

=
1

2
e−

ilπ
2 e−κr

(
CKl
i
−DKl

)
− 1

2
e
ilπ
2 eκr

(
CKl
i
−DKl

)

Der zweite Teil des Terms muss wegen Integrabilität verschwinden.

=⇒ CKl
i

+DKl = 0, CKl = −iDKl

und damit
RKl = DKl(−ijl(κr) + nl(κr)) = −DKlH

+
l (iκr)

Gesamtlösung:
Für r < R: Rnl(r) = Anljl(Knlr)

Für r > R: Rnl(r) = BnlH
+
l (Knlr)
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Anschlussbedingung für l = 0 (S-Wellen)

j0(ρ) =
sin ρ

ρ

H+
0 (ρ) = i

sin ρ

ρ
+

cos ρ

ρ

Rr<R
nl (r = R) = Rr>R

nl (r = R)

Für die Ableitungen gilt dasselbe
also

An0
sin(Kn0R)

Kn0R
= Bn0

e−κn0R

iKn0R

An0

(
Kn0 cosKn0R

Kn0R
− sinKn0R

Kn0R

)

= Bn0

(
− Kn0

iκn0R
− 1

iκn0R2

)
e−κn0R

An0
Kn0R cosKn0R− sinKn0R

Kn0R2
= Bn0

e−κn0R

iκn0R
(−κn0 −

1

R
)

zusammen:
−KnoR cot(Kn0R) = κn0R

K2
n0 =

2m

~
(V0 + En0) = k2

0 − κ2
n0

Dies lösen wir grafisch: Bei größerem Potential wird auch der Kreis größer und es gibt Bild

mehr Lösungen.
N gebundene Zustände, falls

(N − 1

2
)π ≤ k0R < (N +

1

2
)π

äquivalent zu

(N − 1

2
)π ≤

√
2mV0

R

~
< (N +

1

2
)π

Je tiefer oder breiter der Potentialtopf ist, desto mehr gebundene Zustände existieren.

13. Übung
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ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 13
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Aufgabe 1: Bornsche Näherung für Yukawa-Potential 10 Punkte

Für eine in z-Richtung einlaufende Welle, die an einem Potential V (~r ) gestreut wird, lautet die

Wellenfunktion der stationären Streuzustände

ψ+
k (~r ) = ei kz +

∫
d3r′G+

(
~r − ~r′

)
U
(
~r′
)
ψ+
k

(
~r′
)

mit

G+

(
~r
)
= − 1

4 π

ei kr

r
und U(~r ) =

2m

~2
V (~r ) .

a) Entwickeln Sie die Wellenfunktion für r ≫ r′ und bestimmen Sie die Streuamplitude

f(θ, ϕ) in

ψ+
k (~r )

r→∞∼ ei kz + f(θ, ϕ)
ei kr

r
.

Geben Sie anschließend die Bornsche Näherung für ψ+
k und f(θ, ϕ) an.

b) Wir betrachten nun das Yukawa-Potential (α > 0)

V (~r ) = V0
e−αr

r
.

Berechnen Sie die Streuamplitude f(θ, ϕ) in der Bornschen Näherung. Geben Sie den diffe-

rentiellen Streuquerschnitt σ(θ, ϕ) = |f(θ, ϕ)|2 an.

Hinweis:
∫ ∞

0
dr e−a r sin(b r) =

b

a2 + b2
(a, b > 0) .

Aufgabe 2: Gestörter harmonischer Oszillator 10 Punkte

Wir betrachten einen harmonischen Oszillator mit Störterm H = H0 + εW mit

H0 =
P 2

2m
+

1

2
mω2X2 und W =

1

2
mω2X2 ,

wobei ε≪ 1.

a) Entwickeln Sie die Eigenwertgleichung

H |n〉 = En |n〉 (1)

in ε bis zur zweiten Ordnung, indem Sie die entwickelten Eigenwerte En = E
(0)
n + εE

(1)
n +

ε2E
(2)
n + . . . und Zustände |n〉 = |n〉(0) + ε |n〉(1) + . . . einsetzen. Entwickeln Sie zusätzlich

die Normierungsbedingung

〈n|n〉 = 1 (2)

bis zur ersten Ordnung in ε.

(bitte wenden)



ÜBUNGEN ZUR MODERNEN THEORETISCHEN PHYSIK I BLATT 13
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b) Zeigen Sie, dass wenn man Gleichung (1) zur ersten Ordnung in ε mit |n〉(0) projiziert, man

E(1)
n =(0)〈n|W |n〉(0) (3)

und mit der Projektion mit |q〉(0) 6= |n〉(0)

|n〉(1) = ∑
q 6=n

|q〉(0)
(0)〈q|W |n〉(0)

E
(0)
n − E

(0)
q

(4)

erhält (für Gleichung (4) muss man zusätzlich noch die Normierungsbedingung (2) ver-

wenden). Analog kann man zur nächsten Ordnung vorgehen und bekommt (dies muss

nicht gezeigt werden)

E(2)
n = ∑

q 6=n

∣∣(0)〈q|W |n〉(0)
∣∣2

E
(0)
n − E

(0)
q

. (5)

Berechnen Sie den gestörten Grundzustand in erster und dessen Energieeigenwert in zwei-

ter Ordnung.

c) Sie können das Problem auch exakt lösen. Geben Sie den Energieeigenwert für den Grund-

zustand an, entwickeln Sie diesen in ε ≪ 1 und vergleichen das Ergebnis mit dem aus

Aufgabenteil b).

Aufgabe 3: Gestörter harmonischer Oszillator: Advanced (freiwillig)

Berechnen Sie den gestörten Grundzustand in zweiter und dessen Energieeigenwert in dritter

Ordnung der zeitunabhängigen Störungsrechnung. Lösen Sie hierzu schrittweise die Eigenwert-

gleichung (1) für den Grundzustand in den Ordnungen in ε. Vergleichen Sie erneut den Energie-

eigenwert mit dem exakten Ergebnis.

Teilergebnis: Mit der Notation des gestörten Grundzustands |0〉 = |0〉(0)+ε |0〉(1)+ε2 |0〉(2)+ . . .
erhält man für die zweite Ordnung

|0〉(2) = − 1

64
|0〉(0) +

√
2

16
|2〉(0) +

√
6

64
|4〉(0) .



36. Aufgabe: Bornsche Näherung fur Yukawa-Potential

(a) Wir benutzen die Näherungen

|~r − ~r′| = |~r|
(

1− ~r~r′

|~r|2
)

und
1

|~r − ~r′| =
1

|~r|

Mit der Definition ~k′ als dem auslaufenden Wellenvektor erhalten wir dann

−4πG+(~r − ~r′) =
eikr−i

~k′~r′

r

Somit muss
f(θ, ϕ) = − 1

4π

∫
d3r′ e−i

~k′~r′ψ+
k (~r′)U(~r′)

In der Bornschen Näherung ist

ψ+
k (~r′) = ei

~k~r′

und damit (nach Umbenennung von r′ in r)

f(θ, ϕ) = − 1

4π

∫
d3r ei(

~k−~k′)~rU(~r)

(b) Wir setzen zuerst
~K = ~k − ~k′

Die Integration über das Raumelement transfomieren wir in Kugelkoordinaten. Die
Integration über ϕ ist dabei besonders einfach:

∫
d3rei

~K~r′U(~r) = 2π

∫
drr2U(~r)

∫
dθ sin θei

~K~r′

Da θ der Winkel zwischen ~K und ~r ist, erhalten wir
∫

sin θdθeiKr cos θ =
1

iKr

(
eiKr − e−iKr

)
=

2

Kr
sin(Kr)

Damit
f(θ, ϕ) = −2mV0

K~2

∫
dr e−αr sin(Kr)
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und mit der Formel auf den Übungsblatt

= −2mV0

~2

1

α2 +K2

mit
K = 2k sin θ/2

kommt man auf
σ =

4m2V 2
0

~4

1

[α2 + 4k2 sin2 θ/2]2

37. Aufgabe: Gestörter harmonischer Oszillator

(a) Die Näherung eingesetzt ergibt:

(H0+εW )(|n〉(0)+ε |n〉(1)+ε2 |n〉(2)) = (E(0)
n +εE(1)

n +ε2E(2)
n )(|n〉(0)+ε |n〉(1)+ε2 |n〉(2))

Vernachlässigen wir alle Terme in O(ε3) so kommt man (getrennt nach Potenzen von
ε):

H0 |n〉(0) = E(0)
n |n〉(0) (3)

H0 |n〉(1) +W |n〉(0) = E(0)
n |n〉(1) + E(1)

n |n〉(0) (4)

H0 |n〉(2) +W |n〉(1) = E(0)
n |n〉(2) + E(1)

n |n〉(1) + E(2)
n |n〉(0) (5)

Die Normierungsbedingung führt auf

〈n|n〉 =
(
〈n|(0) + ε 〈n|(1) + ε2 〈n|(2)

)(
|n〉(0) + ε |n〉(1) + ε2 |n〉(2)

)

und dies wiederum Entwickelt bis zu ersten Ordnung führt auf (wieder getrennt nach
Potenzen von ε):

〈n|(0) |n〉(0) + ε
(
〈n|(0) |n〉(1) + 〈n|(1) |n〉(0)

)
= 1

Da |n〉(0) als Lösung des ungestörten Hamiltonoperators schon normiert ist und wir
oBdA 〈n|(1) |n〉(0) als reell wählen können, gilt

〈n|(1) |n〉(0) = 〈n|(0) |n〉(1) = 0
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(b) Wir projizieren (4) auf |n〉(0) und erhalten

〈n|(0) H0 |n〉(1) + 〈n|(0)W |n〉(0) = 〈n|(0)E(0)
n |n〉(1) + 〈n|(0)E(1)

n |n〉(0)

Da |n〉(0) ein Eigenzustand zu H0 ist erhält man im ersten Summanden

〈n|(0)H0 |n〉(1) = 〈n|(0)E(0)
n |n〉(1) = 0

nach der Normierungsbedingung von oben. Weiter ist deshalb auch

〈n|(0)E(0)
n |n〉(1) = 0

und da |n〉(0) schon normiert ist

〈n|(0)E(1)
n |n〉(0) = E(1)

n

Schließlich erhält man die behauptete Gleichung

E(1)
n = 〈n|(0)W |n〉(0)

Nun projizieren wir (4) mit |q〉(0) für q 6= n und erhalten

〈q|(0)H0 |n〉(1) + 〈q|(0)W |n〉(0) = 〈q|(0)E(0)
n |n〉(1) + 〈q|(0)E(1)

n |n〉(0)

Die |q〉(0) bilden ein Orthonormalsystem, weshalb

〈q|(0) |n〉(0) = 0

Da auch die |q〉(0) offensichtlich Eigenvektoren zu H0 sind, gilt

〈q|(0) H0 |n〉(1) = E(0)
q 〈q|(0) |n〉(1)

Dies führt auch

〈q|(0) |n〉(1) =
〈q|(0)W |n〉(0)

E
(0)
n − E(0)

q

Für q = n erhielten wir schon oben:

〈q|(0) |n〉(1) = 〈n|(0) |n〉(1) = 0

Wir können also die Gleichung von links mit |q〉(0) multiplizieren und über alle q
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summieren. Da die |q〉(0) vollständig sind, erhält man die Behauptung:

|n〉(1) =
∑

q 6=n

|q〉(0) 〈q|(0) W |n〉(0)

E
(0)
n − E(0)

q

Weiterhin ist (siehe Übungsblatt)

E(2)
n =

∑

q 6=n

| 〈q|(0) W |n〉(0) |2

E
(0)
n − E(0)

q

Harmonischer Oszillator Wir benutzen

X =

√
~

2mω

(
a+ a†

)
=⇒ X2 =

~
2mω

(
(a†)2 + a2 + 2a†a+ 1

)

wenn man noch die Kommutatorrelation

[a, a†] = 1

einsetzt. Damit ist
W =

ω~
4

(
(a†)2 + a2 + 2a†a+ 1

)

und vor allem

W |n〉(0) =
ω~
4

(√
n+ 1

√
n+ 2 |n+ 2〉(0) +

√
n
√
n− 1 |n− 2〉(0) + 2n |n〉(0) + |n〉(0)

)

Das bedeutet, es bleiben nur zwei Terme in der Summe stehen (jetzt setzen wir n = 0

ein). Der Term mit n− 2 ergibt keinen Wert (da dieser Zustand nicht existiert):

〈0|(0)W |0〉(0) =
ω~
4

(
2 · 0 ·+ |0〉(0)

)
=
ω~
4

〈2|(0)W |0〉(0) =
ω~
4

(√
1
√

2
)

=
ω~
4

√
2

Somit erhält man

E
(1)
0 =

ω~
4

=
E

(0)
0

2

und

E
(2)
0 =

(
ω~
4

√
2

)2
2

~ω − 5~ω
= −~ω

16
= −E

(0)
0

8
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Für den ersten gestörten Grundzustand erhält man dann

|0〉(1) = |2〉(0) ω~
4

√
2

2

−4~ω
= −
√

2

8
|2〉(0)

(c) Es ist

H =
P 2

2m
+

1

2
mω2X2 + ε

1

2
mω2X2 =

P 2

2m
+

1

2
m
(
ω2 + εω2

)
X2

Setze also
ω′ =

√
ω2 + εω2 = ω

√
1 + ε

Es handelt sich also um einen ganz normalen harmonischen Oszillator mit Kreisfre-
quenz ω′. Davon kennen wir schon die Lösung für die Energieeigenwerte:

E ′n = ~ω′
(
n+

1

2

)

Dies entwickelt nach ε mit √
1 + ε ≈ 1 +

ε

2
− ε2

8

ergibt

E ′n = E(0)
n

(
1 +

ε

2
− ε2

8

)

und damit das selbe Ergebnis wie oben!
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38. Aufgabe: Gestörter harmonischer Oszillator: Advanced

2. Ordnung gibt

0 =(H0 − E(0)
n ) |n〉(2) + (W − E(1)

n ) |n〉1 − E(2)
n |n〉(0)

(0) 〈q|n〉(2) q 6=n=
(0) 〈q|W |n〉(1) − E(1)

n
(0) 〈q|n〉(1)

E
(0)
n − E(0)

q

=
1

E
(0)
n − E(0)

q

(∑

p 6=n

(0) 〈q|W |p〉(0) (0) 〈p|W |n〉(0)

E
(0)
n − E(0)

p

−(0) 〈n|W |n〉(0)
∑

p 6=n

(0) 〈p|W |n〉(0) (0) 〈q|p〉(0)

E
(0)
n − E(0)

p

)

=⇒ (0) 〈q|n〉(2) =
1

E
(0)
n − E(0)

q

(∑

p 6=n

(0) 〈q|W |p〉(0) (0) 〈p|W |n〉(0)

E
(0)
n − E(0)

p

−
(0) 〈n|W |n〉(0) (0) 〈q|W |n〉(0)

E
(0)
n − E(0)

q

)

(0) 〈n|n〉(2) =
1

2
(1) 〈n|n〉(1)

=
1

2

∑

p6=n

| (0) 〈p|W |n〉(0) |2

|E(0)
n − E(0)

p |2

=⇒ |n〉(2) =
∑

q

(0) 〈q|n〉(2) |q〉(0)

=⇒ |0〉(2) = − 1

64
|0〉(0) +

√
2

16
|2〉(0) +

√
6

64
|4〉(0) + · · ·

Nun dritte Ordnung

(H0 − E(0)
n ) |n〉(3) + (W − E(1)

n ) |n〉(2) − E(2)
n |n〉(1) − E(3)

n |n〉(0) = 0

(0) 〈q| → q = n : (0) 〈n|W − E(1)
n |n〉

(2) − E(2)
n

(0) 〈n|n〉(1) − E(3)
n

(0) 〈n|n〉(0) = 0

=⇒ E(3)
n =(0) 〈n|W − E(1)

n |n〉
(2)

=⇒ E
(3)
0 =

1

32
~ω
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Dieses Skript wurde heruntergeladen von

ugroup.hostzi.com

Alle Rechte verbleiben beim lesenden Dozenten.
Keine Garantie auf Richtigkeit oder Vollständigkeit.
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