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1. Normierung und Kontinuitéit (2 Punkte)

(a) (1 Punkt) Zunéchst schauen wir uns die Zeitableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte
p(z,t) = [(z,t)|? an,

p=1"+ 9
und setzen die Schrodinger-Gleichung
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Die Integration iiber z liefert
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Im letzten Schritt haben wir partiell integriert und ausgenutzt, dass 9 fiir |z| — oo
verschwindet. Da f_oooo dxzp = 0 fiir beliebige Zeiten t, ist die Norm erhalten, es muss
also gelten [*_ dz[y(z,t)[* = 1.

(b) (1 Punkt) Nehmen wir die Definition der Wahrscheinlichkeitsstromedichte aus der
Aufgabenstellung, so erhalten wir
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Gleichungen (1) und (2) stimmen bis auf das Vorzeichen {iberein, womit die Konti-
nuitétsgleichung gezeigt wire.



Abbildung 1:

2. Wellenpaket und Unschirferelation (3 Punkte)

Gegeben sei ein Wellenpaket fiir ein freies Teilchen mit Impulsverteilung

g(k) = Vaexp(—a’k?/4)/(2m) "/,
Wir betrachten ein Wellenpaket aus ebenen Wellen mit genau dieser Verteilung,
1 o ,
z,t) = —— dk g(k)e'Fe—wrt)
viet) = o= [ kg

wobei wy, = hk?/2m.

(a) Zunéchst diskutieren wir den Zeitpunkt ¢ = 0,

1 [ : a [ :
P(x,0) = \/ﬂ/ dk g(k)e'F®) = (2;/);/4 / dk exp(—a’k?/4 + ikz),
Mittels quadratischer Ergénzung erhalten wir

a’k? /4 — ikz = (a/2)?[k* — idkz/a® + (i22/a®)?] — a®(ix/a?)?

und damit

Beachten Sie, dass im letzten Schritt die Substitution u = k — zz—g gemacht wurde.
Da das Integral iiber die in Abb. 1 gezeigte Kontur ¢ verschwindet, entspricht das
Integral {iber die Achse {k — i2x/a® |k € (—00,00)} gerade dem Integral iiber die
reelle Achse. Das GauB-Integral liefert schliefSlich

P(x,0) = (722) v exp(—z2/a?).

Die Breite der Wahrscheinlichkeitsdichte [1|? ist gegeben durch a/2, d.h. Sie ist
gerade invers-proportional zur Breite der Impulsverteilung.

(b) Die Standard-Abweichungen in Ort und Impuls seien definiert iiber Az = /(x?) — (x)?
bzw. Ap = /(p?) — (p)?, wobei

- [ "l (2,0) Ad(z,0)

—0o0



der Erwartungswert des Operators A ist. Zunéichst berechnen wir explizit die Inte-

grale
() = ( 2 )1/2 /oo da w exp(—242 [a®) = 0
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Damit erhalten wir Az Ap = h((z2)(k?))Y/? = 1/2.

(¢) Nun bestimmen wir ¢ (x,t) fiir beliebige Zeiten,

U(x,t) = (27}/)63/4 /_Oo dk exp(—a’k?/4 + ikx — iwyt)
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Mit der Definition o = [a® + z%t] erhalten wir das Integral aus (a),

U(x,t) = \/5(27\{)&3/4 /Z dk exp < — a’k* /4 + zkx>
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Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte
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D.h. im Vergleich zum Fall ¢ = 0 verhilt sich die effektive Breite nun wie § =

av/1+ nﬁ?; t2. Das Wellenpaket zerfliefit also, wird breiter und die Amplitude nimmt
ab. Desweiteren finden wir
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Abbildung 2:

Damit gilt

2
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Zum Zeitpunkt t = 0 hat das Wellenpaket also eine minimale Unschérfe.

3. Delta-Potenziale (3 Punkte)
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Zuerst leiten wir die Stetigkeitsbedingungen fiir die Wellenfunktion und de-
ren Ableitung her. Durch Integration der Schrédinger-Gleichung erhalten wir
analog zur Aufgabe 3 (a) auf dem ersten Blatt

—2m%04,(0) 29 =0
li —li —€) = 72 0
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Aufgrund der Tatsache, dass lim._,o f_+: dxd(z)p(x) = 1(0), ist im Unterschied
zum letzten Blatt die rechte Seite nun endlich. Eine weitere Integration liefert
die Stetigkeit der Wellenfunktion,

lim ¢ (xo + €) = lim ¥ (zg — €).
e—0 e—0

Da E < 0, sind die Lésungen der Schrodinger-Gleichung exponentiell abklin-
gend fiir |z| > 0,

| Aexp(kx) <0
(@) = { BeXpIE—I{l') x>0

mit hx = /2m(—F). Aufgrund der Stetigkeit der Wellenfunktion bei z =
0 gilt A = B. Die Normierung der Wellenfunktion liefert A = /k. Um die
Bindungsenergie zu erhalten, schauen wir uns die Randbedingung fiir 9,¢ an,
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Nun ist E = 2% > 0. Die Wellenfunktion linksseitig des Delta-Potenzials ist

2m
eine einlaufende und reflektierte Welle, rechtsseitig haben wir eine transmit-

tierte Welle,
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Die Stetigkeitsbedingungen liefern

A+B=C
ik(A— B) = ikC + %c
=~ A=C[1- i%] _ plemie
mit tan(p) = 2 und
muv
=1+ (,7,3)2-

Im klassischen Grenzfall £ — oo geht ¢ — 0 und ¢ — 1, d.h. das Teilchen
sieht das Delta-Potenzial nicht. Im umgekehrten Fall £ — 0 geht ¢ — 0, das
Teilchen wird also totalreflektiert.

(b) Die Schrodinger-Gleichung fiir das Potenzial in Abbildung 2(a) lautet
h2
- g0 = e+ 0/2) ~ wila — 0/2)|9(e) = H@)v(o) = Bv(e)

Zunéchst sehen wir, dass H(x) = H(—x). Damit ist ¢(z) gleichzeitig eine Eigen-
funktion zum Paritétsoperator Py(x) = ¢(—x). !
Sei A ein Eigenwert zum Paritéitsoperator, also Py(x) = Aip(z). Mit P?y(z) = ¥(x)
erhalten wir die beiden Werte A = 41 und die entsprechenden symmetrischen und
antisymmetrischen Losungen ¢y (—z) = £¢4(z):

A erl@ta/2) r < —a/2
Yy(x) =« Bycosh(kzr) —a/2<z<a/2
A e rl@=a/2) a/2 <z
—A_efl@ta/2) r < —a/2
Y_(x) = B_sinh(kz) —a/2<z<a/2
A_e~r@=a/2) a/2 <z

mit £ = —h?k2/2m. Aus den Stetigkeitsbedingungen fiir ) und 9¢ bei x = —a/2,
erhalten wir fiir die symmetrische Losung

A = B4 cosh(ka/2)

2
kBj sinh(ka/2) = — </<; - 7;;1}0>A+

und damit

2
tanh(ka/2) = — (1 - ;LZZO>

!Sehen wir uns dafiir die Wirkung des Paritétsoperators auf die Schrédinger-Gleichung an,
PH(z)y(x) = H(-z){(—z) = H(x)p(-z) = H(z)Pi(x)

Gleichzeitig ist PEY(z) = EPy(x) und damit H(z)[Py(z)] = E[P¢(z)]. Seien ¢+ (z) die Eigenfunktionen
des Paritétsoperators, so sind diese auch Losungen der Schrédinger-Gleichung, also H(z)y+ (z) = Ev+(z).



o0s Sym s

0.6 1 anti-bindender

Zustand

04 bmdender ]
Zustand
02 r \

Abbildung 3: Graphische Lésung von (3). Hier haben wir mug/h? = 2 gewiihlt.

Analog erhalten wir fiir die asymmetrische Losung

2
coth(ka/2) = —<1 - ;;ZO>

Zusammenfassend konnen wir diese Quantisierungsbedingungen fiir £ auch schrei-

ben als
2
e R — :l:(l _ M>7 (3)

muvoy

wobei “4” der antisymmetrischen bzw. symmetrischen Losung entsprechen. Wir
16sen diese Gleichung graphisch (Abb. 3) und finden, dass die symmetrische Losung
energetisch niedriger liegt. Daher bezeichnet man diese als “bindend”, die asymme-
trische Losung als “anti-bindend”.

(c) Nun sei £ = h%k?/2m > 0 und V(x) = v[d(z + a/2) + §(x — a/2)] mit vy > 0.
Gefragt ist nach der Bedingung fiir das Verschwinden des Reflexionskoeffizienten
der Barriere. Analog zu (a) erhalten wir

A, etklzta/2) r < —a/2

Yy(z) = By cos(kzr) —a/2<z<a/2
A, etklz=a/2) a/2<zx
_Aieik(era/Z) T < _a/2

v_(x) = B_sin(kz) —a/2<z<a/2
A_ekz—a/2) a/2 <z

Beachte, dass in beiden Fillen der Reflexionskoeffizient auf null gesetzt wurde. Die
Stetigkeitsbedingungen fiir die symmetrische Losung liefern

Ay = By cos(ka/2)
. . 2mu
kB4 sin(ka/2) = (zk + 2 0>A+
und damit

2 Rk
tan(ka/2) = (z + ;;;f) = tan(ka) = o
Die assymmetrische Losung liefert dasselbe Ergebnis. Wieder 16sen wir das Pro-
blem graphisch in Abb.4. Dort skizzieren wir auch die Transmission 1", welche beim
Verschwinden des Reflexionskoeffizienten gerade gleich eins ist. Diese Situation be-
zeichnet man gemeinhin als Resonanztunneln.



Abbildung 4: Transmission durch eine Doppel-Barriere.



