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1. Teilchen im Zylinder (3 Punkte)

Die Schrodinger-Gleichung in Zylinderkoordinaten lautet

Ui 1(‘) 0, 182 02 Vv =F
_2771{7“ r(T MZ))"'TQ s + z%f)}‘k (r)¢Y = Ey

Mit dem Ansatz ¢(r, ¢, z) = Aexp(iny)sin(k,z)R(r) erhalten wir
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Abbildung 1: Nullstellen der Besselfunktionen.

(a) Die Eindeutigkeit der Wellenfunktion verlangt, dass
1!1(7‘, 0, Z) = ¢(r> 2m, Z)

und damit exp(i27n) = 1. Dementsprechend muss n eine ganze Zahl sein. Desweite-
ren muss die Wellenfunktion am Ende des Zylinders verschwinden, also sin(k.L) = 0
gelten. Damit ist k, = Flmit [ =1, 2, ...

(b) AuBlerdem verschwindet die Wellenfunktion fiir » > a. Fiir 7 < a erhilt man die

Differentialgleichung
2mE
r202R + 10, R + [( 7;; - kﬁ)r? _ nQ]R —0.
Machen wir die Substitution u = r 22”2E — k2 so ergibt sich

u265}~2 + u@uﬁ + [u2 — nQ]R =0.



mit den Losungen R(u) = J,,(u), wobei J,, die Besselfunktionen sind.

(Bemerkung: Die Besselfunktionen zweiter Gattung

JIn(x) cos(nm) — J_p ()

Yale) = sin(n)

sind auch Losungen von der Bessel’schen DGL, welche linear unabhéngig von J,,
sind. Jedoch divergieren diese bei = 0 und sind damit physikalisch nicht sinnvoll.)

Bei » = a soll die Wellenfunktion auflerdem verschwinden. Damit erhalten wir die
Quantisierungsbedingung

omE
Jn<a 7;_; —k§>—0

Sei ypp die p-te Nullstelle der Besselfunktionen J,,(x), so lasst sich das Energiespek-
trum ausdriicken durch

hQ’yZp B2 2

2ma?  2mlIL?

Epnl =

(c) In Abb. 2 ist das Spektrum E,,; der obigen Bedingung fiir n = 0 (rot) und n =1
(griin) als Funktion von k, = 71 gezeigt. Die niedrigsten Energien sind im wesent-
lichen gegeben durch Eig; mit | = 1,2, ..., ljhax, Wobei lyax die Anzahl der Zustdnde
im untersten Band ist, deren Energie niedriger als die des néchst hoheren Bandes
n = 1 ist, also Eio,., < E111 < Eig@u..1)- Je grofer das Verhéltnis L/a, desto
groBer ist auch lpax. Mit v = y10 = 2,405 sind also im Limes a/L < 1 die Energien
des niedrigsten Bandes p = 1, n = 0 gegeben durch

h2’72 N h27T2 l2‘

E =
0= omaZ T 2mL2

D.h. durch Reduzierung des Durchmessers im Vergleich zu der Lénge des Zylinders
ist die einzig wichtige Quantenzahl im Niedrig-Energie-Sektor die Quantenzahl I,
welche die Quantisierung des k,-Wellenvektors vorgibt. Das Problem wird damit
effektiv eindimensional.

2. Doppelmuldenpotenzial
Wir betrachten das Potenzial

_ oo b< |z
Viw) = { wo(@) |z < b

mit vy > 0.

(a) Gegeben, dass ¥(x) die Schrodinger-Gleichung 16st, erhalten wir mittels des Pa-
ritdtsoperators P

PH(z))(x) = H(—x)ip(—z) = H(x)p(—z) = H(x)(P(r)) = E(PY(x))

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass H(—z) = H(x). Das heifit, auch Py (z) erfiillt
die Schrédinger-Gleichung. Die Eigenfunktionen des Paritétsoperators erfiillen Py, =
As/a¥s/a- Da nun P21/13/a = Pg/q gilt )\i/a = 1 und damit \,/, = £1. Damit sind
die entsprechenden Eigenfunktionen entweder symmetrisch oder anti-symmetrisch,

d.h. Pws/a(‘r) = ws/a(_x) = iws/a<x)’
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Abbildung 2: Energiespektrum F,,;.

(b) Wir machen einen entsprechenden Ansatz fiir die symmetrische und anti-symmetrische

Wellenfunktion,
[ Asin(k[b+2z]), —-b<z<O0
V(@) = { Asin(kp—z]), 0>z <b
A'sin(k[b+ z]), -b<z<0
[b

V() = { A'sin(k

mit hk = v2mE. Durch diesen Ansatz ist die Wellenfunktion bei |z| = b automa-
tisch gleich null und stetig bei = 0. Schauen wir uns die Anschlussbedingung von
01 bei x = 0 an, so erhalten wir zunéchst fiir die symmetrische Wellenfunktion

—xl), 0>z <b

2
lim 90 (+¢) — lim I (—€) = =2 1(0) (1)
kA cos(kb) — kA cos(kb) = 2h2 in(kb) ()
und damit
1 h?

Fiir die anti-symmetrische Wellenfunktion erhalten wir

2mug

—kA' cos(kb) + kA’ cos(kb) = 2

A’ sin(kb)

und damit

sin(kb) =0 = k = %z (1=1,2,3,.) (4)

Im Grenzfall vg — oo hétten wir gerade den Fall zweier getrennter Potenzial-T6pfe
mit dem Spektrum ¢ = gj@i 2 (1 =1,23,..). Jede Energie wire in diesem Fall
zweifach entartet. Fiir endliches vy kommt es zu einer Energieaufspaltung dieser

Niveaus, d.h. die Entartung wird aufgehoben. Wir betrachten nun den Grenzfall




vy > %, um ein approximatives Resultat fiir die Aufspaltung der untersten zwei

Niveaus zu erhalten:

Fiir vg — oo gilt E1 = Ey = €1, korrespondierend zu dem Wellenvektor ki = 7. Fiir
endliches vy entwickeln wir nun die Bedingung (3) fiir die Energie des symmetri-
schen Zustands um den Entartungspunkt k; = 7/b, d.h.

1 1 T—bk  R?
~Z tan(kb) = ~Z tan(bk — /bl + ) = T
und damit
T
k= ——n
hQ
b+ mug

Mit E = h%k?/2m erhalten wir gerade

h2m? h2m? 2h?
Er= 22~ o2 l_mv b
Qm(b + T%) 0
Die Energie des anti-symmetrischen Zustandes ist gerade Fy = 5;7222 und damit

ist die Energieaufspaltung gegeben durch

h47'(‘2
AE = ———.
m2b3vg

In Abb. 3 auf der linken Seite sind die beiden energetisch niedrigsten Zusténde skiz-
ziert. 11 und 9 sind jeweils symmetrisch bzw. anti-symmetrisch um den Ursprung,
die Betragsquadrate der Wellenfunktionen sind aber gleich. Entsprechend, bildet
man eine Superposition der beiden Zuséinde, wie in der Aufgabe verlangt, so wire
das Teilchen bei t = 0 génzlich in der linken Mulde lokalisiert.

Die beiden Wellenfunktion v und 5 sind Eigenfunktionen des Hamilton-Operators,
d.h. Sie erfiillen die Eigenwertgleichung

Hip 0 = FE1 2912
Entsprechend der Schrédinger-Gleichung ¢h0u1 2 = H1 2 = E1 2112 erhalten wir

fir deren Zeitentwicklung ¢y 2(x,t) = 12(z,0) exp(—iE; ot/h). Initialisieren wir
also den Anfangszustand durch

1
Y(z,t =0) = 72(1#1(;6, 0) + ¥2(z,0)),
so gilt fiir die Zeitentwicklung

(. 0) = s (015,00 B 4, 0 ),

und damit fiir das Betragsquadrat

9P = 5 (a0 + (e, 0) + 201 (2, 0) (s, 0) cos(ABH/ )

Anfangs bei t; = 0 ist die Welle in der linken Potenzial-Mulde lokalisiert. Fiir
ta > 0 hat das Teilchen dann auch eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit in
der rechten Mulde, bis bei t3 = 7h/AE die Aufenthaltswahrscheinlichkeit in der
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Abbildung 3: Doppelmuldenpotenzial

rechten Mulde maximal wird (siehe Abb. 4). Das Teilchen oszilliert also zwischen
den Potenzial-Mulden hin und her.

Bemerkung: Als physikalisches Modell kénnten wir uns z.B. ein H; -Molekiil, d.h.
ein einfach ionisiertes Wasserstoff-Molekiil vorstellen. Jedes Proton entspréche hier-
bei einer der Potenzial-Mulden. Die beiden Zustdnde v; und 19, deren Energie-
aufspaltung wir in Aufgabenteil (c) berechnet haben, bezeichnet man in der Mo-
lekiilphysik gemeinhin als bindenden und anti-bindenden Zustand.



3. Hermite’sche Polynome
Die Hermite’schen Polynome sind gegeben durch

Hy(z) = (=1)"* 0%
(a) Zunéichst zeigen wir, dass die Funktion e~#"*2% die erzeugende Funktion der Her-

mite’schen Polynome ist, d.h.

[e.9]

F(z,t) = e 2%t = Z

n=0

tn

Dafiir nutzen wir den Hinweis auf dem Aufgabenblatt aus,

S
42 2.2 42 2 ()2 2 (s )2
e i 22t _ 27—z t+22t:ez€(zt) :€z§: ate(zt)
n!
n=0

t=0
)
n
=y (- 1yrare e
n=0
)
tn
= €Z2 Z E(—l)”@?e_;ﬁ

n=0

t=0

o

= %Hn(z)

n=0 "

(b) Wieder nutzen wir den Hinweis, um die Rekursionsrelationen fiir H,, herzuleiten:

o0 n e tn+1
n=1 n=0
o0 tn-‘rl 0 tn+1

Hier wurde ausgenutzt, dass 9, Hy = 0 ist. Ein Koeffizientenvergleich liefert die erste
Rekursionsgleichung

0.Hy(z) =2n Hp_1(2). (6)
Wenn wir F' nach ¢ ableiten, so erhalten wir

O F = (=2t + 2z)e 122

[e.9] (e 9] o0
2ttt 2zt" nt"1
== T @) £ ) T () = ) = ()
n=0 ’ n=0 n=0 )
[e.e]
—2t" 221" (n+ 1)t"
2 G iy 1)+ S Hn(e) = ST e () = 0
2 ! ! !

Hierbei sind H_; und H_5 nicht definiert. Wir setzen diese daher formhalber gleich
null. Ein Koeffizientenvergleich sogleich

—2nH,_1(2) +22Hy(2) — Hpy1(2) =0
und damit

Hy,1(2) =22H,(2) —2nH,—1(z) (7)



Mit Hilfe der beiden Rekursionsgleichung lésst sich die Differentialgleichung fiir die
Hermite’schen Polynome herleiten
O*H, = 2n0.H, 1 = 4n(n — 1)H,,_»
—220,H, = —4nzH,_

Mit (7) erhalten wir dann

dn(n — 1)Hy,—9 — d4nzHy, 1 + 2nH, = [02 — 220, + 2n] H,(z) = 0 (8)

Multiplizieren wir die DGL (8) von links mit e~ H,,, und integrieren iiber z, so
ergibt sich

o o
/ dze " Hy, (82 — 220,)H, = —2n / dz e Hp(2)Hp(2)
—o0 —00

Die partielle Integration der linken Seite liefert

o0
/ dze™* H,, (82 — 220,)H, = ¢~ Hy0,H,

—00

[e.e] o0 5
— / dz <826_Z Hm> 0. H,
— 00 —00

— / dze™ Hy,(— 228,) H,

- / de== (0. H,y) (9. H.,)
Damit
— /00 de™" ((92Hm) (GZHn) = —Qn/ dz e_zsz(z)Hn(z)

vertauschen wir m und n, so haben wir
o0 2 o 2
—/ de " (8:Hy) (0:Hm) = —2m/ dze * Hp(2)Hp(z)
— 50 —00
Subtrahieren wir beide Gleichungen, so ergibt sich
> 2
(2n — 2m)/ dze * Hp(2)Hp(z) =0
—00
Damit muss fiir m # n gelten

/ Tz e () Ho (2) = 0

—0o0



