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1. Linearer und quadratischer Stark-Effekt (3 Punkte)

In Ortsdarstellung sind die beiden energetisch niedrigsten Zusténde durch
A;sin(k;b+2]) —-b<z<0
Yi(z) = (z|t) = ¢ Bysin(k;[b—z]) 0<x<b
0 sonst
mit A; = B; und Ay = —Bs gegeben.

(Auf Blatt 3 haben wir weiter gefunden, dass die Wellenvektoren durch k; = 7 und
—tan(kab)/ka = h?/mug gegeben sind. Dies nur zur Vollstiindigkeit, fiir die weitere Aufgabe
wird dies nicht benétigt.)

(a) [0,5 Punkte] Zu Beginn bestimmen wir die Koeffizienten A; so, dass die Normierungsbe-
dingung (i]7) fiir ¢ = 1, 2 erfiillt ist. Dazu nutzen wir aus, dass

oo

/dx |z) (x| =1

— 00

und schreiben

0 =61 ([~ awin el o= [~ artie) @l = [ v, 0

—00 oo —

Setzen wir die Wellenfunktionen ;(x) dort ein, so erhalten wir
b 0 b
/ OF (x) i (x)dr = | A;]? (/ sin?(k;[b + x]) dz + / sin? (k;[b — ) dx) (2)
—b -b 0
b
:mmP/XM$&wm—ﬂ) (3)
0

= |Ai|2/O dz (1 — cos(2k;[b — x])) (4)

L&F(b ! gm2mm)1 (5)

2k;
. 1 . —1/2
und damit [4;] = (b— Tk sin(2k;b)) .

(b) Nun wird ein kleines elektrisches Feld E = £¢, angelegt. Der Hamilton-Operator ist
dementsprechend gegeben durch

(z|H|z) = H(z) = Hy(z) + ¢€x. (7)

Um die Matrixelemente h;; = (i|H|j) zu berechnen, sehen wir zuniichst, dass Ho |i) =
E; |i) und damit

(i|Holj) = 6i; Es, (8)

wobei ¢;; das Kronecker-Delta ist. Wenn wir den gleichen Trick wie in Gl.(1) verwenden,
so erhalten wir

g = LG = [ o [ as! (i) GalAle) L) (9)



Der Hamilton-Operator ist diagonal in der Ortsdarstellung, d.h. (z|H|z') = &(z —
z')(Ho(x) + ¢€ ), d.h.

o)
hij = 6ijEZ‘ + / dSC ’(/JZ*($> (qg .Z‘)’(/J](a?) (10)
— 00
Aufgrund der Symmetrie der Wellenfunktionen liefert das letzte Integral
/ dz () (g€ x)vj(z) =0 fir i=j (11)

Um hio zu berechnen, nutzen wir den Hinweis auf dem Blatt und erhalten
) b
qé’/ dz ] (z) x e (x) = 2¢E AT As / dz sin(k1[b — z]) sin(k2[b — z]) © (12)
—00 0
b
= 2q€A’{A2/ da sin(ki2) sin(kox) [b — x] = 2¢€ AT AoC(k1, ko) = dE (13)
0

d bezeichnet man als Dipolmatrixelement. Fiir vy — oo ist k1 = ko. Damit ergibt sich
in erster Naherung

b
d = qb—2qAT A / dz sin(kyz) sin(k1z) © = ¢b. (14)
0

ho1 ergibt sich analog
€ [ dovs(a)ovi(o) = dve. (16)

Also ist hiy = h3;, der Hamilton-Operator ist Hermite’sch.
Schreiben wir nun den Hamilton-Operator in der Basis {|1),|2)},

()= (0) (83)- () o
(21 (al2)

Diese Schreibweise ist im allgemeinen recht lénglich, weswegen man manchmal schreibt

m=(s).  m=(9). (1)

wobei das = indiziert, dass rechtsseitig des Gleichheitszeichens eine Darstellung des
Zustandes ist (hier in der Basis {|1),]2)}). Wir erhalten

QLY QHI2) (B dE
<<2|7%|1> <2|7:L|2>)_<d*6 E2> (19)

Eigenwerte und Eigenvektoren [1 Punkt]
Die Eigenwerte dieser Matrix sind gegeben durch

2
o \/(El QEQ) + |dE|? (20)

2

Die Eigenvektoren sind durch

_— oo d€ .  (E_—-E
(H - Ei1>vi =0 und damit o} = <E+ - E1> LU = ( DIE ) (21)
gegeben. Die Eigenvektoren sind auch orthogonal:

7T =d E(E- — Eo) + (BEy — B\)d*E = d*E((B- + Ey) — (B1 + E2)) =0



Betrachten wir nun die beiden Félle auf dem Aufgabenblatt:

(i) Quadratischer Stark-Effekt: |d|€ < E; — Fy
In diesem Fall nutzen wir den Hinweis und entwickeln die Wurzel

B, — B\ , Ey—E; 4]dE|?
J(EGEY e - BB oy HEE )
By — By 2|dE|?
P 1 ... 2
2 < Jr(Ez—El)2Jr (23)
Ey — Ey |dE|?
~ + 24
2 (Ey — Ey) (24)

Die Eigenwerte von Grundzustand (—) und ersten Angeregten (+) sind damit nihe-
rungsweise gegeben durch

E + |d£‘
Ei {E |dg£1 (25)
T Ea—Ep-
(i) Linearer Stark-Effekt: [d€|> E; — E;
In diesem Fall erhalten wir
B +Es
282 4 |dE|
Ey = 2 26
* {EI;E2 — |d€|. (26)

2. Funktionen von Operatoren (2,5 Punkte)

(a) [0,5 Punkte] Berechnet werden soll e°=, wobei 6, = ((1) 01> ist.

Die Exponentialfunktion von Operatoren ist durch die Summe
N An
A _
e = Zﬁ
definiert. Damit erhdlt man
62_10+1 0 +l10+l1 0
" ~\o1 o —1)"2\o 1)"3\0 —1)

<Zniﬁ 0 )(e 0)
0 >, Bl 0 et)-

Bei der Berechnung der Terme findet man auch, dass gilt &

A 2n 2n+1 __ A

=1 und &7 =0,.

(b) [1 Punkt] Es ist zu zeigen, dass fiir einen (zeitunabhingigen) Operator A

d o -
T At = At = A4 gilt.

Wieder wird die Potenzreihe verwendet:

d OoAntn An tnl AOOA 1tn1 .
dteAt dtz n! *Z :AZ_: (n—1)! = 4¢”

n= n=1

a[A, A] = [t, A] = 0 gilt auch [eA?, 4] = 0 und damit
Aett = A4,

d ~ ~
Weiter soll T (eAteBt) berechnet werden:

d ( AteBt>

- ieAt)efet + eAt(ieﬁ’t) = AeAteBt L (At BBt — foAt Bt 4 JAt Btp

(dt dt



(¢) [1 Punkt] Es soll gezeigt werden, dass fiir einen beliebigen zeitabhiingigen Operator A(t)
im allgemeinen gilt

d A dA(t) At)
— —_— . 2
a7 27)
d aw_ d 3 A"~ dAQ"
dt dt &~ n! — dt n!
weiter ist
d ; n d ; Arpyn—1 A d ; Al \n—2 n—1 d ;
SAO" = (ZAG) A0 + AW (ZAD)A® 2 + -+ Ayt (S A®)
n—1
= S A (Law) dgrm
o dt
und damit
d A(t) ]. nil ~ d " 2 717
e :;EHZ:OA@) (aA(t))A(t) .
Die beiden Seiten von Gl. (27) sind nur gleich wenn %A(t) und A(t) vertauschen also
[%fl(t)7 A(t)] = 0 was nicht allgemein der Fall ist.

3. Hermite’sche Adjungation und Kommutatoralgebra (3 Punkte)

(a) [0.5 Punkte] Es sollen von den Operatoren X P, und i[X2, P, die Hermite’schen Adjun-
gierten berechnet werden: L o o
(XP,) = PIXT =P, X
und

G[X? P = —i(PH (XA — (X)) P = i(X%P, — P,X?) = i[X? P,].

(b) [1 Punkt] Sei G ein Hermite’scher Operator. Zeigen Sie, dass dann fiir F = ¢ die
Beziehung FT = F~1 gilt:

Y R

n

(¢) [0.5 Punkte] Zeigen Sie, dass gilt [A
[AB,C) = ABC-CAB = ABC—AC

(d) [1 Punkt] Beweisen Sie, dass fiir [[4, B],
gilt (n € N).

Beweis durch vollstdndige Induktion:

Induktionsanfang:
n=1: [A, B] = [A, B]
Induktionsvorraussetzung:
n=m: [A™ B] = mA™ A, B
Induktionsschritt:
n=m+1:  [A™F B] = A[A™ B+ [A, BJA™ = A[A™, B] + A™[A, B]

= A(mA™~1[A, B)) + A™[A, B]

= (m+1)A™[A, B]
q.e.d.



4. Orts- und Impulsdarstellung

(2 Punkte)
Zeigen Sie, ausgehend von der Impulsdarstellung

Plp)=plp) und wup(x) = (lp) = %eim/ﬁ,

3
>t

dass in der Ortsdarstellung der Impulsoperator P durch

1 0x
darstellbar ist.

(@lPl0) = [ dp alP1pKpl ) = [ dp (alplp) (o10) = [ dpeda p (olp) (plz)al 0
- /dpda’: p%eipx/he_ipf/%(f)
= [ I [az(-1) (%e—”’f/ﬁ)w@
Sy mm[( m— / dze-e w))]
/ da d:zc / ;17]: e / (e

(Z) hé(x — )
;aw( x)



