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1. Benzol (3 Punkte)
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Wir starten mit dem Hamilton-Operator

5

Z (In+1) (n[+|n) (n+1]) +2>_ |n) (n 0) = |6)

n=0

Wir nutzen den Hinweis und wechseln in die Fourierdarstellung, d.h. |n) = % e F k).
Aufgrund der periodischen Randbedingungen |0) = |6) gilt

IZI \[Z e k) = 16). (1)

{|n)} ist eine vollstindige Basis, damit muss {|k)} auch eine vollsindige Basis sein. Ein

Koeffizientenvergleich liefert e=**¢ = 1 und liefert damit die Bedingung
2
ko = %m - %m, m=0,1,2, .., 5. (2)

Damit ergibt sich
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Mit 1 Zn o€ tPIn = 51 erhalten wir

H =Y 2tcos(k)|k) (k| +&> _ |k) (k|. (4)
k k

Damit erhalten wir die Eigenenergien Ej, = 2t cos(k) 4 ¢ und die zugehorigen Eigenzustinde
(0]k) 1
(11k) et
_ - ikn <2|k> _ i 6i2k
= /6 ngoe n) — Gl | = NG ez:Sk (5)
<4|k> ez4k
<5|k> ei5]€
Anders ausgedriickt, sind die Eigenzustinde in der Basis {|n)} gegeben durch (n|k) =

_1 ikn
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2. Baker-Hausdorff-Theorem (2 Punkte)

Zunéchst betrachten wir den Operator

T(\) = eAreBX (6)
und differenzieren diesen nach A\
dz;g\)‘) — AeM BN L eANBBA (/1 + e“i’\Be’A’\)eA)‘eé)‘
= ( A + eA)‘Be_A/\) T()\) (7)

Nun soll gelten

[A,[B,4]] =0
damit kann die Beziehung (Aufg.3c, Blatt5)
[Bv An} =nA"! [Bv A] (8)

genutzt werden um [B, e~4*] zu berechnen:

(B, = S (-1 (B, 4] = z<_1>nm”1)!m—1[g,g]

n!

= B - \B, A (10)

umgeformt werden.
Damit folgt nun R
dT(N)
dA
T () ist die Lésung dieser Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung 7'(0) = 1.
Die Operatoren A+ B und [A, B] kommutieren, damit kann (11) einfach reintegriert werden
(als ob die Operatoren nur Zahlen wéren), und man erhilt

= (A+ B+ )A,B])T()). (11)

~ A - . NN
logT(A) —logT(0) = (A+ B)A + [4, B];
T()\) — o(A+B)A 5[A, BN (13)

Vergleicht man dies mit dem urspriinglichen Ansatz (6) und setzt A =1
AB _ JA+B 3[AB] AtB
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3. Messprozess (4 Punkte)
Der Hamilton-Operator des Zwei-Zustands-Systems (Qubit) ist gegeben durch

~ (El 0)_E1—|—E2 El—EQA 58

H= 0 B) " 5 1+ 5 O'ZZE]I—?O'Z, (15)

mit € = % und de = Fy — E;. Das Qubit sei zunéchst in einem beliebigen Zustand
[) = a|1) + B |2) pripariert.

(a) [1 Punkt] [1) und |2) sind Eigzustéinde von H und damit

i) = (= 5 )laP + (= 5 ) 87 = Ealaf? + EaloP? (16)
Desweiteren gilt
fr2 oe\? 2 oe\? 2 20,12 2 132
ity = (= 5 ) lal+ (e+ 5 ) 167 = BflaP 4 B2I52 (D

Die Standartabweichung AE = y/(H?) — (H)?2 ist somit gegeben durch
AE® = (H%) — (H)* = B (lof® — |a*) + B3 (8 — |8") — 2E1 EslaP|)°. (18)

(b) [1 Punkt] Nun messen wir die Observable A = 6. Die Eigenwerte von A sind a; 5 = +1,

die zugehorigen Eigenzusténde
1 1

a1) =—=(]1)+12)), az) = —(1]1) — |2 19

) = Z5 (I +12), az) = (1)~ [2) (19)

Wir erkennen, dass

a+p a—pf

a = und (a = 20

Damit messen wir den Eigenwert a; = 1 mit der Wahrscheinlichkeit P(a;) = | {(a1|¢) |* =
2

o8 yund den Eigenwert a; = —1 mit der Wahrscheinlichkeit P(ag) = [{azl¥) |* =

2 2
la—58]
5 -

(¢) [1 Punkt] Unmittelbar nach der Messung in (b) messen wir die Energie H. Die Eigen-
zustinde von H sind gerade |1) und |2). Nach der Messung in (b) ist der Zustand gegeben
durch |a;) oder |az). Sei P(ay) die Wahrscheinlichkeit a; zu messen und P(Eq|a;) die
bedingte Wahrscheinlichkeit E; zu messen, wenn unmittelbar zuvor a; gemessen wurde,
so bezeichnen wir

P(El,al) = P(El\al)P(al) (21)
als gemeinsame Wahrscheinlichkeit zuerst a; und dann F; zu messen. Wir erhalten also
1
P(Erfar) = [ (L) |* = 5 (22)
1
P(Eplar) = [ 2lar) |* = 5 (23)
1
P(Erlaz) = [(1]az) |* = 5 (24)
1
P(Ealaz) = [ (2laz) |* = 5 (25)
Die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten sind also gegeben durch
2
P(Eran) = 227 (26)
2
P(Es ) = 1227 (27)
_ A2
P(B1,0) = 127 (28)
_ A2
P(Eg, ag) = |a IBI (29)
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Bemerkung: Die Gesamtwahrscheinlichkeit, /; zu messen, ist gegeben durch Py 4(E1) =

P(E1,a1)+ P(Ey,a2) = % + %. Hitten wir nur die Energie gemessen, so héitten
wir fiir die Wahrscheinlichkeit, Ey zu messen, Py (E1) = | (1[¢) |* = |a|? erhalten, d.h.

Pip(Er) # Py (Ey).

Anfangs-  Erste Zweite Gemeinsame
Zustand Messung Messung  Wahrscheinlichkeit
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P(By, az) = %

(d) [1 Punkt] Nun werde das Qubit im Grundzustand |1) prépariert. Die Eigenwerte und

Eigenzusténde der Observablen B= 0y sind gegeben durch

1

b =1, \b1>:ﬁ(|1>+i|2>)
by=—1,  |by) = %(ID —i2))

Fiir die erste Messung von B erhalten wir also

N =

PO = I =5, Ploa)=|{bal)) F =

Unmittelbar danach messen wir A = &, und erhalten mit |a; o) = %( 1) £12))

1 1
> P(ay2lb2) = | (a1 2|b2) |?

P(a12]b1) = | (a12]b1) | =

und damit fiir die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten

1
P(a17b1> = 17
1
P(a2ab1) = 17
1
P(ai,b) = T
1
P(a2,b2) = 1

(30)

(34)



