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1. Zeitentwicklung (4 Punkte)
Gegeben sei der Hamilton-Operator
- hw
H= —70&2- (1)

Zur Zeit t = 0 praparieren wir einen beliebigen Zustand
[¥) = a0) + 5[1) (2)
mit |a)? + |32 = 1.
(a) (1 Punkt) Der Zeitentwicklungsoperator ist gegeben durch
U(t,0) = e i, (3)

Angewandt auf den Zustand zur Zeit ¢ = 0 ergibt sich

[W(t)) = U(t,0)[4(0)) = U(t,0)(c|0) + B[1))
=2t |0) + e 2B 1)

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert (¢(t)|d,]¢(t)) im Schrédingerbild

(e7 % ™ (0] + & 3157 (1])ay (72 ' [0) + 721 B 1))

= (06, [1) e """ B + (1]6,]0) e™"* 3"

= —ia* fcos(wot) — isin(wot)] + 8" afcos(wot) + ¢ sin(wpt)]
= 2Im (a*f) cos(wot) — 2 Re (a*3) sin(wyt)

(b) (1 Punkt) Nun bestimmen wir &,7(t) im Heisenbergbild. Beachten Sie, dass 6.5, =

—6,6. und damit Ufé, = 4,0, also
Ut(t,0)6,U(t,0) = 6,U%(t,0)

= 6,[cos® (£2t) — sin® (£2¢)] — 6,2 cos (£2t) sin (£2t)

= 0, cos(wpt) — 0, sin(wot) = Af(t)

Damit ergibt sich der Erwartungswert

(1(0) ]&5(25) |1(0)) = 2Im (a* ) cos(wot) — 2 Re (a*B) sin(wpt). (4)

Wir sehen also, dass das Schrédingerbild und das Heisenberghbild dasselbe Ergebnis
liefern.



(¢) (1 Punkt) Zur Zeit t = 0 sei der Zustand (2) prapariert. Nach der Zeit 7y wird die
Observable 7, gemessen. Die Eigenwerte und Eigenzustinde von &, sind gegeben
durch

EW = +1: |+) = (|0> +11)) (5)

EW=—1: |5 = (0~ 1) (6)

Desweiteren kann [¢(t)) als Linearkombination von |+) geschrieben werden,

%I

1 ’iﬂt ,i@t 1 iw—ot 77;“)*01‘/
t) = —(ae’ 2"+ e "2 +H)+ —(e’ 2" — pe "2 —
(1)) \/5( B ) 1+) \/5( B ) =)
Damit messen wir den EW -+1 mit der Wahrscheinlichkeit
1 . W . Wy
P+m) = | (+H(r) [ = glae™®™ + g ]
1
— §(|a]2 + \5\2 + 2Re (%) cos(wory) — 2Im (a5*) sin(woﬁ))

= %(1 + 2Re (af*) cos(wor) — 2 Im (a3*) sin(woT1))

und den EW —1 mit der Wahrscheinlichkeit
1 ;< —iw—n
P(—,71) = [{=|e(n)) | = 5\046’7071 — Be7'%

= %(1 — 2Re (aff*) cos(wom) + 2Im (af¥) sin(woﬁ))

‘ 2

(d) (1 Punkt) Nach der Messung in (c) ist das System entweder im Zustand |+) oder
im Zustand |—). Die Zeitentwicklung eines solchen Zustandes ist gegeben durch

= i ei%(m_ﬁ) e_i%(TZ—TI)
£) (1) = \/5( 0) £ 1))
;(617 T2—T1) [|+) + |—)] %(T2*TI)H+> — 1))

_ { cos(g (12 — 1)) |[+) +isin(F (2 — 71)) |-)
isin(22 5 (12 — 1)) [+) + cos( (2 — 1)) [=)

D.h. die bedingte Wahrscheinlichkeit, den Eigenwert +1 bei der zweiten Messung
zu messen, ist gegeben durch

P (+,7m) = COSQ(%(TQ —71))
P (—,m) = SiHQ(%(TQ —1))
P (+,m) = Sin2(%(7'2 —71))
P (—,m)= cosg(%(@ — 7))

Die gemeinsamen Wahrscheinlichkeiten fiir die kombinierte Messung zu den Zeit-
punkten 7; und 75 ist gegeben durch

P(+,79;4+,71) = Py (+,72)P(+,71)
P(+,70;—, 1) = P_(+,72)P(—, )
P(—,13;+,71) = Py (—, 1) P(+,71)
P(—,13;—,71) =P_(—,m)P(—,7)



2. Wahrscheinlichkeitsverteilung und charakteristische Funktion (3 Punkte)
(a) (1 Punkt) Die sogenannte charakteristische Funktion ist definiert durch
F(z) = (™), (7)

Leitet man diese mehrfach nach z ab, so erhélt man

0.F(2) = (iAc™4) (8)
: (9)
ONF(z) = i (Ame™ ) (10)
Im Limes z — 0 erhalten wir
(A") = (=)" Ol F(2)| _, (11)

(b) (1 Punkt) Die Wahrscheinlichkeit, a,, zu messen, wenn der Zustand |¢) prépariert
ist, ist gegeben durch P(a,) = | (a,|¥) |*. Wir finden

(€)= (1Y lam) (am| ™ |an) (anl)
= zn:P(an)emn = F(z)
und damit
Play,) = / iz izam o) (12)
=Y Plan) / gz o~ izam gizan (13)

Beachten Sie, dass fiir unseren Fall in Aufgabenteil (¢) a,, € Z und

T
dz —izQm izan __
/ Sze Emet it = 4y, (14)

—T

und damit

> " Pay)bmn = Play) (15)

Im Fall, dass P(x) eine Wahrscheinlichkeitsdichte einer kontinuierlichen Variable x
und F,(z) die entsprechende charakteristische Funktion ist, gilt

Pla) = & / T de (), (16)

T o oo



(¢) (1 Punkt) Ein Zwei-Zustands-System sei im Grundzustand [¢) = |0) prépariert
und es werde die Observable A = 6, mit den moglichen Werten a,, gemessen. Die
charakteristische Funktion fiir diesen Fall ist gegeben durch

F(z) = (0]e”*°|0) = (0] cos(2) + i, sin(z)|0) = cos(2). (17)

Mit (12) erhalten wir

P(an) = %/g_;eizam(eiz +ei®)
: (18)
= 5(5am,1 + Oap,—1)-
Damit ist die Wahrscheinlichkeit a,, = 1 zu messen jeweils %
3. Quantenmechanischer Virialsatz (3 Punkte)

Analog zur klassischen Mechanik gibt der Virialsatz auch in der Quantenmechanik
einen Zusammenhang zwischen dem Erwartungswert der kinetischen Energie (T') und
dem Erwartungswert der potentiellen Energie (V). In einer Dimension gilt fiir stationére

Zustinde: R
<T> - <5—m> - % <va<5()> . (19)

Dieser Zusammenhang sollte hergeleitet und angewendet werden:
(a) (1 Punkt) Zuerst muss gezeigt werden, dass fiir einen stationéren Zustand gilt
((H,XP)) = (HXP — XPH) =0, (20)

man berechnet den Erwartungswert der rechten Seite von (20) direkt, wobei man
beriicksichtigt das fiir stationdre Zustinde H |n) = E, |n) gilt:

(AXP— XPH) = (n| AXP — XPH|n) = (n| E,XP — XPE, |n)

U (21)
=E,(n|XP—XP|n)=0.
(b) (1 Punkt) Nun berechnet man in (20) den Kommutator
H2
[H,XP)=X[H,P|+[H,X|P=X[V(z),P] + [%,X]P
. . (22)
R X P . . p?
= X[V(m), P] — 2zh%P = X[V(:c), P} — zhE
Der verbleibende Kommutator wird jetzt in der Ortsdarstellung ausgewertet
N P2
[H, X P] = X—,(V(x)az —(0,V(z)) — V(a:)az) — 20h—
Z av p2 o 23
S LA NP
dx 2m

und mit (20) erhédlt man den Virialsatz (19).



(¢) (1 Punkt) Das Potential V(X) sei nun durch V(X) = AX"™, n € R gegeben.

Mit dem Virialsatz erhalt man

1

(1) = 5 (RVV(X)) = 5 (XmAX") = 2 (v(X).

2

Dieses Ergebnis hiitte man auch darstellungsfrei aus (22) erhalten kénnen:

In Aufgabe 3d) von Blatt 5 haben wir gezeigt, das gilt
B X — —inhxn

damit

A

(X [P.V(@)]) = 37 (X (=inhAX")) = 2 (AX") =

i3 °
2h 2h

Fiir den harmonischen Oszillator V(X)) = %mwQX 2 gilt also

(1) /(V) =1L

n
2

(V(X))

(24)

(27)



