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1. Teilchen im Magnetfeld - Landau-Niveaus (2 Punkte)

Ein Teilchen mit der Ladung ¢ befinde sich in einem homogenen Magnetfeld B = Bé,. Fine
geschickte Wahl des Vektorpotentials A ist in diesem Fall durch die Landau-Eichung mit
A = Bzé, gegeben.

Wir nehmen an, dass das Teilchen wie in einem 2-dimensionalen Elektronengas auf die xy-
Ebene eingeschrankt ist. Damit lautet der Hamilton-Operator des Problems

H=g (P-qA) =

1
2m m

(155 + (Py - qu)2). (1)

In der Aufgabe sollen nun die Eigenfunktionen und Eigenenergien des Problems gefunden
werden.

(a) [0,5 Punkte] Nutzen Sie [H, P,] = 0 und die Eigenfunktionen von P,, um einen geeigneten
Separationsansatz fiir die Wellenfunktion ¢ (x,y) zu machen.

(b) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass die Schrodingergleichung damit auf die Form des 1-dimensionalen
harmonischen Oszillators gebracht werden kann.

(¢) 10,5 Punkte] Nutzen Sie die Kenntnis der Losung des harmonischen Oszillators um die
Eigenenergien und Eigenfunktionen des Hamilton-Operators (1) zu finden. Wodurch ist
die charakteristische Frequenz w. des Problems gegeben?

2. Harmonischer Oszillator ( 2 Punkte)

Der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators wird durch die Auf- und Absteigeope-
ratoren a' und @ geschrieben als

ff:hw(éﬁd+%). (2)

Zum Zeitpunkt t = 0 sei der Zustand |¢(t)) gegeben durch

1
V2
wobei |0) der Grundzustand und |1) der erste angeregte Zustand ist. Die Zeitentwicklung des

Zustands ist durch [(t)) = U(t) [4(0)) mit dem Zeitentwickungsoperator U = exp(—i.ﬁ]t/h)
gegeben.

[4(0)) (10) +11)) 3)

(a) [0,5 Punkte] Berechnen Sie den Zustand |¢(¢)) fiir ¢ > 0.
(b) [1 Punkt] Berechnen Sie (X)(t) = (¢(t)| X ¢ (t)) mit X = 2 (a+a), sowie (P)(t) =
(WO Pl (1) mit P =i/ (af —a).

(¢) [0,5 Punkte] Berechnen Sie die Korrelationsfunktion (X7 (t)Xz(0)). Hinweis: Benutzen
Sie dazu das Heisenberg-Bild.



3. Eigenschaften des Drehimpulsoperators (3 Punkte)

Der Vektoroperator J mit J,, jy und J, definiert einen Drehimpulsoperator definiert, wenn
die folgenden Vertauschungsrelation erfiillt sind:

[Jo, Jy) = ihd.,  [Jy,J.] =ik, und [J.,J,] =ihJ, (4)

Neben den einzelnen Komponenten des Drehimpulsoperators jz /y/= werden hiufig auch die
folgenden Operatoren benétigt:

P=J24+ 02402, Jp=do+id,, wnd Jo=J,—iJ,. (5)

Verwenden Sie die genannten Relationen bzw. Definitionen um die nachfolgenden Zusam-

menhénge zu zeigen:

(a) [l Punkt] [J.,J4] =Ry, [J.,J_]=-hJ_ und [J;,J_]=2hl.. (6)
(b) [1 Punkt] [J2,J.] = [J2, ;] = [J%,J_] =0. (7)
(¢) [1 Punkt]

Jodo=J2+J2+ 0, =37 - J2+ R,
JoJp=J2+ J2 . =3~ J2 . (8)

J? = %(LJ, +JJy) + T2

4. Bahndrehimpuls (3 Punkte)

Der Bahndrehimpuls-Operator ist durch L = (f)w, Ly, L.) = R x P gegeben.

In Kugelkoordinaten
x=rsinfcosg, y=rsinfsing, z=rcosf mit r=|r|= 22+ y?+ 22
ist der Gradient gegeben durch

— + e 12+A Lz (9)
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Vio.p =€
mit
é, =sinfcos¢é, +sinfsingpé&, + cosfé,
&y = cosfcospé, +cosfsingé, —sinb e, (10)

&y = —singé, +cospé,.

(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass der Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten die Form hat:

L= 3 (-sinogg ~ fgg) b= (5055~ ngag) ™ L=
(11)
(b) [1 Punkt] Der Zustand eines Teilchens sei nun durch die Wellenfunktion
b(r) = (z+y + 22)Ne 7/ (12)
mit N, a € R beschrieben. Es gilt
2 2
L2 = 12 (5 + 57 * g0 )

Zeigen Sie, dass 9(r) eine Eigenfunktion von L2 ist, also
L26(r) = U(1 + DA% (x), (14)

und bestimmen Sie den Wert von [.

(c) [1 Punkt] Driicken Sie nun die Wellenfunktion (12) durch eine Superposition geeigneter
Kugelflachenfunktionen aus. Welche Werte kénnen fiir die z-Komponente L, des Bahn-
drehimpuls gemessen werden. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden diese gemessen?



