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1. Teilchen im Magnetfeld - Landau-Niveaus (2 Punkte)

FEin Teilchen mit der Ladung g befinde sich in einem homogenen Magnetfeld B = Bé,. Eine geschickte Wahl
des Vektorpotentials A ist in diesem Fall durch die Landau-Eichung mit A = Bxé, gegeben.

Wir nehmen an, dass das Teilchen wie in einem 2-dimensionalen Elektronengas auf die xy-Ebene einge-
schrankt ist. Damit lautet der Hamilton-Operator des Problems

N 1 - 2 1 ~ ~ 2

= (P—qA)" = (P2 + (P, - qB2)"). 1
2m( aA) 2m \ 7 + (P~ aBa) (1)

In der Aufgabe sollen nun die Figenfunktionen und Eigenenergien des Problems gefunden werden.

(a) [0.5 Punkte] Es soll ausgenutzt werden, das gilt [H, P,] = 0 um einen geeigneten Ansatz fiir die Wellen-
funktion v (z,y) zu machen:

Da p, mit dem Hamilton-Operator vertauscht, d.h. Eigenfunktionen des Impulsoperators Py auch Ei-
genfunktionen des Hamilton-Operators sind, dringt sich der Separationsansatz

P(z,y) = P/ x () (2)

auf.

(b) [1 Punkt] Setzt man nun diesen Ansatz in die Schrédingergleichung ein, und verwendet gleich pyeipyy/ A=
pyeipyy/ " erhilt man

51 (B2 (s — aB2)*)x(@) = Ex(a). 3)

Mit der Substitution T = = — p—]yg = x — x¢ siecht man nun deutlich, dass man das Problem auf die
Schrodingergleichung des harmonischen Oszillators zuriickgefiihrt hat:

s+ 5 (2 7o ex ®

(c) [0.5 Punkt] Die Kenntnis der Losung des harmonischen Oszillators soll nun genutzt werden um die
Eigenenergien und -funktionen des Hamilton-Operators (1) zu finden.

Die Eigenenergien des harmonischen Oszillators mit H = ﬁPf + %uﬂX 2 sind durch E,, = (n + %)hw
gegeben. Entsprechend sind die Eigenenergien hier

1 B
E,=(n+ )hw. mit W = 4z
2 m

(5)
Die charakteristische Frequenz w. des Problems ist also die klassische Zyklotronfrequenz.

Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators sind

1 1 1 mw .2
Unle) = (T3) o Haly [T o) 15, (6)

und fiir das Teilchen im Magnetfeld ergibt sich damit

1 1 T — X0 1/x—20\2 ipyy/h . Dy
Unley) = —p e (S ) exn | =5 (5 e mit 20= “p. (7
Im letzten Ausdruck haben wir mit der magnetischen Linge ¢ = q% zusétzlich die charakteristische

Léngenskala des Problems eingefiihrt.



2. Harmonischer Oszillator ( 2 Punkte)

Der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators wird durch die Auf- und Absteigeoperatoren af und
a geschrieben als

ﬁ:m(afa+%). (8)

Zum Zeitpunkt t = 0 sei der Zustand |¢(t)) gegeben durch
1
0)) =—=(0)+1 9
[%(0)) \/5(| ) +11)) 9)

wobei |0) der Grundzustand und [1) der erste angeregte Zustand ist. Die Zeitentwicklung des Zustands ist
durch [4(t)) = U(t)|0) mit dem Zeitentwickungsoperator U = exp (5 Ht) gegeben.

(a) [0,5 Punkt] Berechnen Sie den Zustand |t (t)) fiir ¢ > 0.
Die Zustiinde |0) und |1) sind Eigenzustiinde des Hamilton-Operators H = hw(afa + 1/2):

ﬁz|o>:%|o> und Hm—@m (10)
H™|0) (%)"m und an|1>:(?)"|1> (11)
[0(1)) = U(#) [1(0)) = %(U(t) 10) + U(1)[1))
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T(an —iEt/h)" |0) +

( —iwt/2 10y + o—i3wt/2 )
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(b) [0,5 Punkte] Berechnen Sie (X)(t) = (4(t)| X [¢(t)) mit X = o (af +a).

~—

wnlat () = 5 (101a'0) + (O]al [1y e + (1]l 0y + (1]af 1))

= (OIVI + QIVER) ™ + VI e 4 (VER))  (13)
1 iwt
— 56
und (¥(t)| @l (t)) = ()] at [p(t)” = 57" damit

h eiwt + e—iwt h
V 2mw 2 V 2mw COS(Wt) ( )
R h iwt _ —iwt h
(P)(t) =iy/ m;u < 26 = —4/ m;u sin(wt) (15)

(¢) [0,5 Punkte] Berechnen Sie die Korrelationsfunktion (Xp (¢)X(0)). Hinweis: Benutzen Sie dazu das
Heisenberg-Bild.

analog

(X (0K (0)) = (p(O)] 7 S MK (o)) = 1 ({0] + (1)1 Km0 % (0) +|1))
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3. Eigenschaften des Drehimpulsoperators (3 Punkte)

Der Vektoroperator J mit jw, jy und jz definiert einen Drehimpulsoperator, wenn die folgenden Vertau-
schungsrelation erfiillt sind:

(Jo, Jy) = ikd., [Jy,J.] =ik, und [J.,J,] =ihJ, (17)

Neben den einzelnen Komponenten des Drehimpulsoperators jx /y/= werden hiufig auch die folgenden Ope-
ratoren benotigt:

P=J24 2402 Jp=Jy+id, wnd J_=J, -1, (18)
Verwenden Sie die genannten Relationen bzw. Definitionen um die nachfolgenden Zusammenhiinge zu zeigen:
(a) [1 Punkt)
(., i) = [Joy Jo] +i[ ey Jy] = ihdy + Jo = By (19)
[ J) = [Jorda] —i[J J)] = ity — Ju = —hJ_ (20)
(i d ) = e 2] 4 ildy o) =il 1)) = [, d,) = 20 (21)
(b) [1 Punkt] - - -
[J2, 0. =[3%, 4] = [J%, -] =0 (22)
(32,0.) = [ 1) + [0, 0] = T [ Jo] + [y ) Ju 4 Ty [y, J] + [y, J2] Jy = 0

Analog zeigt man, dass [32, jz] = [32, jy] =0.
Aus der Linearitdt des Kommutators folgt damit direkt [32, ji] = [32, Jy + zjy] =0.
(¢) [1 Punkt]

Jedo = T2+ T2+ b, =3 = J2+ . (23)
JoJy = T2+ J}—h, =3 —J2—hJ. (24)
o 1, . - PN N
J2 = 5(J+J_ +JJp)+J? (25)
Fodo = (a4 i) (= 1)) = B2+ iy dy = ody) 4 2 = 24 2 =i d,) = 2+ J2 4+ b
(26)
gy = (e id) (o +idy) = J2 4+ i(ady — dyda) 4 J2 = J2 4 J2 i d)] = 2+ J2 — b,
(27)
Durch Addition der beiden Terme (26) und (27) erhélt man direkt
Jod o+ J_Jp =2J2 2]} =237 —2J2. (28)
4. Bahndrehimpuls (3 Punkte)
Der Bahndrehimpuls-Operator ist durch L= (ﬁm, f/y, ﬁz) =RxP gegeben.
In Kugelkoordinaten
x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosf mit r=|r|=+22+y?+ 22
ist der Gradient gegeben durch
0 10 1 0
T = Ari €o— € A 29
Vi =@ 87‘+e97"89+e¢rsm98¢ (29)
mit
&, =sinfcos¢é, +sinfsingé, + cosf &,
g =cosfcospé&, +cosfsingé, —sinhé, (30)

™ o

6 = —Sing &, + cosPé,.



(a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass der Drehimpulsoperator in Kugelkoordinaten die Form hat:

. h ., 0
L, = ;(— Smgb%

_cosaﬁg) ﬁ—ﬁ<cos g_sinqbi)u A
tanf 9o/ Y i 09 tanf 9¢
Es gilt

6, X8 =8&; ,89x&;,=2¢& und &; x &, = é.

Der Drehimpulsoperator ist nun gegeben durch

%1: = x V=& x (&0, + é(;%@g + é¢rsilnea¢)
=€4,0p — égﬁ&ﬁ
=(—sing — %5@)% + (cos pdp — %@))éy + 0g€.
:(f sin ¢ — %3@&% + (cos @0y — :ZITQ;(%)éy + 04€.

(b) [1 Punkt] Der Zustand eines Teilchens sei nun durch die Wellenfunktion
b(r) = (x4 y+32)Ne 7/

mit N, a € R beschrieben. Zeigen Sie, dass ¢ (r) eine Eigenfunktion von L2 ist, also

L2y (r) = (1 + 1)R*p(r),

und bestimmen Sie den Wert von [.
Zuerst schreiben wir die Wellenfunktion (34) in Kugelkoordinaten

2 2

Y(r,0,¢) = (rsin 6 cos ¢ + rsin O sin ¢ + 2r cos§) Ne ™" /@
= (sinf cos ¢ + sin@sin ¢ + 2 cos ) f(r),

(31)

(32)

(36)

wobei der radiale Teil in f(r) =rN e~"/%” faktorisiert wurde, da die Drehimpulsoperatoren nicht auf r

wirken.
Nun wenden wir L2 auf die Wellenfunktion an

- 0? 1 o2 1
1.2 0.¢)= —h(—t+ — - 4+ -
¥(r.6,9) (892 1 20062  tan0 00

und berechnen nacheinander die Ableitungen

2

062
1 9% o -1 o
m@(SIHQCOSdD—i—Sln981n¢5+20080):m(SIHQCOSgb—i—Sln@Sln(ﬁ)
-1 _
@(cosgb + sin ¢)
d
un L

1

(s . o o 2 cos —

taneae(blnﬁcosqé—&—bln@blnd)—i— cosf) "
cos?0

== (cos ¢ + sin¢) — 2cos

kombinieren wir die Terme

1 —cos?6
sinf

= h*(2(sinf cos ¢ + sinfsin ¢ + 2 cos0)) f(r)

= Qﬁ?ﬁ (Ta 97 ¢)

L20(r, 0, 6) = h2 ((sm 6 cos & + sin B sin ¢ + 2 cos 6) +

0 )(Sin0c08¢+sinﬁsin¢+QCOSG)f(r)

i(SiHGCOS¢+SiHQSiH¢+2C089) = —(sinf cos ¢ + sinfsin ¢ + 2 cos d)

(cos @ cos ¢ + cosfsin ¢ — 2sin b)

(cos ¢ + sin @) + 2 cos 9) f(r)

(37)

(38)

(39)

(40)

(41)

damit ist ¥(r, 0, ¢) eine Eigenfunktion mit dem Eigenwert 2 = [(I+ 1)k, womit man [ = 1 direkt ablesen

kann.



(c) [1 Punkt] Driicken Sie nun die Wellenfunktion (34) durch eine Superposition geeigneter Kugelfléichen-
funktionen aus. Welche Werte konnen fiir die z-Komponente L, des Bahndrehimpuls gemessen werden.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden diese gemessen?

Die Kugelflichenfunktionen sind vollstéindig und orthogonal. Die Koeffizienten kénnten also durch Projekt
auf diese Zustdnde gefunden werden. Da wir jedoch schon wissen, dass [ = 1 gilt, kann der Zustand nur
durch eine Superposition der Funktionen Y™ (6, ¢) ausgedriickt werden. Wir benétigen also nur die drei
Kugelflachenfunktionen

YP(G,@Z))Z\/ECOSH, Yf(@,@:-,/%smoew und Y;l(o,qs):\/%smee*w. (42)

und finden die Koeffizienten durch Vergleich mit (36).

60:0,0) = (2 070,004 710,00) 41y (70,0 - Y 0.00) + 2 Tv000.00) 0
~(VE - viee <4 [Tre0 - Ten ) o) i) .
R e — ——

| S —

C1 Cc_

In einer Messung von L. kénnen die Werte fim mit m = —1,0, 1 gefunden werden. Wir haben die Wellenfunk-
tion nicht normiert, d.h. f(r) ist also nur bis auf einen konstanten Faktor N bekannt. Bei der Berechnung
der Messwahrscheinlichkeiten der verschiedenen Drehimpulswerte fillt f(r) jedoch raus

[

Pim=-1)= 44
o= = P P T el e
Pm =0) = — 19l (15)

le—1]? + Jeo® + [ea|?
P(m = +1) = ea]” (46)

le—1]* 4 [col? + [e1]?

2 4 42 2 4

e = =i =3 el == wnd = 1+ = (47)

und somit [c_1]? + |cg|? + |e1|* = 64F. Fiir die Messwahrscheinlichkeiten ergeben sich damit die Werte

Plm=—1)=~ Pm=0)=2  Plm=+1)= % (48)



