KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORETISCHE
FESTKORPERPHYSIK

Ubungen zur Modernen Theoretischen Physik I  SS 14

Prof. Dr. Gerd Schoén Losungen — Blatt 9
Andreas Heimes, Dr. Andreas Poenicke Besprechung 02.07.2014
1. Harmonischer Oszillator und Drehimpuls (4 Punkte)
Wir betrachten den zweidimensionalen harmonischen Oszillator
P15, P y2 L oy
(a) [1 Punkt] Zunéchst zeigen wir, dass die neuen Operatoren ay = %(bx + ib,) die
Vertauschungsrelationen [ai,a;] = 0;; erfiillen. Mit den Auf- und Absteigeoperatoren
b;r- =5 X; = \/ﬁpj und b; = /57 X; + %Pj mit j = x,y erhalten wir

ayal —ala, = [by +iby)[bs 4 iby]T/2 — [by + iby] by + iby]/2
= [by + iby][b], — ibl]/2 — [bl — ib]][bs + i, ]/2

1
= 5 (babl — bLbe + bybj — biby) = 1.

und
ayal —alay = [by +iby|[by — iby)T/2 — [by — iby]T[bs + ib,]/2
= [bx + iby][b] + ibf]/2 — [b] + ibf][bs + ib,]/2
= %(bxbl — blby — bybl + blb,) = 0.
Gleiches gilt fiir [a_,a'] = 1 und [a,,ai] = 0. Schauen wir uns nun den Hamilton-

Operator an,
H = hw(blby + blb, +1).
Einsetzen der neuen Operatoren a4 und a_ liefert

H = huo(las +a_]fay + 0 )/2+ [0y —a_]lay —a_}/2+1)
= hw(ala,+ +ala_+1)

Mit Ny [ny) =ny [ng) und N_ [n_) = n_ |n_) erhalten wir
Hngyno)y=hwny +n_+1)|ng, no).
Definieren wir n = n4 4+ n_, so sind die Eigenenergien gegeben durch
E, =hw(n+1).

Der Energieeigenwert Ey ist nicht entartet, E; ist zweifach entartet, u.s.w.

Ey |00)
B 101) |10)
Eo [02) |11) |20) (1)

E, |0n) |In—1) ... |n0)

Wir sehen also, dass der Energieeigenwert E, n + 1-fach entartet ist.



(b) [1 Punkt] Die drei Drehimpuls-Operatoren sind definiert durch

h
Jy = haia,, J_=haay, J, = §(aj_a+ — aT_a,).

Wir betrachten die Kombinationen

(JpJ_ —J_Jy)/h? = aia,aiaJr - ataJraia,

= aLaJr(aT_a_ +1)— aT_a_(ala+ +1)

= ala_‘_ —ala_

(J.Jy — J J.) /R = %(aia+ - ata_)aia_ - aia_%(aimr —ala_)
= %(aLaJraLa_ - aT_a_aLa_ - aia_aicm_ + aia_aT_a_)
= %(ai(l + aj_a+)a_ - alala+a_ - a:_aT_a_a_ + al(l +ala_)a )
= aia_ =J./h
Auf gleiche Weise finden wir [J,, J_] = —AJ_.

(c) [1 Punkt] Zunéchst wissen wir aus Aufgabe 3 von Blatt 8, dass
1
J? = §(J+J, +J_Jy) + J?

Damit ist

—_

1
J?/h? = 5( La_aT ay + alr_a_‘_a:_a_) + f(a:_a_,_ —ala_)?
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()25

Desweiteren ergibt sich aus der Definition von J, direkt

h

JZ:E

(Ny —N-).

Da N, und N_ mit H vertauschen, tuen dies auch J? und J,, also [J2, H] = 0 und
[J.,H] = 0. H, J? und J, bilden einen Satz vollstiindig kommutierender Observablen.
Damit kénnen wir die Eigenzustinde des Hamilton-Operators auch durch die Quanten-
zahlen j und m ausdriicken. Wir sehen, dass

[ o
2
ny —n—

2

m =

Bemerkung: Da n; und n_ ganzzahlig sind, kénnen j und m zwangsldufig nur halbzah-
lige und ganzzahlige Werte annehmen!

Wir sehen also, dass ny =j+mund n_ =5 —m,

(al)+ ()"

S Y BV o A
(alym (al )y
|4, m) = ——= = 10).

VOEmIG = m)!



(d) [1 Punkt] Im Folgenden schauen wir uns die Wirkung von J; und K auf die Eigen-
zustidnde [f, m):

(al )it (al)i-m

i,m) =ala_
CLT Jj+m+1 a_ CLT j—m

VG +m) /(G —m)!

Betrachten wir zunéchst

a_(a' )" =a_al (a' )7 = (ala_ +1)(al )T
=ala_al (aT_)j*m*2 + (aT_)jfmf1
—al (ala_ +1)(ah 2+ (ol i

~ (@l Pa_(al y=m2 4 2(al ot

Mit | = j — m folgt
a—(al Y= = (@l )"+ (j — m)(al )L,

Der Operator a_ angewandt aufs Vakuum liefert gerade null, d.h. a_ [0) = 0. Fiir (2)
ergibt sich dann

. N (D L (O L
Ji|3: m) = h(j —m) N INETD] 10)

(ajr)j+m+1 (aﬂ)j_m_l
Vi+m+ D /G—m—1)
=iV/iG+1) —mm+1)]j, m+1).

=/ —m)(j+m+1) |0)

Mit K = aiai ldsst sich aulerdem zeigen, dass

+ (ai)j-&-m (ai)j—m

VGG -

(aT )j+m+1 (aT_)jme
- 10)

VG +m) /(G —m)!

=h/(G-m+1)(G+m+1)

Ky |j, m) = hal,

10)

=h

(al)”m“ (ai)j—m+1

VE+m+D) /G -m+1)
=h/G-—m+D)G+m+1)j+1,m).

-10)

2. Fock-Darwin-Spektrum (2 Punkte)

Wir betrachten den zweidimensionalen harmonischen Oszillator im Magnetfeld, d.h.

(Pj_qu)2 1 212
H: Z T‘f’*mw Xj’

Jj=zy 2
(Pw + %Xy)Q (Py B %XI)Q 1 2 2 2
= — X X
om + om g (Xo + X))

P2 P2 11, (¢B\’1 qB
_ B 1 2y " (x2ex)+ Cpx, - PX,
2m+2m+[2mw+<2>2m}< o T X))+ o (B Xy — Py Xe)



Wir definieren die Kreisfrequenz @

imw = §mw + 3
22 2
~2 2, °B° 5w
WEW e T Y
mit der Zyklotronfrequenz w. = eB/m fiir das Elektron mit Ladung ¢ = —e, Damit ldsst sich

der Hamilton-Operator ausdriicken durch die Operatoren a4. Wir erkennen unteranderem,
dass L, = —(P,X, — P,X,) = h(aLaJr —a' a_)/2 und erhalten

1
H= h@(aicur tala_+1)+ Zﬁwc(aimr —ala_)
1
= FL&)(NJ,_ + N_ + 1) + ZF[/OJC(N_»'_ — ]\]_)7

wobei w, = %. Mit N = Ny + N_ und 2M = Ny — N_ und den entsprechenden Quanten-
zahlen n und m sind die Eigenenergien gegeben durch

1
E,m=ho(n+1)+ §hwcm (4)
Alternativ kénnen wir die Quantenzahl n durch j ausdriicken,
e 1
Eim=ho(2j+1)+ ihwcm (5)

Bemerkung: In der Literatur wird oft eine neue Quantenzahl n eingefiihrt,

_ ) ny+n_—|ngy —n_| n-—2m|
n =min(ny,n_) = ) = 5

und damit
1
Epqm=ho(2n+2/m|+1) + §ﬁwcm

In der Abbildung 1(a) sehen wir das entsprechende Spektrum. Hier entsprechen n und !
gerade unseren Quantenzahlen 1 und —2m.
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Abbildung 1: (a) Theoretisches Fock-Darwin-Spektrum mit w = wq (aus Kouwenhoven et al.,
Rep. Prog. Phys. 64 (2001) 701736). (b) Experimentelle Daten (dI/dV Farbplot) aus Makarovsky
et al. Phys. Rev. Lett. 101, 226807 (2008)

3. Radialfunktionen des Wasserstoffatoms (4 Punkte)

In der Vorlesung wurde mit dem Separationsansatz ¢(r, 0, @) ~ Y., (6, <p)“’“+(r) die Radial-
gleichung fiir uy; hergeleitet,

R U VO
g+ = | i) = Bt o

l entspricht der Drehimpulsquantenzahl. Die Eigenenergien hingen sowohl von dieser Quan-
tenzahl als auch von einer weiteren, nidmlich k, ab. Im Aufgabenteil (e) wird dieses k iiber
die Bedingung, dass der dort verwendete Potenzreihenansatz abbricht, definiert.

(a) [0.5 Punkte] Schreiben Sie GI. (6) mit der dimensionslosen Variablen p = 2kr und dem

dimensionslosen Parameter )\;} = %ao’ wobei k = _27;2]5’“’1 und ag = mh—;
Als erster Schritt substitutieren wir p = 2kr
R2(2x)2 A2 R2(2k)21(1+1)  €%(2k)
- — — =F 7
[ om dp? om 2 g (1) = Eguk,(r) (7)
bringen die dimensionsbehafteten Groflen auf die rechte Seite
2 I1(l+1) mer1 2m
- _ - =———_F 8
{dp2 PR p} uki(P) = = gy Bt (P) ®
und verwenden die Definition von )\;} und k.
2 1141 A 1
[(W - —= | walp) = Jura(p) 9)

(In der Praxis kennt man die Parameter noch nicht, sondern definiert sie an dieser Stelle
entsprechend um die Gleichung auf eine ansprechende Form zu bringen.)



(b)

[0.5 Punkte] Zeigen Sie, dass im Limes p — oo die Ldsungen niherungsweise gegeben
sind durch uy(p) = exp(£p/2).

Im Limes p — oo verschinden die Terme o< 1/p und « 1/p?, die Differentialgleichung

reduziert sich dadurch auf 2
1
d—pzuk,z(p) = Jue(p) (10)

mit den Losungen uy ;(p) = Aexp(p/2) und ug;(p) = Bexp(—p/2). Nur letztere ist eine
physikalische Losung und wird daher im Ansatz verwendet.

[1 Punkt] Machen Sie den Ansatz uyi(p) = p' e vy 1(p) und zeigen sie, dass vy, die
Differentialgleichung

2
{j2<%m mi—wu—A)hmw=0

erfillt.

Wir setzen den Ansatz in (9) ein und ziehen mit

I+1 1 l+1 1 2

die Funktion p'*'e=*/2 nach vorne und divieren sie ab:

(l(l+1) 41 1 204D -pd & 10+1) @_E)W(p)zo. (11)

P2 p 4 p o dp dp® P2 p 4

)

Nach umsortieren und Multiplikation mit p erh&lt man schliesslich

2
g+ @2 )5 = (410D o) =0 (12)

[1 Punkt] Machen Sie einen Potenzreihenansatz vy (r) = 302 byp? und zeigen Sie,
dass die Koeffizienten b, die Rekursionsgleichung

p2L+1+p)by = (1 +p = Ay )byt

mit by = 1 erfiillen.

Wir setzen den Potenzreihenansatz in (12) ein und betrachten zuerst die einzelnen Terme

d? - _

p gy ei(p) = > p(p = 1)bppr ! (13)

p=1

d - -

(20 +2=p) Zoralp) = > P2l +2)by — (p = )by a]pP~" (14)

p=1
—(l+1—)\ k(7 Zl—i—l kl )bp—1pP 7" (15)

p=1
womit sich fiir (12) ergibt:
Z[P(p = Dby +p(2L+2)bp — (p = 1)bp—1 — (I + 1 — k l) p— 1]pp_ (16)
p=1

Damit (16) erfiillt ist muss der Koeffizient fiir jede Potenz pP~! verschwinden, womit
man die Rekursionsgleichung

PRI+ 1+p)by = (1= Ay +p)bp1 (17)

erhéilt.



(e) [1 Punkt] Damit ug ;(p) eine physikalisch sinnvolle Losung darstellt, muss die Potenzrei-
he in (d) fir einen bestimmten Wert p =k mit k = 1,2, ... abbrechen. Welche Bedingung
muss daher A, erfillen, damit dann by, = 0 gilt. Bestimmen Sie mit diesem Hinweis
die FEigenenergien Ey ;. Geben Sie ug,(r) fir {k = 1,1 = 0}, {k = 2,1 = 0} und
{k=1,1=1} an und skizzieren Sie die Funktionen.

Betrachtet man die Rekursionsgleichung, sieht man das fiir p — oo fiir die Koeffizienten
bp ~ bp—1/p gilt. Die Reihe divergiert also wie e? =3 p?/(p!). Damit wird stattdessen
ein Polynom erhalten muss die Reihe fiir eine p,,q, = k mit k = 1,2, ... abbrechen. Damit
b = 0 gilt, muss nach (17) fiir )\,;} gelten:

Pmax

)\l;}:l+pmax:l+k k:071727700 (18)

Gehen wir zuriick zur Definition von /\,;} sehen wir, dass die Energie damit durch

62 2 mCQ 62 2 mCQ
E=—\=) s ="|—=) 577/ 1
== (5) 200 () 7w 19)

gegeben ist. Fiir die Koeffizienten b, erhalten wir dementsprechend

bo = 1
1—k

by = —

D)
12-k1—k

27991132 +2

 p—k 1
P2l p+1p pt

Die Wellenfunktionen

wup (1) = e (2rr) o mit k= G _ % 20
k(1) (267) g e (20)
sind fiir
2
k=1,1=0 uk,l(r)—e_r/aol
ao
k=2.1=0 = 7T/2aoi 1_L
’ Uk’l(r> € ap 2a0
k=1,1=1 ukl(r)—efr/%o (r>
ao

Der radiale Wellenanteil wird in der Literatur gemeinhin als Ry ; bezeichnet und unter-
scheidet sich von wy; lediglich durch einen Faktor 1/7, d.h. Ry ; ~ ug /7,

k=1,1=0: Ry = 2(ag) "3/ 2e /0

k= 2, [=0: Rk,l = 2(2@0)73/2 <1 — T>e"'/2a0
2a0

(2%)73/2 Lefr/Zao

1
k=11=1: Ry =—
k.l 73 a



Abbildung 2: Radialwellenfunktionen.



