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1. Wechselwirkende Spins (3 Punkte)

Betrachten Sie zwei wechselwirkende Spin-£-Teilchen (i = 1,2) mit folgendem Hamilton-
Operator
H=—-J8"8% 45250 (1)

(a) [1 Punkt] Schreiben Sie den Hamilton-Operator als 4 x 4 Matrix in den vier Basis-
zustdnden [t, 1), [1,4), |4, 1) und |{,]), die die gemeinsamen Eigenzustéinde von S‘S)
und ng) bezeichnen

(b) [2 Punkte] Das System sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand

[9(0)) = 1) - (2)

Schreiben Sie den Zeitentwicklungsoperator 7 (t) als 4 x 4-Matrix in den Basiszustéinden

11,10, 114, [ 1) und 1, 1).
Berechnen Sie |1)(t)).

2. Messprozess an zwei Spins (3 Punkte)
Betrachten Sie ein System von zwei wechselwirkenden Spin—%—Teilchen (1 = 1,2) mit den 4

Basiszustédnden [1,1), [1,1), [{,1) und |},]), die die gemeinsamen Eigenzusténde von S
bezeichnen.

Das System sei zur Zeit t = 0 im Zustand
1 1 1
PO) = 1+ 50+ 5 1h 3)

a) [1 Punkt] Zur Zeit ¢ = 0 werde 5’;51) emessen. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit den
g
Messwert 7% zu erhalten? Was ist in diesem Fall der Zustand nach der Messung? Wenn

direkt danach 5’;1) gemessen wird, welche Ergebnisse sind moglich und mit welchen
Wahrscheinlichkeiten?

(b) [1 Punkt] Wenn gleichzeitig S und 5% gemessen werden, was ist Wahrscheinlichkeit
entgegengesetzte bzw. gleiche Werte zu finden?

(¢) [1 Punkt] Berechnen Sie (SM) und (S(®). Zeigen Sie, dass die Betriige dieser Vektoren
kleiner sind als i/2. Fiir welche Zusténde wiire der Betrag gleich #/27?



3. Bell’sche Ungleichung (4 Punkte)
Wir betrachten eine Quelle, die paarweise zwei Spin—%—Teilchen in einem Spin-Singulett-
Zustand |S) = % (|t4)—[41)) in entgegengesetzte Richtungen aussendet. Weit von der Quelle
entfernt befinden sich zwei Stern-Gerlach-Apparate, die die Spins der beiden Teilchen in den
Richtungen a = (ag,ay,a.) bzw. b = (by, by, b,) messen. Die Observablen die gemessen
werden, sind durch die Operatoren S’él) =a-SW und 3’1(32) =b-S@ gegeben. Die moglichen
Messwerte :l:% des Teilchens 1 seien mit ma; = :I:% bezeichnet, die des Teilchens 2 mit
Mmp,2 = =% (siche Abbildung).
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(a) [2 Punkt] Berechnen Sie die kombinierten Wahrscheinlichkeiten
P(ma1,mb2) = | (ma1, mp2|S) (4)

wobei |ma 1, mp o) die Eigenzustinde der Observablen 5,%(11) und S’,(f) mit Eigenwerten
Ma,1 und my 2 sind, als Funktion des Winkels # zwischen den Vektoren a und b.
Hinweis:

Waéhlen Sie die Richtungen von a und b geschlckt und driicken Sie die Eigenzusténde
von Sa S und Sy §®) durch die Eigenzusténde von S. aus.

(b) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass der normierte Erwartungswert der Observablen S 'S’t(f) fiir
den Singulett-Zustand durch

E(a,b) = %(SS’SP -SI(JQ)\S) =—a-b=—cosf (5)

gegeben ist, wobei § der Winkel zwischen den Achsen a und b ist.

(¢) [1 Punkt] Nehmen wir nun an, dass die Messgeriite zwei Einstellungen haben: Der Spin
des ersten Teilchens kann entweder entlang der Richtung a oder entlang der Richtung
a’ gemessen werden. dhnlich kann auch der Spin des zweiten Teilchens entweder entlang
der Richtung b oder b’ gemessen werden. Das Experiment wird vielfach, mit verschiede-
nen Kombinationen der Richtungen, durchgefithrt. Am Ende werden die Daten in eine

Funktion
C = E(a,b) — E(a,b’) + E(a’,b) + E(a’,b’) (6)
zusammengefasst. Es kann gezeigt werden, dass fiir eine klassische Theorie die Unglei-
chung
IC] <2 (7

gelten muss. Dies ist die Bell’sche Ungleichung in der Form von Clauser, Horne, Shimony
und Holt (CHSH-Ungleichung). Zeigen Sie, dass man in der quantenmechanischen Theo-
rie die Richtungen a,a’ und b,b’ so wiihlen kann, dass die Ungleichung verletzt wird.
Anmerkung:

Die Verletzung der Bell’schen Ungleichung wurde mehrfach experimentell an Quanten-
systemen nachgewiesen und beweist somit, dass es dafiir keine unterliegende klassische
Theorie geben kann.
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