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1. Skalarprodukt im ¢? und £?

(a) Wir zeigen nacheinander mit a,b,c € C" und Ay, Ap € C:
o (Sesqui-)Linearitét:

(a [ Mb +Xc) = ar(Aibi + Aaci) :Alzafbi-i-/\gz:afci =M(a|b)+X(a]c)
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(Ma +Xob ) =) (Aa; + Asb)* -—)\*Zacz—i—)\QZb*cz—)\ lc)+A5(b |c)
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o Hermitizitat:

(a|b)= Z Zb*az (b la)” (1)
i=1

e Positive Definitheit:
(ala)=la|[ = Zm >0 (2)

(b) Zu berechnen sind jeweils die Reihen

lall*= Zlazl Z
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Ib | = Z|b| -y 1T (3)
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Da alle Reihen existieren und gegen einen endlichen Wert konvergieren, gilt dass a,, by, ¢, €
2.
(c) Wir zeigen nacheinander mit ¢ (z), ¢(x), x(z) : R = C und A1, A2 € C:
e (Sesqui-)Linearitét:

(9 | M+ Aax) = / 7l (@) Md(@) + Aax(@)] = A / " dw gt (2)6(@) + Ao / " dw ot (@)x ()
=M (Y| @) + X2 (¥ | x)
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e Hermitizitat:
wio= [~ arwr@otn = ([ awewiw) =wiv 6
e Positive Definitheit:
W1 =lwlP = [ do i) 20 )

(d) Betrachte eine beliebige Funktion f(x) € £2. Unter Ausnutzung der Vollstindigkeitsre-
lation kénnen wir diese in die Basis {P,,} entwickeln:

fo= [T a sa—a) @) =3 [ P ) Pae) = 3 (P | ) Pae)
/_m o P Pa(e) "E‘:O/_OO ’;’T

:< Pnlf)

(7)

Diese Abbildung ist ein Isomorphismus, denn bei fester Basiswahl (z.B. Entwicklung
in Fourierreihe, Hermite-Polynome, etc.) sind die Entwicklungskoeffizienten eindeutig
gegeben und es gilt, dass

f(2) € L2 o 00> || f|? = /dx f@P= % aZam/de;<w>Pm<x> =3 Jan & (an) € 2

n,m=0 n=0
5n,m
(®)
Man kann die (a,,) nun als unendlich dimensionalen Vektor
00 ap
f(x) = Z anPo(z) = | a1 9)
n=0 {Po,th}

in der Basis der Basisfunktionen {P, } ansehen.

2. Erwartungswerte einer gaussformigen Wellenfunktion

(a) Wir berechnen

o 1 o _(z—ag)?
lolp = [ drp@f = == [ dre” S (10)
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Substituiere z = Nor] sodass
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Das Integral iiber e~ kann mit Hilfe von Polarkoordinaten berechnet werden iiber
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Also folgt



(b) Wir berechnen nun

<:e>=<w\fc|w>=/_ dea - () = m/ iz = S5
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(¢) Neben (2 ) = xg bendtigen wir nun noch
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sodass
AXZ\/<;%2>—<:%>2=\/x%+02—mgza (17)

(d) Der mittlere Impuls des Teilchens ist gegeben durch

(p) /Oo Az (@) 20, (z) = ——— /Ood oty -t
= T ) =00 () = —— re 402 —0Qye 4o
p — 00 2 27{‘0‘2 — 00 1
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(e) Wir bendtigen nun:

(z—w)? (z— zo)2

<ﬁ2>=/:dxw*<:c>(§ax>2w(x)=—¢§7/_de@ = o2,
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AP = (P) = (5 = o= (20)
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Das Unschérfeprodukt
h h
AX AP=¢g. — = = (21)
20 2

ist dann minimal fiir ein Gauss-Wellenpaket nach der Heisenberg’schen Unschérferelati-
on:

AX-AP> (22)
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