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1. Schrddingergleichung fiir ein freies relativistisches Teilchen (5 Punkte)

Quadrieren der relativistischen Energie-Impuls Beziehung fiithrt zu:
E2 _ m204 + C2p2 (1)
Wir méchten nun eine Wellengleichung finden der Form

0" (x,t) _

Oy (x, )

ox™

welche wellenartige Losungen
Y(x,t) x exp (tkx — iwt) (3)
besitzt. Zudem sollen der Wellenvektor k£ und die Frequenz w die de Broglie Relationen
p=hk and F = hw (4)
erfiillen. Einsetzen der Wellenfunktion (3) fithrt zur Gleichung
A (iw)" + B(x) = C (—ik)™ (4—)> A(E/R)" + B(z) = C(—ip/h)™ (5)

Im Vergleich zu (1) setzen wir n = m = 2 wodurch:

—A(E/h)* 4+ B(x) = —C(p/h)* —  E*’=hm——=+

Bz) C,
A " ar

Der Vergleich mit (4) liefert uns

24—EQM
A
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Wir wihlen nun C' = 1 (da die Wellenfunktion nur bis auf eine multiplikative Konstante
definiert ist) und bekommen somit

i
c
m2ctA  m2c? (8)
B(z) = 2 2

Unsere Wellenfunktion ist also;

1 0% (z,t)  m2c?
2 ot? h?

U (z,t) = V2 (2,1). 9)

Diese Wellenfunktion wird auch Klein-Gordon Gleichung genannt.



2. Wellenfunktion im Potential(7 Punkte)

(a) Die Wellenfunktion ist korrekt auf 1 normiert:

o = [arv @) = [ae w) = <= fare" = 2 fare <1 0

wobei wir das auftauchende GauBintegral bereits auf dem 1. Ubungsblatt berechnet
haben.

(b) Es gilt
2

(i)z/dxw*(x)x¢(x):/dx o (2)]> & = ﬁ/dx exp(—%)xz@ (11)

aus Symmetriegriinden. Zudem gilt

1 22 d?
A2y 2,2 _ 2 Py Y
(%) = /d:z: [(x) = 7 /dx:z: exp( d2> 5 (12)
sodass: p
((Az)) = 7 (13)
Die Erwartungswerte fiir p = hd, /i sind analog:
(p) =hk,  (p*) = P LR sowic (D)) = —= (14)
p - ) p - 2d2 p - \/id
Wir bekommen somit b
((A2)) ((Ap)) = 5. (15)

sodass der oben beschriebene Zustand nach der Heisenberg’schen Unschérferelation ein
Zustand minimaler Unschéarfe ist.

(c) Betrachte die Schrodingergleichung

R Pl
2m  Ox?

op(z,t)

+V (@) (e, t) = b

(16)
mit dem Ansatz ¥ (z,t) = ¢ (x) e~ %! erhalten wir die stationiire Schrédingergleichung

o V(@)% (@) = BY (). (17)

Fiir die Wellenfunktion mit k = 0 gilt offensichtlich

2y a2 — 2
oz = Y (18)
und damit
K2 2 — g2 K2 22 K2
T @ TV@=E = V@=ormrEoarm e (19

Das Potential ist offensichtlich eine Parabel und beschreibt daher einen harmonischen
Oszillator. Wenn wir den Nullpunkt der Energie V(z = 0) = 0 setzen, gilt offensichtlich:

h? 2
14 = 20
(0) = 5 (20)
und wir bekommen die Energie (relativ zur Energie am Boden der Parabel):
h2
=— 21
2md? (21)



Klassisch beschreiben wir das Potential eines harmonischen Oszillator als

k
V(z) = 5:52 (22)
mit der Federkonstanten k. Die Federkonstante unseres Potentials (20) ist
h2
k=— 23

und die zugehorige klassische Kreisfrequenz ist gegeben durch:

h
class — k = 5 24
wetaos = V/Kfm = (24)
Die Energie des Potentials ist somit iiber die klassische Kreisfrequenz gegeben durch

Awelass
72 .

Der Zustand ¢(z) fiir k& = 0 beschreibt den Grundzustand eines quantenmechanischen
harmonischen Oszillators. Dieser besitzt nicht die Energie 0, sondern die Vakuumener-
gie Fy = hAwclass/2, da das Teilchen nicht in absoluter Ruhelage sein kann durch die
Heisenberg’sche Unschérferelation.

Der Zustand mit k # 0

E= (25)

2,42
1 ) x? et (v — ikd?)?
P (x) = —7agijz P (zkx - 2d2> = —7igijz P (_2d2 ) (26)

beschreibt einen sogenannten kohérenten Zustand (auch Glauber-Zustand). Wir werden
die kohédrenten Zusténde auf einem spéteren Ubungsblatt genauer behandeln.

3. Matrixexponentialfunktion (8 Punkte)
(a) Definiere zuniichst
x = max | A;j| (27)
als das grofite Matrixelement von A € C™"*". Die Zahlenfolge

7]

k=0

(K) ._
B = (28)

)

definiert das 7, ; Matrixelement der Matrixexponentialfunktion e? bis zur K-ten Reihen-

entwicklung. e konvergiert also, wenn jedes Element lim Bi(;() konvergiert. Betrachte
also
K k K k
() ._ A |[A*]34]
IR D )
k=0 ij| k=0
wobei wir hier die Dreiecksungleichung verwendet haben. Wir kénnen nun abschétzen
A5 =1 Y. A A < > Ain A Al
I, 5l —1=0 l1,e sl —1=0
= D AwllAnnl A gl < Y At =ett o (30)
iy, zk_lzoj;" iyl 1=0
Damit folgt also:
K k K k—1,k K k
(K) |[A*)i5 nfleb 1S a)f ke 1,
By < kz_o oS 2R nI;) k! n’ (81)

Damit konvergiert jede Teilfolge und die Definition der Matrixexponentialfunktion ist
konvergent fiir jede beliebige Matrix A € C**™.



(b)

Betrachte die Ableitung

d A d o )\kAk o k. )\k—lAk i )\k—lAk e /\kAk—O—l
—_ = — _— _— = = 2
e T A D Dh Y D (k — 1) k! (32)
k=0 k=1 k=1 k=0
Offensichtlich gilt nun
d ‘A > )\kAk-'rl > )\kAk 1
k=0 k=0
d \A o0 )\kAk+1 e )\kAk N
ae = Zik! :Z x A=e"A (34)
k=0 k=0

Benutze das Cauchy Produkt

(i ak) (i 51) = iiazﬂzﬂ (35)

k=0

um umzuformen

Zudem gilt
— 1
AT =3"~(A+ B)* (37)

Damit wir (37) zu (36) umformen kénnen, miissen wir verlangen das die Matrix A und
B miteinander kommutieren

AB=BA -  [A,B]=0 (38)

Dann gilt ndmlich der binomische Lehrsatz fiir (37)

) oo k
1 1 k 7 (36)
A+B _ k _ Lpk-1 (38) A B
e —ZE(A—FB) —ZMZ(1>AB ="e’e (39)
k=0 k=0 " 1=0
Sei U die Matrix, welche die hermitesche Matrix CT = C' diagonalisiert, dann gilt
Caiag = UTOU = diag(A1, Mg, -, A\n) (40)
wobei A1, ..., A, € R die reellen Eigenwerte von C sind'. Betrachte nun:
k-mal C
— C* ~UfChU K1
1.0 = Ut U= — — Ut T T T
UleCU=U"y —U=> ——=> JUcuuicyuic.. .uuicu
k=0 k=0 k=0 1 1 1
A0 g AE o
> 1 > 110 X O © 110 X o
(@chﬁiag:z:g - :ZH : 2 -
k=0 """ k=0 """ 0 -0 k=0 """ | - 0 - 0
0 0 A\ 0 0 Ak
ZZO:O %11: 0 e M0 L.
0 XX 0 o e o
: 0 0 S0 .0
IS k An
0 0 i % 0 0 e
= diag(e™, e, ..., e) = () ding (41)

1Die Spalten der Matrix U sind natiirlich gerade die normierten und orthogonalisierten Eigenvektoren von C.



()

e Berechne zunichst

Damit folgt

fiir £ ungerade

fir k£ gerade

Somit folgt fiir die Matrixexponentialfunktion

:gkz_:

= 0, - sinh(1) 4+ 1 cosh(1) = (
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oo
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e Betrachte nun die Eigenwerte und Eigenvektoren von o, :

und damit

mit zugehorigen Eigenvektoren

a|; =

Die Diagonalisierungsmatrix ist somit

Die diagonalisierte Matrixexponentialfunktion ist nach (41

(&
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det (0, — M) =X2—1=0
A =1 Ay = —1
1 /1 1
50
o=t 1)

e—i—e_1
-1

€e—ec

1
2
e—e
e+e

eM

(€77 ) diag = ( 0

(

0\ [e
er ] 7 \0

und unter Ausnutzung von (41) finden wir
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) gegeben durch:

(44)



