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1. Rechnen mit Operatoren (8 Punkte, schriftlich)
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Ein Operator A ist ein mathematisches Objekt, welches auf einen Zustand wirkt. Einfa-
che Beispiele hierfiir sind quadratische Matrizen A € C**"™, welche auf n-komponentige
Vektoren u € C" wirken

Au =v eC” (1)

oder eine Ableitung 0/0x, welche auf eine Funktion f(z) wirkt

0 :
= f(@) = (@) 2)

In dieser Aufgabe wollen wir nun einige Eigenschaften von Operatoren genauer untersu-
chen.

(1 Punkt) Eine wichtige Eigenschaft von Operatoren ist, dass sie im allgemeinen nicht
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vertauschen. Das heiit AB # BA, was im Falle von Matrizen offensichtlich ist. Es ist
daher sinnvoll, sich den Kommutator zu definieren als:

[A,B] = —|B,A]= AB — BA (3)
Auch fiir kontinuierliche Operatoren, die auf Funktionen wirken, kénnen solche Kommu-

tatoren berechnet werden. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass der Ortsoperator durch
% und der Impulsoperator durch p = ?V gegeben sind. Zeige, dass gilt
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(2 Punkte) Zeige die Operatoridentititen
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(1 Punkt) Nutze das Cauchy-Produkt um zu zeigen dass gilt
eded =1 (7)

wobei e = S A /nl.

(3 Punkte) Beweise die Operatoridentitéit (n € N/{0})

n—1
[A,B"] =Y B"[A BB (®)
m=0
(1 Punkt) Zeige, dass fiir [B, [A, B]] = 0 gilt
[4,B"] = nB""'[A, B] 9)



2. Ehrenfest Theorem fiir Teilchen im harmonischen Oszillator (6 Punkte, miind-
lich)

Betrachte ein Teilchen im Potential des eindimensionalen harmonischen Oszillators

oy

V(z) == (10)

(a) (2 Punkte) Berechne die zeitliche Anderung d;( s, 8;(p); im Potential V(z) und ver-
gleiche sie mit den klassisch auftretenden Bewegungsgleichungen.

(b) (2 Punkte) Bestimme die allgemeine Losung der auftretenden Differentialgleichungen fiir
(&)1, (D)e-
(¢) (2 Punkte) Warum stimmen fiir das spezielle Potential (10) die klassischen und quan-
tenmechanischen Bewegungsgleichung exakt tiberein?
Tipp: Betrachte das Ehrenfest Theorem fiir Potentiale V(z) = AZ™, n € R.
3. Teilchen im unendlich tiefen Potentialtopf (6 Punkte, miindlich)

Betrachte ein Teilchen im unendlich tiefen eindimensionalen Potentialtopf

‘“@:{o |z| <

oo |z| > (11)
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In der Vorlesung hatten wir gezeigt, dass die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators ge-
geben sind durch (n =1,2,...)

(@)
o
2]

(knz) n ungerade

VY () = (12)

(knx) n gerade.
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wobei k, = nZ mit Eigenenergien E,, = %Z—an
(a) (2 Punkte) Zeige, dass die Wellenfunktionen v, (z) orthogonal zueinander sind, d.h. das
gilt [ (@) Y, (z) dz = G-

(b) (1 Punkt) Bestimme (%?) als Funktion von n und vergleiche das Resultat mit dem

klassischen Ergebnis, in dem die Dichte konstant ist pelass = a .

(¢) (1 Punkte) Berechne die Erwartungswerte (p) , () und (p?) und untersuche das Unschérfe-
produkt
Az - Ap (13)

wobei Az = /(2?) — (& )? und analog fiir Ap.

(d) (2 Punkte) Betrachte eine Messung, bei der 10* (nicht-wechselwirkende) Teilchen im
Potential (11) im Zustand n = 4 prépariert sind. Was ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
eines Teilchens am Ort z zu sein? Wie viele Teilchen erwartet man in der Region —§ <
2 < 0 zu finden?



