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1. Rechnen mit Operatoren II (10 Punkte, schriftlich)

(a) (2 Punkte) Translation
Zeigen Sie, dass der Zustand ¢(x) = e¥/Mp(x) dem wm die Distanz a verschobenen
Zustand 1 (x) entspricht, d.h. ¢(x) = Y(x + a), wobei p der Impulsoperator ist.
Wir nutzen die Reihendarstellung der Exponentialfunktion und wenden sie auf die Wel-
lenfunktion ¢ (z) an:
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Der letzte Ausdruck ist allerdings gerade die Taylorentwicklung ¢ (z+a) = Yo" L0 (z)a™.
Es gilt also ¢(z) = ¢ (x + a).

(b) A und B seien Hermite’sche Operatoren.

(i) (1 Punkt) Um zu zeigen, dass der Erwartungswert ([A, B]) rein imaginir ist, be-
trachten wir zunéchst

[A, Bl = (AB— BA)f = BfAT — ATB" = BA — AB = —[A, B] (1)

Damit gilt fiir einen beliebigen Zustand |1))

Der Erwartungswert ([A, B]) ist damit rein imaginr.

(ii) (1 Punkt) Das der Erwartungswert ({A, B}) des Antikommutators rein reel ist Lt
sich analog zeigen:

{A, B} = (AB + BA)' = BYA" + ATB' = BA+ AB = {4, B} (3)
Damit gilt fiir einen beliebigen Zustand [v)
(WA, BYy) = ({4, B} |v) = (¥|{A, B}|¥). (4)

Der Erwartungswert ({A, B}) ist damit rein reel.

(iii) (1 Punkt)

(ABA)t = ATBTAT = ABA — Hermite’sch
(eiA)T = ef”iT = ef“i — nicht Hermite’sch
(ei [A’B])T = e*i[‘é’é]f et (A, B] — Hermite’sch

—
Gl.(1)



(iv) (1 Punkt)

d N N
Es soll % (eAteB t) berechnet werden:

%(eAteBt) _ (%BAt)eBt + eAt(%eBt) _ AeAteBt + eAtBeB’t _ AeAteét —|—eAteBtB

(¢) Wir betrachten
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Wir miissen nun zeigen, dass gilt (wir beschriinke uns auf n > 1 da der Fall By, =B
trivial ist)

B — n;) (Z) AmB(—Aym = A4, [fi,B]] (6)
n mal A

Wir machen dies mit vollsténdiger Induktion:

e Induktionsanfang: Zeige fiir n =1

B — Z_o (;) AMB(—A)'"™ = _BA+ AB=[A,B] (7)

e Induktionsbehauptung: Fiir ein n € R gilt (6).
e Induktionsschritt: Schliele von n — n +1
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= AB, — B,A=[A,B,] = A,[A,...[A, B (8)
n-+1 mal A



und leite diesen nach ¢ ab
8tﬁ'(t) = (8teX't)eY't + eX't&geY't — XeXteVt + Xty eyt
_ Xe)”(-te)?-t + eX'tYe_X'teX'teYt

_ (X +6X-t}7€—)§'~t>e)§'-t€?~t

DXV X V)e+ 2—2,[X X, V] +..)F ()
=0 siehe UB
= (X +Y +[X,Y])F(t) (11)

Die auftretende Differentialgleichung wird gelost durch (Integrationsbedingung F (0) =
1 wird erfiillt)

B(t) = (XAVEHX V5 (12)
Da wegen der Voraussetzung [X, [X,Y]] = [Y,[)A(,)A/]] =0gilt [X+Y,[X,Y]] =0
koénnen den Exponenten aufteilen (siehe auch UB Nr. 1):

2

F(t) — e(X'i'Y)t"'—[va] 2 — e(X-i—Y)te[X,?]% (13)

Zusammentfiihren von Gleichung (10) und (13) fir t = 1 fithrt schlielich zu

€X€Y — eX—&-Ye[X,f/]/Z (14>
oder
6X+Y _ 6)26?67[)”(,?]/2 (15)

2. Wellenpacket und Kontinuitétsgleichung (10 Punkte miindlich)

(a) (1 Punkt) Gesucht sind die Wellenfunktionen und Dispersionsrelation E(p) fiir ein freies
Teilchen in einer Dimension. Wir 16sen die zeitabhéngige Schrédingergleichung
h? 0? 0
T om 922 (z,t) = Zhaiﬁ(l"af) (16)

iiber den Produktansatz

la,t) = (a)e R (17)
erhalten wir die stationire Schrédingergleichung
n? 02
- =F . 1
S b(z) = Bi(a) (18)

Die Eigenfunktionen dieser Gleichung sind 9 (x) = Ae*'* mit den Eigenwerten E(p) =
2
2. Die Wellenfunktionen sind also ebene Wellen

P(x) = Aeh Pr=E@?) (19)



(b) (1 Punkt) Es soll gezeigt werden, dass gilt:
o0 : 2 > 2
/ dg e~ (@Hi®) :/ dee ™, acR. (20)
—00 —0o0

Dazu integrieren wir in der komplexen Ebene und schlieffen die Kontur entlang der reelen
Achse (siehe Skizze).

Rez

Da das Integral iiber die gesamte Kontur verschwindet entspricht das Integral iiber die
Achse {k +ia |k € (—o00,00)} gerade dem Integral iiber die reelle Achse.

/ dz e~ (i) = _/ dze ™ = /. (21)

(¢) (1 Punk) Zum Zeitpunkt ¢t = 0 soll die Wellenfunktion des freien Teilchens durch

dp T 1 2
mit g(p) = W@ 402 (22)

¢($, 0) =

gegeben sein.

Die Wellenfunktion ¢ (z,0) ist damit die Fourier-Transformierte einer Gauf-Funktion.
Wie wir sehen werden, ist dies wieder eine Gau-Funktion. Es muss das Integral

W(z,0) = (27“:2)1/4 \/% exp(—i% + z%) (23)
berechnet werden. Dazu machen wir eine quadratische Ergénzung
P2 pT p? pr  olx? o2z P ox\2 o2x?
102 "h T (Fﬂﬂf*?> n (%ﬂ?) R
und erhalten
P(x,0) = mef% / \/% exp(—(% - i%f). (24)
Das verbliebene Integral wurde schon in Aufgabe 2b) gelést damit ergibt sich
2,2 2 (1/4 2,2
W(x,0) = me*f% = (247%) Mo, (25)
Fiihrt man a = % ein
9(@,0) = 5 gre i (26)

Cra?yii¢

sieht man, dass es sich wieder um eine Gaufl-Kurve handelt, wobei die Breite gerade
invers-proportional zur Breite der Impulsverteilung ist.

(d) (3 Punkte) Zuerst ist zu zeigen, dass die Wellenfunktion

dp bz _B@ P’
vie.t) = [ g ¥ e i B) = 1 (27)

die zeitabhéngige Schrodingergleichung erfiillt.



Durch Einsetzen in die Schréodingergleichung auf beiden Seiten 148t sich direkt zeigen,
dass

2 52 2 2
fiiw(g@t) — h dp g(p )ie‘ (pe-E@)t)
2m Ox2 Vorh

) e (-0 (28)

und

0 i d i
1/1 x,t) / — hgeﬁ(pw E(@)t) _ \/;Thg(p)E(p)eﬁ(m E(p)t)

d 2
\/2% g(p)pfeﬁ(p“E(”)t)- (29)

Die Schrodingergleichung fiir das freie Teilchen ist also erfiillt.

Nun soll 9 (z, t) berechnet werden. Dafiir muss das Integal

B 1 p> | pr Ep)t
P(z,t) = Gro?)1/i Tﬂ' (— +1 =i )

_ 1 p? pr . p*t

- (2m0?)1/4 \/271- x p(— T n 'om h)

gelost werden.
Mit der Definition 2z = (5 +i:2%) erhalten wir wieder das Integral aus Aufgabenteil c)
und kénnen es analog 16sen.

1 p2 .pT 1 _a222 [2
1) = ( 7> - _ g /2
)= Gy | g (i + ) = e ™ (o
1 1 x2
- o ) -
(2m)7 a(l+izts) 402(1 +ig,ts)

. . 2 92 ikt
wobei wir genutzt 7 = a“ + 5> haben.

Damit ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte
2

1 1 x
V(o (e, 1) = T )exp(wm). (31)

4m2at

Die Wahrscheinlichkeitsdichte hat also eine effektive zeitabhingige Breite 82 = a?(1 +
h2t?
4m2at

). Das Wellenpacket “zerflie{sst”, die breite wiichst, die Amplitude nimmt ab:

£U2

60 =0 @6 = e (—5) (32)

Das die Wellenfunktion immer auf 1 normiert ist erhilt man sofort

/dx b (a, )2 = \/217W /dz exp(—;;) —1

Bemerkung: Das die Wellenfunktion zu allen Zeiten auf 1 normiert ist kann man auch
ohne die Impulsintegration auszufiihren zeigen:

/ dz (0" (x, 1) dpdp g (p)ek (r=B@) o (o' o= EG2) (33)
= /dpdp/ g(p)g*(p/)ei%(E(p)fE(p/))1 %e%(P*p,)w (34)
h ) 2«7
hé(p—p’)

=/dpg(p)g*(p)= /dpe*%= ! 202 =1 (35)



(e) (3 Punkte) Mit der Wellenfunktion ¢ (x,t) kénnen wir nun die Erwartungswerte aus-

rechnen
(x) = /dx O (z, )z (x,t) = 27352 /dx exp(wxj) =0 (36)
)= [arw @ ietv ) = 5 [araen(55) = 5 (37)
(p) :/dxip*(x,t)(?az)ip(x,t) = ?/dxw*(x, )(1+2xz)¢($’t) =0 (3%

2

W) = [ o @ 0)(-1202) 00w ) = [de (0,0 a,0) Gr(a0) = 15 (39)

Die Standardabweichung des Orts ist damit gegeben durch

Xt):\/<x2>—<x>2:5:a\/1+%. (40)

Sie ist zeitabhéngig und minimal fiir £ = 0. Die Standardabweichung des Impuls ist

h
AP(t) = — 41
(t) = o5 (41)
und konstant. Damit gilt
h h22 h
. —— >
AX(t)- AP(t) 5 1+ Im2ai = 9 (42)

Die minimale Unschirfe hat das Wellenpaket also nur zum Zeitpunkt ¢ = 0!

(f) (1 Punkte) Es ist durch Einsetzen zu zeigen, dass die Wellenfunktion (27) die Konti-
nuitétsgleichung erfiillt. Zuerst berechnen wir die zeitliche Anderung der Wahrschein-
lichkeitsdichte

0 dpdp/ * / 7%(pfp')xa %( (P)—E(p ))
Giret) = [ T g e oo (13)
dpdp’ i "ol i _ ’
= [ B g wgwe 0L (B) - B)) et FO-EO) )

dann die Stromdichte

o h 0 g .
j= 2.—<¢ (x,t)%i/)(%t)) — (ol 1))l ) )
m ™
~ 2im /dgd;: “( p')%(zﬂ+p’)e—%@—p/)we%(E(p)‘E(”/))t (47)
mn ™

und deren Gradienten

dpdp’ 1 i Ny & _E(W
89& = 2im / g (p p’)ﬁ(p+p/)(p—p’)e’ﬁ(””’”eh(’?(”) ) (1)

27h
dpdp * i :EZ p2 p/2 S ~ )
— 7/ omh g (p)g(p/)e £(p—=p") ﬁ(% - %)eh (E(p) E(p ))t (49)

Da gilt E(p) = p?/2m ist die Kontinuititsgleichung erfiillt.



